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REMARQUES  NOUVELLES 

SIR 

L'ÉQUATION   DE   RICCATI; 

Par  J.  LIOUVILLE. 

[Prcsi  ntées  à  l'Académie  le  9  novembre  1840.) 


_  L'équation  différentielle  du  premier  ordre,  connue  sous  le  nom  d'é- 
quation de  Riccati,  a  été  l'objet  des  recherches  d'un  grand  nombre  de 
géomètres.  Cette  équation  renferme  dans  son  premier  membre  la  somme 
de  deux  termes,  l'un  égal  à  la  dérivée  de  la  fonction  principale  y  prise 
par  rapport  à  la  variable  indépendante  x ,  l'autre  égal  au  produit  du 
carré  de  y  par  une  constante  :  dans  le  second  membre,  il  entre  un  seul 
terme  proportionnel  à  une  puissance  de  la  variable  indépendante  :  l'ex- 
posant m  de  cette  puissance  peut  être  nommé  module  de  l'équation. 

Pour  toutes  les  valeurs  du  module ,  on  a  trouvé  la  valeur  complète 
de  la  fonction  y  exprimée  sous  forme  finie  à  l'aide  de  quadratures  dé- 
finies. Mais  lorsqu'on  se  borne  à  admettre  dans  le  calcul  les  signes  al- 
gébriques, exponentiels  et  logarithmiques,  les  cas  d'intégrabilité  de- 
viennent très  rares.  Ceux  que  l'on  a  indiqués  répondent  à  une  cer- 

Tome  VI.  — Janvier  iS'ii.  ' 
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taine  forme  des  valeurs  du  module  m,  savoir 


on  les  a  obtenus  par  des  artifices  particuliers ,  et  les  méthodes  qui  les 
ont  fait  connaître  ne  prouvent  pas  qu'ils  soient  les  seuls  possibles.  On 
ignore  complètement  s'il  y  a  d'autres  valeurs  du  module  m  pour  les- 
quelles la  fonction  t  pourrait  s'exprimer  en  x  à  l'aide  d'un  nombre  li- 
mité de  signes  algébriques,  exponentiels  et  logarithmiques.  A  la  vérité 
les  efforts  réitérés  des  analystes  pour  découvrir  quelque  nouveau  cas 
d'intégrabilité  n'ayant  produit  aucun  résultat,  on  est  naturellement 
porté  à  croire  qu'il  n'en  existe  aucun  différent  de  ceux  que  nous  ve- 
nons de  citer.  On  conçoit  pourtant  que  cela  est  loin  de  constituer  une 
démonstration  rigoureuse.  J'ai  donc  pensé  qu'il  pouvait  être  bon  de 
soumettre  la  question  à  une  analyse  exacte,  et  je  suis  parvenu  à  démon- 
trer que  les  cas  d'intégrabilité  indiqués  plus  haut  sont  en  effet  les  seuls 
admissibles.  J'ajoute  qu'il  en  serait  encore  ainsi  lors  même  qu'aux 
signes  algébriques,  exponentiels  et  logarithmiques,  on  joindrait  le 
signe  y  d'intégration  indéfinie  relative  à  la  variable  x. 

I .  On  sait  que  l'équation  de  Riccati ,  savoir 
(i)  J^-  -f-  aY^   =   èx'", 

se  ramène  immédiatement  à  la  forme 

dv  „ 


et  qu'en  posant 


elle  devient 


d .  log  u  I     du 

dz  II'  dz'' 


(a)  S  =  ^'"-"- 


dz'' 


Maintenant  faisons 


u  —  zP.y, 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  3 

ce  qui  nous  donnera 

puis  substituons  a  la  variable  indépendante  z  une  autre  variable  uidé- 
pendante  a:,  liée  avec  elle  par  la  relation  z  =  a:'.  L'équation  nouvelle 
entre  j  et  ^  à  laquelle  nous  serons  conduits  sera  assez  compliquée; 
mais  on  la  simplifiera  beaucoup  en  disposant  convenablement  des  ex- 
posants indéterminés  ret  p.  Nous  prendrons 

in-h  z'      P   ~       2r       ~    ~    4  • 

De  cette  manière  on  aura 

équation  comprise  dans  la  formule  générale 

dont  elle  se  déduit  en  posant 

A  la  vérité  notre  transformation  devient  impossible  lorsque  l'on  a 

m  =   —  2 , 

mais  alors  l'équation  (2)  s'intègre  immédiatement,  et  l'on  trouve 

u  =  Czi  -^  C'z»', 

î  et  q'  étant  les  deux  racines  de  l'équation  q  [q  -  i)  =  i  ,  tandis  que 
C  et  C  sont  des  constantes  arbitraires.  Nous  mettrons  de  côté  ce  cas 
parriculier  :  nous  supposerons  aussi  que  l'on  n'a  ni  m  =  o,  ni 
/n  =  —  4,    et  que  par  suite  B  n'est  pas  zéro.   Pour  m  =  o,  l'équa- 
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tion  (2)  fournirait 

u   =   Ce--  -H  Ce-'; 

pour  7H  =  —  4 )  l'équation  (3)  se  réduisant  à 
d'y 


dx' 


=   J> 


s'intégi'erait  sans  difficulté. 

Si  la  valeur  de  t  peut  s'exprimer  en  fonction  de  x  à  l'aide  d'un 
nombre  limité  de  signes  algébriques,  exponentiels  et  logarithmiques, 
et  de  signes  d'intégrations  indéfinies  relatives  à  la  variable  indépen- 
dante X,  il  est  visible  que  y  devra  s'exprimer  de  la  même  manière  en 
fonction  de  x,  et  vice  versa.  Au  lieu  de  discuter  en  elle-même  et  di- 
rectement l'équation  de  Riccati,  il  reviendra  donc  au  même  de  dis- 
cuter l'équation  (4)  à  laquelle  elle  est  intimement  liée  ;  c'est  ce  que  nous 
allons  faire.  Pour  plus  de  généralité,  nous  supposerons,  dans  nos  pre- 
miers calculs,  que  les  coefficients  A  et  B  ont  des  valeurs  quelconques 
différentes  de  zéro,  nous  réservant  de  donner  plus  tard  à  ces  coefficients 
les  valeurs  particulières  qui  conviennent  à  l'équation  de  Riccati. 

2.  Prouvons  d'abord  que  l'équation  (4)  n'est  vérifiée  par  aucune  in- 
tégrale de  la  forme  j  :=  une  fonction  algébrique  de  x ,  l'intégrale  in- 
signifiante j'  =  o  étant,  bien  entendu ,  mise  de  côté.  Faisons 

A  +   ^  =   P, 
en  sorte  que  notre  équation  (4)  devienne 

(5)  g  =  fr- 

Dès  lors  tous  les  raisonnements  contenus  dans  les  n"*  4  et  a  de  mon 
Mémoire  sur  l'intégration  d'une  classe  d'équations  différentielles  du 
second  ordre  en  quantités JiTiies  explicites  [*],  s'appliqueront  à  l'équa- 
tion (5)  sans  qu'on  ait  besoin  d'y  changer  un  seul  mot.  Pour  prouver 

[*]  Tome  IV  de  ce  Journal,  page  4^3. 
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que  l'équation  (5)  n'a  pas  d'intégrale  algébrique,   il  suffit  donc  de 
prouver  que  le  système  d'équations  suivant 


(6) 


du 

du' 

-^    =  ^.Pj^H-  u', 

du" 

-^    =  2  (;w-  i)Pm'4-  u"' 

> 

du('  +  ^') 

)_^,,(.  +  2)^ 

dx       —  l'+   Ij(/^  —  0^" 

dx 


=  iuPu^''-'\ 


ne  peut  jamais  avoir  lieu  en  prenant  pour  u  une  valeur  rationnelle  dif- 
férente de  zéro. 

Si  la  valeur  de  u  était  rationnelle  en  x,  celles  de  u',  u" ,  etc. ,  le  se- 
raient également.  Imaginons  que  dans  toutes  ces  fonctions  et  dans  les 
produits  Pu,  Pu',  etc.,  on  ait  séparé  la  partie  entière  de  la  partie 
fractionnaire ,  puis  décomposé  celle-ci  en  fractions  simples  par  le  pro- 
cédé connu.  Je  dis  qu'il  n'entrera  dans  u  aucune  fraction  dont  le  dé- 
nominateur soit  de  la  forme  (x  —  a:,y,  y  étant  un  nombre  entier 
égal  ou  supérieur  à  l'unité,  et  or,  une  quantité  différente  de  zéro;  en 
effet,  parmi  toutes  les  fractions  simples  de  la  forme  citée  qu'on  vou- 
drait admettre  dans  la  valeur  de  u,  considérons  spécialement  celle 
pour  laquelle  l'exposant  y  est  le  plus  grand  possible;  à  l'inspection 
des  équations  (6),  nous  voyons  que  le  facteur  x  —  a-,  devrait  entrer 
dans  les  dénominateurs  de  u',  u",...,  u^''~'\  «<'' \  avec  les  exposants 
respectifs  >-|-t,  y  +  -i,...,^  y  ^  f^  —  i^  y  +  u,  ce  qui  est  impos- 
sible puisque  l'on  a 


dx 


=  /wPm 


A,"-«) 


Ce  raisonnement  cesserait  d'être  exact  si  l'on  avait  x,  =  o,  puisque 
P  contient  x  en  diviseur;  nous  voyons  donc  que  le  dénominateur  de  u 
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doit  se  réduire  à  une  simple  puissance  de  x ,  et  que  par  suite  il  en  est 
de  même  des  dénominateurs  de  «',  u",...  Toutes  les  quantités  u ,  u', 
u",...,  peuvent  donc  s'exprimer  par  une  suite  de  monômes  formés 
chacun  du  produit  d'ime  constante  par  une  puissance  de  jc  égale  à 
un  nombre  entier  positif,  nul  ou  négatif.  Nous  supposerons  ces  mo- 
nômes ordonnés  par  rapport  aux  puissances  descendantes  de  x ,  et 
pour  mettre  en  évidence  leurs  premiers  termes,  nous  écrirons 

u  =  hx"  -H  etc.,     u'  =  hfX"'  ■+-  etc.  ,     ii"  =  h^x"'  -(-  etc. 

En  même  temps  nous  remplacerons  la  dernière  des  équations  (^6)  par 
les  deux  équations  équivalentes 

^  ^AtP"'""'   -«-«^"^'^     «^■■'^■)  =  o, 

et  nous  chercherons  les  valeurs  de  h^,  hn,...,  A„_^,  :  il  faudra  que  l'on 
ait  hu-i-,  =  o  pour  que  l'équation   m^^,  =  o  soit  satisfaite,  et  par 
conséquent  pour  que  les  équations  (6)  aient  lieu  avec  une  valeur  ra- 
tionnelle de  u. 
L'équation 

donne  d'abord 
d'où 

L'équation 


du 


«'   =   nhx"~'   ■+-  etc.; 
n,    ^  «    —    I ,       ht    =^  nh. 

U  z=  —-  —  nVu, 

dx 

en  observant  que  P  est  de  la  forme 

P   =   A   -4-  etc., 
donne  ensuite 

u"   =  —    uA-hx"  ■+-  etc.; 
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d'où 

n^   ^  n,     h^   =    —   (Jikh. 

Ces  premières  valeurs  sont  comprises  dans  les  formules  générales 

mC»:  =   (—    i)i.h.k'<.C^^.af-ir  etc., 
„('j  +  o  =   (_    i)?./i.A*.C2,^,.:c"-'  +  etc., 

où  C,^,  Cj^^i  ,  sont  des  coefficients  numériques  essentiellement  >  o. 
On  s'assurera  que  ces  formules  sont  exactes ,  en  recourant  à  l'équation 

""""'  =^  -  ('■+  0  (/«-'•)  P"<"- 

Pour  i  =i  iq,  cette  équation  donne 

„('7  +  M  =  (_  i)i-*-\h.A^-*-'C2^.[2q  ■+■  r)(|A  —  2<7).j:"-+-etc.; 
d'où  résulte 

^2^+2      =     (27     +      l)    («     —      29)    Cj,,. 

Pour  i  =  ^q  -^-  i  ,  elle  fournit 

u^'i+'^={-iy*'.hA;'-^'.{nC,,^,-{-{-iq-\-:,){fj,-:iq-i)C,,^,).x"-'-^etc.; 

d'où 

Cj^-hs  =  «C2,^2  +  (27+  2)  [fx  —  iq  —  ilCj^^.,. 

I>es  valeurs  obtenues  ainsi  pour  Cj^^-o  et  C^g^s  sont  positives  puisque 
l'indice  iq  -H  2  ou  27  -H  3  ne  surpasse  jamais  ('x  +  i).  La  loi  énon- 
cée tout-à-l' heure  est  donc  vérifiée  :  il  s'ensuit  évidemment  que  l'on 
ne  peut  avoir  ni  Â^^,  =  o  ni  «^''"^'^  =  o.  Donc  l'équation  (5)  n'a 
jamais  d'intégrale  algébrique. 

3.  Maintenant  appliquons  à  l'équation  (5)  tous  les  raisonnements 
contenus  dans  les  n"*  9,  10  et  11  du  Mémoire  sur  l'intégration  des 
équations,  déjà  cité,  et  nous  verrons  que  si  l'équation  ^5)  possède  une 
intégrale  de  la  forme  y=^  une  Jonction  Jinie  explicite  de  jc,  il  faudra 
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iiécessairemenl  que  l'équation 

(7)  £  +  ^^  =  P 

puisse  être  satisfaite  par  une  valeur  de  la  forme  t  =^  jonction  algé- 
brique de  x.  D'après  la  remarque  faite  au  dernier  numéro  du  même 
Mémoire,  ce  théorème  subsisterait,  et  une  valeur  de  t  algébrique  en  x 
devrait  encore  satisfaire  à  l'équation  (7),  lors  même  qu'aux  signes  algé- 
briques, exponentiels  et  logarithmiques,  qui  déjà  sont  supposés  pou- 
voir entrer  dans  les  fonctions  finies  explicites,  on  joindrait  le  signe  y 
d'intégration  indéfinie  relative  à  la  variable  x.  La  recherche  des  cas 
où  l'équation  de  Riccati  peut  s'intégrer  sous  forme  finie  en  exprimant 
explicitement  la  fonction  qui  s'y  trouve  à  l'aide  de  signes  algébriques, 
exponentiels  et  logarithmiques ,  et  de  signes  f  d'intégrations  relatives 
à  la  variable  indépendante,  se  réduit  donc  à  la  recherche  des  cas  où 
l'on  peut  trouverpour  l'équation  (7)  une  intégrale  algébrique. 

Mais  on  peut  aller  plus  loin,  car  à  l'aide  des  raisonnements  contenus 
dans  le  n"  12  et  dans  la  Note  jointe  au  n"  13  du  Mémoire  sur  l'inté- 
gration des  équations  [*] ,  on  prouve  sans  peine  qu'une  intégrale  t  de 
l'équation  (7)  ne  peut  pas  être  algébrique  sans  être  en  même  temps  ra- 
tionnelle. C'est  donc  la  détermination  des  intégrales  rationnelles  que 
l'équation  (7)  peut  avoir  qui  doit  à  présent  nous  occuper. 

4.  La  valeur  de  t  que  l'on  cherche  étant  rationnelle ,  se  composera 
naturellement  d'une  partie  entière  Q  et  d'une  partie  fractionnaire  ré^ 
ductible  en  une  série  de  fractions  simples  de  la  forme 


i^—p) 

de  sorte  que  l'on  peut  écrire 


De  là  résulte 


dt  rfQ         .^         «G 


—   !!î<  _  V 
dx  Zd 


dx  dx  [x  —  /')'"*"'' 


[*]  Tome  W'  de  ce  .Tournai ,  page  446- 
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et  il  faut  qu'en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation 

^  +  .^    -   P   =   o, 

celle-ci  soit  satisfaite.  Mais  comme  son  premier  membre  se  composera, 
après  la  substitution,  d'ime  partie  entière  et  d'une  partie  fraction- 
naire, il  sera  nécessaire  que  ces  deux  parties  s'annuUent  séparément. 
Or  la  partie  entière  de  t"^  contient,  outre  Q^,  un  terme  Q,  provenant 
du  double  produit  de  Q  par  la  partie  fractionnaire  de  /  ;  la  partie  en- 
tière de  P  est  d'ailleurs  A.  On  doit  donc  poser 

g  H_  Q.  +  g.    _  A    =  o. 

Le  degré  de  la  fonction  Q, ,  et  par  suite  de  ^  -h  Q, ,  est  inférieur  au 

moins  d'une  unité  à  celui  de  Q.  L'équation  précédente  exige  donc  que 
Q'  et  A  soient  de  même  degré  :  ainsi  Q  ne  peut  être  qu'ime  simple 

constante;  des  lors   -^  et  Q,  doivent  se  réduire  à  zéro.  Par  suite  on 

dx 

a  nécessairement 

Q2  =  A,     Q  =    ±:  V^Â. 

Maintenant  occupons-nous  de  la  partie  fractionnaire  de  t.  Parmi  les 
fractions  simples  qui  la  composent,  considérons  spécialement  celle  qui 
répond  au  diviseur  x  —  p,  p  étant  différent  de  zéro,  et,  s'il  y  en  a 
plusieurs  de  la  forme 

G 

(x— />)*' 

attachons-nous  de  préférence  à  celle  ou  l'exposant  a  est  le  plus  grand. 
Dès  lors  les  valeurs  de  '—  et  de  t^  pourront  s'écrire  ainsi 

dt  «G  M, 


dx  [x  —  pY^'         ^,(x  —  p)" 
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M,,  M2 ,  N, ,  Nj,  étant  des  polynômes  dont  les  deux  derniers  ne  sont 
pas  divisibles  par  x  —  p.  En  les  substituant  dans  l'équation  (7  ) ,  on 
aura 

G' «G_ M,  M, 

Or  7.0.  est  au  moins  égal  à  a  +  i ,  et  il  y  aurait  absurdité  à  le  supposer 
plus  grand  puisque  alors  la  première  fraction  ne  pourrait  plus  se  réduire 
avec  aucune  autre;  il  faut  donc  poser  7.0.  ^^  a.  -\-  i ,  c'est-à-dire  a  =  i . 
Pour  que  les  deux  premiers  termes  se  détruisent,  G  n'étant  pas  zéro  , 
il  faut  ensuite  que  G  ^  i .  Ainsi ,  abstraction  faite  des  fractions  simples 
dont  le  diviseur  est  monôme ,  la  quantité 


est  de  la  forme 


JC  —  p  X  —  q  X  —  r 

le  nombre  des  fractions  que  nous  venons  d'écrire  pouvant,  bien  en- 
tendu ,  se  réduire  à  zéro. 

Quant  aux  fractions  dont  le  diviseur  est  un  monôme ,  on  les  mettra 
en  évidence  si  l'on  pose  dans  les  calculs  précédents  p  =  o,  et  si  de 
plus  on  remplace  P  par  sa  valeur 

A  +  i. 

La  dernière  des  équations  obtenues  plus  haut  devient  alors 

G'  «G  M,  M,  .  B 

—  A :  =  o. 


En  prenant  a  >  i,  d'où  ia  >  a, -\-  i  >  2,  on  arriverait  à  une 
absurdité,  puisque  la  première  fraction  ne  se  réduirait  avec  aucune 
autre.  On  doit  donc  poser  a  ==  i  ,  et  ensuite  G^  —  G  =  B  ,  pour  que 
les  termes  qui  ont  le  diviseur  x-  se  détruisent.  Il  enti-e  donc  dans  t 

une  seule  fraction  de  la  forme  —  ;   l'exposant  a  s'y  trouve  égal  à  i,  et 
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le  numérateur  G  est  une   des    racines  de  l'équation  G^  -  (;  =  B; 
nous  désignerons  cette  racine  par   -  /3,  ce  qui  suppose 

6     /3  +    ,     =  B. 
On  voit  donc  i^... 
tisfaire  à  l'équation  (7)râoiV*e!?J»^^y''  rationnelle  de  /.  qui  peut  sa- 

3"  X  —  p  X  —  q  X  —  r 

/3  satisfaisant,  comme  on  l'a  dit,  à  l'équation 

/g  (S  ■+-  r,  =  B. 
Puisque  l'équation 

«)  £=  =  '>  +  !)/ 

est  satisfaite  par 

nous  devons  en  conclure  que  l'existence  d'une  telle  vale^u-  de  /  en- 
traîne celle  d'une  valeur  de  j  de  la  forme 

Y  étant  un  polynôme  entier 

{Jr-  p)  [x  -(/) (.r  -  r). 

Ce  polynôme  doit  satisfaire  à  l'équation 

(8)  ^g_,(^^^v^ï)2_,^^Â.Y=o, 

que  l'on  déduit  de  l'équation  (4)  en  y  iiietlaiil  pour   7  sa  valent  r!  en 
remplaçant  B  par  8  [Q  +  i). 

•2.. 
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o.  Désignons  par  n  le  degré  du  polynôme  Y ,  et  posons 

Y  =  x"  -h  /?,x"-'  + H-  h,x"-'  + +  //„. 

.  ^.  zéro  les 
En  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (^);j{Vve  d'abord  n=  0  ■ 
coefficients  des  diverses  puissanc^i^^i-^j,  à  zéro  tîu  coefficient  de  ^«.  ne 
cette  équation,  quj,n-_g  ^^^  ^^^  nombre  entier  nul  ou  positif.  La  con- 
Jt\î!on  dont  il  s'agit  étant  supposée  remplie  et  l'exposant  Ji  ayant  été 
pris  égal  à  /S .  on  trouve  ensuite  généralement 

z, (;3  — /)(g  +  ,-+  i}h, 

formule  à  l'aide  de  laquelle  on  déterminera  les  coefficients  successifs 
h,,  hi,  ■  ■  .,  h„,  en  partant  de  h„^  i  ,  et  qui  fournit,  comme  cela 
doit  être,  une  valeur  nulle  de  hfS^,  ou  h„^,.  La  condition  que  (2  soit 
un  entier  nul  ou  positif  est  donc  la  seule  nécessaire;  dès  qu'elle  est 
remplie,  l'équation  (8)  est  satisfaite  par  le  polynôme 

Y  =  jc"  +  h,x"~'  + .  .  .    -\-  h„, 

où  «  ^  jS  et  dont  les  coefficients  sont  déterminés  par  la  iormule  que 
je  viens  d'indiquer. 

Cela  lournit  en  généi'al  pour  Y  une  valeur  doidile  à  cause  du  signe 
it  qui  affecte  le  radical  \^ h..  En  continuant  à  désigner  par  Y  le  po- 
lynôme qui  répond  au  signe  -t-  ,  et  désignant  par  Z  celui  qui  répond  au 
signe  —  ,  on  aura  donc  cette  valeur  complète  de  j, 

où  C  et  C  sont  des  constantes  arbitraires.  Le  cas  où  k  =  o  fait  excep- 
tion ,  mais  on  peut  ne  pas  s'en  occuper  pinsqu'on  a  supposé  d'avance 
que  B  n'est  pas  nul.  Dans  ce  cas  d'ailleurs  l'équation  (8)  se  réduisant  à 


doc 

s'intègre  immédiatement 


rf'Y    ,  /7  (Ci 

■^TTZT  ^  ^xv/A  --0, 
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6.  En  résumé,  pour  que  l'équahon 

«)  S  =  (a +7.1^. 

OÙ  la  constante  A  est  supposée  essentiellement  différente  de  zéro ,  puisse 
être  satisfaite  en  prenant  pour  j  une  fonction  de  x  exprimable  par  un 
nombre  limité  de  signes  algébriques,  exponentiels  et  logarithmiques,  et 
de  signes/  indiquant  des  intégrations  indéfinies  relatives  à  la  variable 
X ,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  B  soit  de  la  forme  /3  (/3  -l-  i] ,  jS 
étant  un  entier  nul  ou  positif.  Cette  condition  étant  remplie,  on  pourra 
exprimer  à  l'aide  des  signes  indiqués  et  même  à  l'aide  des  seuls  signes 
algébriques  et  exponentiels  l'intégrale  complète  de  l'équation  (4). 

Voyons  ce  que  devient  la  condition  précédente  pour  l'équation  de 
Riccati.  On  a  alors 


m  I  m 


En  remplaçant  B  par /3(jS-f-  \),  own[n-\-  ij,  il  vient 

yin  -H  i)^  \m'^  -\-  l^m\  +  iG/z*  +  i6«  =  o, 
d'où  l'on  tire  pour  m  ces  deux  valeurs 

4"  4  («  -f-  ') 

2«  -f-  1  '  2n  -H  I     ' 

dont  la  seconde  peut  être  écrite  ainsi 

3(/2+   Ij   —   l' 

et  qui  par  conséquent  peuvent  être  remplacées  par  la  formule  double 
si  connue 

4' 

où  /  désigne  xw  nombre  entier  nul  ou  posirif. 
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NOTE 

Sur  la  vraie  valeur  des  Jractions  qui  prennent  ta  Jorine 
Par    J.   BERTRAND, 

Elève  de  l'Ecole  Pdlytechnique. 


On  donne,  dans  les  Traités  de  Calcul  différentiel,  une  règle  qui  ra- 

f  (x' 

mène  la  détermination  de  la  vraie  valeur  du  rapport  ~~  de  deux 
fonctions  J[x),  F(a:),  lorsque  ces  deux  fonctions  deviennent  à  la  fois 
infinies,  à  la  recherche  de  la  limite  du  rapport  de  leurs  dérivées.  La 
méthode  fort  simple  que  l'on  emploie  consiste  à  écrire  la  fraction  de 

telle  sorte  qu'au  lieu  de  —  elle  devienne  - ,  et  à  apphquer  alors  la 
règle  relative  à  ce  dernier  cas.  On  trouve  ainsi 

hm.  4t-i  =  1™.     :^^     .  hm.  -~i; 
F(x)  LF(x)J  /.  W 

et  en  supprimant  le  facteur  lim.  ^^.  il  vient,  comme  on  voulait  le 
démontrer , 

Mais  cette  démonstration  n'est  rigoureuse  qu'autant  qu'on  est  assuré 
d'avance  que  la  limite  cherchée  n'est  ni  nulle  ni  infinie.  La  règle  n'est 
pourtant  pas  en  défaut  dans  ce  cas  ;  c'est  ce  que  je  me  propose  de  faire 
voir  en  en  donnant  une  démonstrafion  directe  qui  ne  sera  pas  sujette 
à  la  même  objection.  Soit  a  la  valeur  pour  laquelle  on  a  J  {a)  =  ce  , 
F  (a)  =  00  ,  et  admettons,  comme  on  le  fait  ordinairement,  que  pour 
les  valeurs  de  jc  voisines  de  a,  mais  différentes  de  a,  les  foncHons 
J \x),  F(J?),  soient  continues;  en  d'autres  termes  admettons  que  si 
X  varie  depuis  a -\- t  jusqu'à  a,  «  étant  un  très  petit  nombre,  les 
foncrionsy  (a:),  F(j:),   varieront    elles-mêmes  depuisyi^c  rH  s),  F  (a -(- ?) 
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jusqu'à  J\a) ,  F  (a)  ou  oo  ,  en  passant  par  toutes  les  valeurs  intermé- 
diaires. Cela  posé,  nous  voulons  trouver  vers  quelle  limite  tend  la 
fraction 

F  (a  +  A)  ' 

lorsque  //  tend  vers  zéro  :  au  lieu  de  cette  expression  nous  considérerons 

/(a  +  h)-/ia  +  h') 

h'  étant  Une  nouvelle  quantité  infiniment  petite  mais  qui  tendra  vers 
zéro  de  manière  à  être  constamment  plus  grande  que  h  :  on  peut  dé- 
terminer la  loi  du  décroissement  simultané  de  ces  deux  quantités  de 

manière  que  les  rapports   ^7 /.,   z^. ri  tendent   tous  les   deux 

vers  zéro;  car  après  avoir  donné  à  h'  une  valeur  très  petite  quel- 
conque ,  on  pourra  ensuite  trouver  pour  h  une  valeur  telle  que  la 
somme  des  carrés  des  rapports  dont  il  s'agit  soit  par  exemple  égale  a 
h!  et  converge  en  conséquence  vers  la  même  limite  zéro  :  c'est  ce  qu'on 
reconnaît  en  observant  que  si  h  varie  depuis  h'  jusqu'à  o,  cette  somme , 
d'abord  égale  à  2  et  par  suite  >  h' ^  passe  évidemment  par  toutes  les 
valeurs  intermédiaires  entre  1  et  o.  D'après  cela  les  fractions 

/(«  +  h)  f{a  +  h)-f{a  +  h') 

F(a-I-A)'        F(fl  + A)  — F(a-I-A')' 

convergent  vers  la  même  limite ,  puisque  les  termes  ajoutés  dans  la 
seconde,  bien  que  croissant  indéfiniment,  sont  infiniment  petits  par 
rapport  à  ceux  qui  étaient  déjà  dans  la  première. 

Mais  sous  cette  forme  on  a,  d'après  im  théorème  de  M.  Cauchy, 

F  (a  +  h)  —  Y{a  -4-  h')  ""  F'  [«  +  6  (A  —  A')]' 

OÙ  6  désigne  une  quantité  positive  plus  petite  que  i  ;  et  l'on  \oit  que 
la  limite  du  second  membre  est  celle  du  rapport  des  dérivées  lorsque  la 
variable  indépendante  tend  vers  la  limite  a 

Il  y  aurait  quelques  mots  à  changer  si  la  valeur  de  .i  ,  qui  rend  les 
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deux  fonctions  infinies ,  était  elle-même  infinie;  il  faudrait  alors  con- 
sidérer 

F(^;-F(^.)' 

et  faire  croître  indéfiniment  x  et  x^  de  manière  à  ce  que  les  seconds 
termes  soient  infiniment  petits  par  rapport  aux  premiers. 

J'ajouterai  qu'il  est  important  d'observer  que  bien  que  la  règle 
s'applique  au  cas  où  la  limite  cherchée  est  nulle  ou  infinie,  il  ne  fau- 
drait pas  croire  que  dans  un  calcul  où  entre  une  expression  de  cette 
sorte  on  puisse  la  remplacer  par  le  rapport  des  dérivées.  Tout  ce  que 
nous  savons  c'est  que  ce  second  rapport  s'annulle  avec  le  premier  et 
est  infini  avec  lui  ;  mais  rien  ne  prouve  que  ce  soient  des  infiniment 
petits  ou  des  infiniment  grands  égaux.  Ainsi,  pour  citer  un  exemple 

fort  simple,  si  l'on  considère  la  fraction  -^  pour  x  =^  -x,  on  ne  peut 

pas  la  remplacer  par  le  rapport  des  dérivées  ^,  bien  que  ce  nouveau 
rapport  devienne  infini  comme  le  premier;  la  même  remarque  s'ap- 
plique aux  fractions  -. 
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MÉMOIRE 

SUR  UNE  FORMULE  DE  VANDERMONDE , 

ET    SOS    APPLICATIOJV 

a  la  démonstration  d'un  théorème  de  m.  jacobi; 
Par  m  va  lebesgtje  , 

Professeur   à   la    Faculté   des   Sciences    de   Bordeaux. 
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Présente  à  l'Académie  des  Sciences,  le   t8  février  iS3q. 


L'objet  principal  des  pages  suivantes  est  i"  la  démonstration  île  1',- 
qnation  identique 

y  dx'     _  ^  dx> 

J   Zà         dx'  ~  Zà       dx'      ' 

OÙ  A,,  j  et  t  sont  des  fonctions  quelconques  de  x,  et 

B,(R„,B,  ,B,,..,  B„) 

des  fonctions  de  A,(  A„,  A, , .  .  .  A„),  j  et  de  leurs  coefficients  .liflé- 
rentiels;  2°  la  recherche  de  la  loi  des  fonctions  B,. 
Le  cas  de  l'équation 

prise  pour  déterminer  r,  donne  un  théorème  dont  M.  Jacobi  a  montré 
l'application  au  calcul  des  variations  [*]. 

La  seule  difficulté  de  la  vérification  directe  de  l'équation  identique 
provient  du  grand  nombre  de  termes  fournis  par  les  différentiations 
successives  de  produits  de  deux  ou  trois  facteurs  fonctions  de  x.  Le 
moyen  que  nous  avons  employé  pour  y  remédier,  nous  a  donné  pour 


[*]  Voyez  tome  III  de  w  Journal,   page  47. 
Tome  VI.  — J\NïiEn  1841 
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ternie  général  des  fonctions  B, , 

_^  ,,  rf«.A„    d^.y     dy.j 

±  M -.  — ^.  — -  , 

dar'        dx"       dx"^ 
(  OÙ  -T^-  =  y,  etc.),  M  étant  le  produit  de  trois  coefficients  binoniiaiix. 
La  simplicité  de  ce  résultat  porte  à  croire  qu'on  pourrait  y  parvenir 
plus  brièvement  en  suivant  luie  marche  moins  directe. 


Vandermonde  a  donné  le  nom  de  puissance  du  second  ordre  au  pro- 
duit x[x—\)  [pc—'i).  .  .  (x—n  +  i),  qu'il  a  représenté  par  [x-\".  Il  a 
montré  que  la  formule  du  binôme  s'étend  à  ces  puissances;  on  a 

k  +j-]"  -  M"  +  «M"- '  [j]  ■+-  "-'^  M"-=  [fY  -I- ...  -h  [j]"- 

Kranip  a  étendu  cette  formule  aux  produits 

jc.{x  +  r)  [x  -^  ir) .    .  [x  -\-  («—  i) r] , 

qu'il  a  nommés  d' abord  facultés,  ipvis  Jactorieiles,  et  qu'il  a  notés  ainsi 
x"  ■  '';  il  a  démontré  la  formule  du  binôme  des  factorielles.  Les  dénomi- 
nations et  notations  de  Vandermonde  et  de  Rramp  ne  paraissent  pas 
Fréquemment  employées. 

Si  l'on  di\ise  les  deux  membres  de  la  formule  de  Vandermonde  par 
1  . 2 ,  3 ...  «  ,  en  remplaçant  d'abord  le  coefficient  binomial 

«   i «  —  i)    .  .[n  —  /  -f-  I  j  I  . 2  . 3 ...  « 

1.9.    .     X  P*''   r.2,3.  ../.I.2.3..  .n—f.  ' 

on  aiH'a,  eu  conservant  les  notations  ordinaires, 

(j; -^  v)  (.c-f- V — i)...(j:-^j-  —  n-hi}  x  (x— t).  .  .  (x — fi-i-l) 


I  .2.  .  .   72  I  .2  ...  « 

x[x  —  I  )  •  •  •  (■'^  —  "  "•"'•)   .''         ■'■'  (•*'  —  I  ) .  ■  .  (.r  —  «  -f-  3)    /(.>'• 


i  ■■?....  n  —  2 


qui  ne  contient  plus  que  des  coefficients  binomiaux  ;  et  si  poui-  abré- 

,      •^a{a  —  i)...(a  —  X-(-i)         ,        ,, 

ger  on  écrit  ■ — ; ^  (a.  A) ,  on  trouvera 

{x-ArJ,  n)  =  ^  {x,  n-z)  [J,  z), 
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en  posant  en  général  ^k,  o)=  ,  pour  la  symétrie  des  formules. 
Cette  formule  et  d  autres  qui  s'en  déduisent  se  prêtent  facilement  an 
calcul ,  comme  on  le  verra  plus  loin.  La  formule  précédente ,  dont  on 
trouve  une  démonstration  fort  simple  dans  l'analyse  algébrique  de 
-^.  Lauchy  (page  loo),  est  vraie  pour  toutes  les  valeurs  de  .z  et  r  • 
mais  .1  est  bon  de  disHnguer  les  quantités  positives  des  négatives  on  a 
amsi  quatre  formules 


[oc  +  r,  «)  =  2)  (X-Z,  ,.-z){y-  l+Z,Zi, 

(^  -  r,  n)  =  2  (-1)'  (x,  n  ~z)  [y-x^z,  z). 

Quandy  est  un  nombre  entier  positif  plus  grand  que  lentier  positif  u  , 
la  réduction  au  même  dénominateur  donne  de  suite  [J,  g)  =  {J,J-<-); 
ainsi  quand  les  valeurs  de  jt  et  jr  permettent  d'employer  cette  trans- 
formation, on  a  les  douze  formules  suivantes  où  les  sommes  sont  prises 
depuis  z  =  o  jusqu'à  z  =  n  inclusivement  : 

(■r  -hr,  ")  =  2à  {x,  x~,i-\-z}  (j-,  z), 

{x~y,  n)  =  Zl  (-l)'(jr-î,  a--«)  [y,  z) , 
{x-i-y,n)  =  2^[x~z,j:—n)(y  —  i-^i^  z), 

{^-X,")  =  2,(~x)'(x,x~n-^z){y-,  +  z,z), 
{x-^y,n)=^2à{x,n  —  z){y,y  —  z), 
('=-y,")=Zé(-lY{x-z,x-n)(y,  y-z). 


20  JOURNAL  DE  MATHEIMATIQUES 

(x  +7,  n)—^(x  —  z,  X  — «)  (j— I  — 3,  /— l) , 
(j— y,n)  =  ^(— i)--(j:,  n  — 2'.  (7— I-I-3,  r— i). 
(.T+/,n)  =  ^  (x,  X  — n  +  z)  (7,  J— z), 
(x— j,n)  =  ^(— i)  =  (j:  — z,  X— «)(j,  X  —  z), 
{x+x,n)  =  ^(x  —  z,x  —  n){y—t  +z,  y—i), 
(x—y,n)  —  Zd  {—lf{x,  x  —  n-hz)  f  r— H- i,  y— 1  )• 

Ces  formules  en  renferment  beaucoup  d'autres  particulières.  On  peut 
voir  à  cet  égard  la  note  IX  de  l'analyse  algébrique  de  M.  Cauchy.  Voici 
maintenant  quelques  applications. 

II. 

Pour  montrer  l'utilité  de  la  formule 

[X  ■+-  f,  ?i)  —  2  [x,  n  —  z.)  {y,  z), 

on  peut  prendre  le  problème  suivant  : 

«  Une  urne  contient  a  boules  blanches  et  b  boules  noires,  en  tout 
»  c  =  a  -+-/>.  Il  a  été  fait  /x  =  /«  +  ji  tirages.  Quelle  est  pour  une  per- 
»  sonne  qui  sait  que  ce  nombre  de  tirages  a  été  fait,  mais  qui  ne  con- 
■>  naît  pas  le  nombre  de  boules  blanches  et  de  boules  noires  sorties , 
»  la  probabilité  qu'en  />t'=m'H-«'  nouveaux  tirages,  on  aura  m' 
»  boules  blanches  et  n'  noires.  On  suppose  que  les  boules  ne  sont 
»   pas  remises  dans  l'urne  après  le  tirage.  » 

Solution.  La  probabilité  du  tirage  de  m  boules  blanches  et  de  n 
noires  ,  dans  l'hypothèse  indiquée ,  est 

a.{a  —  i)...{a  —  m-\-ï)  b.(b  —  i)...{b  —  n-h\)  t.i...  (m-hn) 

c.(c — l)...|'c  —  /K-f-i)    (c  —  m)[m  —  i)...(c  —  m — n-\-i)     i  .2...  m.i  .7...  n 

(a,  m)  {b,  n) 
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Comme  il  reste  dans  l'urne  a  —  m  boules  blanches  et  b  ~  ,1  boules 
noires,  en  tout  c  —  (/.,  la  probabilité  du  tirage  de  /«'  boules  blanches 
et  de  n'  boules  noires  sera  ^"~";  "^^|^^~"'"'\  en  supposant  m  et  n 
connus.  Mais  si  m  et  n  sont  inconnus,  qu'on  sache  seulement  que 
/n-Hrt  =  M,  la  probabilité  cherchée  sera  la  somme  des  valeurs  (|ue 
prend  la  probabilité  composée  ^"';"^^^'"^  x  ("-"'>"'')(^-"."')  ,3,,^ 
on  y  suppose  successivement 

m  =  o,      «=fc;      m=,,     n=fi  —  x;      m^-,.,      n  =  fc— 7.;  .  .  .    m=  fc,     n  —  o. 

Mais  ,  par  une  sunple  permutation  dans  l'ordre  des  facteurs,  on  a 

{a,ni)[b,n)    ya-m  ,  m'){b  — n ,  n' )  ^   ya,m')  {b,n')         {a  —  m',m)(b-n\n) 

la  probabilité  cherchée  égalera  donc 

[a,  m')  {b,  n')  ■y  {a~m',ft  —  z)  (b  —  n',  z) 

Si  donc  on  fait  dans  la  formule 

X  =a~  m',  y—h  —  n'  et  n  =  <x,   d'où   {oc-^y,  //,,  =  ^,;  _  «',  ^), 
la  probabilité  précédente  deviendra 

{a,   m')  (b,  n') 

c'est-à-dire  sera  la  même  que  si  aucun  tirage  n'avait  été  fait  avant  les  u. 
derniers. 

Le  même  problème,  pour  le  cas  particulier  de  n'  =  o,  a  été  résolu 
jiar  M.  Mondesir,  à  la  page  3  du  deuxième  volume  de  ce  Journal. 
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ni. 

Pour  montrer  l'usage  de  la  formule 

{x-\-jr,Ji)  —  ^(x  — z,  n  —£\  [y,  Z), 

on  peut  prendre  le  problème  suivant  ; 

a  Deux  personnes  jouent  à  qui  gagnera  le  premier  un  certain  nombre 
»  de  points;  elles  sont  d'égale  force  et  cessent  le  jeu  a\ant  la  tin  de  la 
»  partie.  Il  manque  à  la  première />  points  et  à  la  seconde  q  points  pour 
»   avoir  gagné.  Comment  les  joueurs  doivent-ils  se  partager  l'enjeu  i*» 

Solution.  Soit  <p  [p,  q)  la  part  de  l'enjeu  i  qui  revient  au  joueur  A 
auquel  il  manque />  points,  tandis  qu'il  en  manque  q  à  son  adversaire  B; 
s'il  se  joue  encore  un  coup  qui  procure  à  l'un  des  joueurs  le  gain  d'un 
point,  la  part  du  joueur  A  deviendra  <p'<  p  —  i,  q)  s'il  gagne  le  point ,  et 
^  p.,  q  —  i)  s'il  le  perd.  Or  l'un  est  aussi  probable  que  l'autre,  puisque 
les  joueurs  sont  d'égale  force;  il  faut  donc  prendre,  pour  déterminer 
la  fonction  <p  [p,  q),  l'équation 

<P{p^(i)=j^{p—^rq)  +  i<Pip,<i  —  ^), 

en  remarquant  que  d'après  les  conditions  dii  jeu/*  et  q  sont  des  entiers 
positifs  et  qu'on  a.  <p  [o,  q)  =  i ,  (?  { p,  o)  =  o. 
D'après  cela  on  trouve 

2)(p,  i)  =i(p(/>— 1,  i)-{-^(p[p,o<  =-k(p{p—i.  I    : 

et  par  conséquent 

<p^p-i,  i)  =  i<pi/>-2,  0,     (p(p-2,  i)  =  i®(;>-3,  II.  etc.. 

d'où  par  élimination  ^[p,  i)  =  ^■ 

Par  un  calcul  tout  semblable,  on  trouvera 


®v    P^ 


=  I  (5  ,  p—  i,-2)-lr^(p[p,  i^  =^(D'  p—  1 ,  2)  -h  ^-y+7 
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Ainsi  l'on  a  la  suite  d'équations 

<P[p-'2,i)=^(p{p-5,  2)4-  ^, 

d'où  ,  par  élimination , 

(D  (  p,  1)  =  — ^  +  -. 

On  trouvera  semblablement 

et  généralement 

Jacques  BernouUi  a  donné  dans  V^rs  cnnjectandi ,  la  formule 

qui  se  tire  facilement  de  la  remarque  que  la  partie  sera  nécessairement 
finie  après/?  -{-  q  —  i  coups  au  plus. 

On  peut  au  reste  ramener  la  première  forme  de  (p  (  p,  q)  à  la  seconde 
ainsi  qu'il  suit.  La  première  forme  peut  s'écrire 

+  ,-.  [(^  +  9—2,  q-~l)-h7..{p-hq  —  3,  9  — ?.)+2'.(/»H-7  — 4,  '/— 3)-H-.-2»"']; 
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mais  ou  a  en  général 

7."  =  {i-^iY  =  [a,  o)  -h  (a,  i)  -1-  (a,  2)  -H.  ..+  (a,  a). 

La  quantité  entre  parenthèses  deviendra  donc,  en  renversant  l'ordre 
des  termes , 

(9  — I,o)-)-(9  — i,i)  +  i(y  —   I,    2)      +{q—i,3)-+- +  (9_,,z)+... 

{p,  l){q  —  2,  o)+(p,l){g  —  2,  i)+(p,i]{q—2,l)-+- -|-(^,,)(y_a,z_, j  +  ... 

(p  ~h  t,7.)(q  —  3,o'i-h(p-hl,'2)(q—3,   l)-h...-h{p-\-l,l){q—3,z—2)-h... 
+  (/>-(-?,  3)(9  — 4,  o)  +  ...+  (;?-|-2,3)(Vy— 4,z— 3')-)-... 


-t-  (p-h  I  -hz  ,z)  {q — z,  o)- 

Or  la  dernière  colonne  pouvant  s'écrire 

2  (7  —  I  —  i,  z  —  /)  [p  —  i-\-i,  i). 
deviendra  [  p  +  (j  —  i ,  z) ,  en  vertu  de  la  formule 

[JC  -\-j,  w)  =  ^  (^  —  z,  «  —  z)  (  J—  I  -t-  z,  z) , 
où  il  suffit  de  faire  x  ^  q—i,    y  ^=  p,    «  =  z.  Il  résulte  de  là 

ce  qui  est  la  formule  de  Bernoulli. 

IV. 

Pour  montrer  l'utilité  de  la  formule 

(x— jr,  n)  =  2](  — iV-.(jr,  j:— «4-z)(7— H-z,z), 
on  peut  prendre  le  théorème  suivant  : 
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«    Théorème.  Soient  Aq,  A, , . .  .  A„,  ainsi  quej  et  t,  des  fonctions 

»  quelconques  de  x;  on  aura  toujours  (en  employant  la  notation  de 

»   Lagrange ) 


(0 


J-  {  Ao(<j)+  A[A,(^jr)']'  +[A,(<j)"]"-H...4-[A„(<jr)W] 
=  B„f  +  (B,  t')'  4-  (Bo^'Y'  -H  ...  -H  [È„t^"^f"\ 

En  considérant  t  comme  constant ,  on  a  de  suite 

Bo  =J  {  Ao7-H  r  A,  j')'  +  (A.yr  -+-.  .  .-H  [A„jW]W|  . 

et  si  l'on  pose 

Aoj  +  (  A.  r')'  +  (A^jr")"  + . . .  -H  [A„y"5]"")  =  o, 

il  en  résulte  6^  =  0.  Dans  ce  cas  l'on  a  un  théorème  dû  à  M.  Jacobi,  et 
dont  il  a  montré  l'application  au  calcul  des  variations  (Journal  de 
M.  Crelle,  tome  XVII,  page  71,  eX.  Journal  de  Mat héniatiques,  tome  III, 
page  44)-  L'illustre  auteur  a  trouvé  la  loi  des  fonctions  B;  j'ignore  s'il 
l'a  publiée,  c'est  pourquoi  je  vais  l'exposer  ici. 

N.  B.   Dans  les  calculs  suivants  il  n'entrera  que  des  termes  de  la 

forme  MA^jr^'^' ou  MA^/^'^/^S  flans  lesquels  M  est  un  coefficient 
numérique,  et 

1!^       ^(«_«"^7         ;>^_'^''.>- 


A^    =  — ,      r  '  =  — 4 ,      Y"^  = 


dx' 


On  pourra  sans  inconvénient  omettre  les  parenthèses  et  écrire  y"  au 
lieu  dejr^"  les  exposants  désignant  un  nombre  d'accents.  En  faisant  cette 
convention  il  faudra  avoir  bien  soin  d'écrire  j''^^.^*'^'  =  J^ .  r^  fX.  non 
=  y'*^.  Il  faut  encore  se  rappeler  que  y'^  signifiera  y  =  — -  ,  et  bien 

se  garder  de  faire  j-"  =  i ,  comme  si  o  était  un  exposant. 
Si  nous  écrivons  l'équation  (i)  sous  la  forme 

jr(Co/+C,r-HC,  «"-t-..  -1-C2„f^")  =  Bo«  \ 

H-(B,<')'+(B,r)"-H...-i-[B„fWJ<'  ,    f  ^^^ 

Tome  VI.  —  Janvier  1841.  4 
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ou  plus  simplement,  en  posant 

Do  =  Coj,       D,  =C,  r»       Dj  =  aj,  ...  D2„  =  C,„j,  i 

il  faudra  d'abord  calculer  les  fonctions  C  et  D  au  moyen  de  l'équation 


(4) 

puis  tirer  de  l'équation  (3)  les  fonctions  B  ainsi  qu'il  suit  :  on  a  d'abord 
Bq  =  Do  ,  et  l'équation  (3  )  se  réduit  à 

D,  /'  +  D2<2  -h...-\-B,„t'"^  =(B,  <')'-+- (BaO" +••■-»-  [Kt'"^Y"-  ■ 

Comme  le  second  membre  est  une  dérivée  exacte  il  faudra  avoir  la 
condition 

D,  -  D,  -H  D^'  -  ...  -  Dir""'  =  o; 

passant  à  l'équation  primitive  il  viendra 

[D,  -D,;-+-...4-D(r-'']^'-t-[D3  -  D4  ■+■...-  Di'r'^t"  +... 
=  B,  «'  +  (B,r')'+    •• 

Cette  équation  donne 

B,  =D, -D;-^-D^'^-...^-D(r-''• 
Ensulte  l'équation 

[D3  -  D4  +...-Dt"''']t"  +  [D,  -  D5...  +  Dir^']  r  +... 

=  {B^t"y  +  {B,t"')"..., 

ayant  pour  second  membre  une  dérivée  exacte ,  donnera  l'équation  de 
condition 

D3  -  2D;  -h  3D;  —  ...  —  (an  —  2)  D',^;-''  =  o, 
et  comme  la  primitive  est 

[D.  -2D;  -t-3DÔ...4-(2«-3)Dt"-^']r4-...=  Bj«"  +  (B3r)'-h..., 
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on  aura  , 

B,  =  D,  -  2D:  +  3D;;  _ . .  .4-  (2/z  -  3)  D'-^r^K 

Continuant  de  même ,  on  trouvera  pour  la  formule  des  équations  de 
condition 


o  =  i>2a- ,  —  (a,i)  d;„  -{.(a+  1,2)  d;'„^, 

—  (an  —  a,  an  —  art  +  i)  D^"  '«+0^ 
et  pour  formule  des  fonctions  B , 

K  =  T^2a  -{a,i)  D:„+.  -t-  (rt  -4-1 ,  a)  D„,+, 
■+-  (an  —  a  —  I ,  an  —  aa)  D^"~"'  , 


(5) 


(6) 


qui  se  tire  de  l'équation  de  condition  ,  en  y  augmentant  les  indices  des 
fonctions  D  de  l'unité. 

Si  nous  posons  en  général 

iD,b,a)  =  Di,-(a,  i)D,+, +  («-<-  i,  2)0;^. -••■     (7) 

en  terminant  le  second  membre  au  terme  renfermant  Da„,  il  suffira  de 
prouver  que  pour  h  ^=  ia  —  i  on  a  (D,  è,  «)  =  o,  et  de  calculer 
(D,  b,  d)  pour  6  =  art,  ce  qui  donnera  B„. 

Le  calcul  de  la  fonction  (D,  b,  a)  se  simplifiera  au  moyen  de  la  re- 
marque suivante.  Comme  les  équations  (5)  doivent  être  satisfaites,  quel- 
les que  soient  les  fonctions  A  et  qu'elles  sont  formées  de  termes  tels  que 
MAr  j^  y" ^  où  ne  se  trouve  point  Aq  qui  n'entre  que  dans  Bf,,  on  voit 
que  tous  les  termes  en  A,  doivent  se  détruire  entre  eux,  qu'il  en  doit 
être  de  même  pour  ceux  en  Aj,  pour  ceux  en  A, ,  et  ainsi  de  suite.  Il 
suffira  donc  de  vérifier  les  équations  (5)  pour  le  cas  où  l'équation  (i) 
se  réduirait  à 

(I')  j{Ao(r4-[A,(«jn"M  =Bo^H-(B,«')'  +  ... 

De  même  encore ,  si  dans  ce  cas ,  on  calcule  les  fonctions  B„  données  par 
les  équations  (6),  la  somme  des  valeurs  de  B^  relatives  à  /  =  i ,  a,  3...  n, 
donnera  la  valeur  de  B„  pour  le  cas  de  l'équation  (i). 

Cela  posé,  si  dans  la  fonction  (D,  b,  a)  relative  à  l'équation  \\'),  on 

4.. 
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remplace  D^  par  sa  valeur  Q  r,  on  obtiendra 

(D,  h,  a)  =  [Ca— (a,  i)  C,;+, +  («+!,  2) Q^,  —  ...]  j-, 

—  (a,  i)[C4^.,  —  («4-  I,  i)C;^.,  +  (a+  2,  2)  C-;_^3...]  j', 
-|-(a  +  i,  'J.)[Cb^2—[a-\-  2,  i)C;4.3  +  (a-+-3,  2)c;'+.4...]y, 
etc., 

chaque  quantité  entre  parenthèses  devant  finir  par  le  terme  contenant 
Cj,  et  la  dernière  de  ces  quantités  se  réduisant  au  seul  terme  Cj,. 
On  peut  donc  prendre  pour  terme  général  de  (D,  b,  a)  l'expression 

fC        _  (a  4-/3,  i)C     ^  ~I 

{—if{a-\-&—\,&)\  ^  I  r* 


Pour  la  transformer  nous  ferons  b  -\-  (B  =  c ,  rt-|-/3  =  <f,  etla  quan- 
tité entre  parenthèses  deviendra 

c,_  -  {d,  i)c:+,H-  (^+  1, 2)  c;v  - . . . 

Pour  calculer  le  coefficient^^  il  faut  réduire  Q ,  CJ^, ,  C.%,,  etc.,  aux 
seuls  termes  contenant/". 

Or  si  l'on  remarque  que  le  terme  général  de  [A,  (/j")^'']^'  est 
(/,  z)  A['~''.(^_^)''"*"'',  et  que  le  terme  général  de  [tj')'-"^''^  est 
{i  ■+■  z,  k)  jk'"*""*'  t^'\  on  trouvera  pour  terme  général  du  coefficient  Q 
(/,  z)  [i  -+-  z,  X)  A;""'  -j"^  '~S  et  pour  avoir  la  partie  renfermant  les 
termes  en  j'",  il  faudra  faire  i  -\-  z  —  k  ^  a,;  d'où 

[i,  a  -h  A;  —  /)  (a  +  k,  k)  Af  ~ '' ~ ' y'-' .  On  aura  donc 

Cr     =.  .  .-H(i,  aH-c  — /)  (a+  c,  c)  Af  """"j"'.  .  ., 
C,^,  =  .  .  .  +  (i,  a  4-  c  -  /)  (a  +  c,  c  -h  i)  Af-'~  V' 

-+-(/,  a-ir  c-\-ï—  i){a-\-c-hi,  c -H  i)  Af  ""'"'"'' jr"-  •  -, 
C,^.,=  .  .  .-Jf  [i,  a,  +  c  —  i)  [a.  +  c  ,  c  +  ^)  Af  """'  7='"'' 

+  (/,  aH-r-4-  I  — 0(«-hc+  I,  C4-  2)  Ar"""'""  j""' 

+  [i,  a.  -\-  c  -fr  2.—  i)  (a  -ir  c  -\-  2,  C+  2)  Aj""''"^"^ 7="..., 
etc. 
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Ces  équations  peuvent  se  disposer  ainsi  r 

LA^     7*     H-L'Ar'j""'  =C,^,, 
M  a:     j"    +  M'Ar  '  j'~'  H-M"A^-V*"^  =  ^c 


-'c-t-2  1 


NA,'-j='M-  N'Ar'y-'~'-»-N"ArV~''-l-N"'^.~Vr^  =  Cc-+3- 

Dans  les  développements  de  Qi^.,,  C"^,,  etc.,  on  voit  que  pour  les 
termes  formant  la  diagonale  supérieure  du  tableau  précédent,  en  pre- 
nant les  fonctions  dérivées,  il  faudra  faire  tomber  tous  les  accents  sur  j; 
que  pour  les  termes  formant  la  diagonale  immédiatement  inférieure, 
il  faudra  faire  tomber  un  accent  sur  A,  et  tous  les  autres  sur  j ,  et  ainsi 
de  suite.  D'après  la  règle  pour  trouver  le  développement  de  [  A;'"j- ""  J  ' , 
on  voit  qu'il  s'introduira  des  coefficients  binomiaux  comme  multipli- 
cateurs. 

Ainsi  la  partie  du  coefficient  de  Af  """"7"  qui  provient  de  la  dia- 
gonale supérieure  est  égale  à 

((,  a-l-c  — i)[(«-t-c,  c)  —  (</,  l)(«  H-c,  c4-  l)-t-(rf-l-I,  2)  («+c,  c-f-2)...]; 

et  comme  la  diagonale  renferme  a.  -\-  i  termes  la  quantité  entre  paren- 
thèses sera 

2  (-i)'"(a-t-c,  c-»rz){d-  I  -hz,  z); 

r=  o 

mais  on  a 

[oc  -j,  «)=   2  (-OM-^'  X-/J  +  z)(/-H-z,  z): 

il  suffira  donc  de  faire  71  =  a.,  x  =  a. -Jr  c ,  j  =  d,  et  l'on  aura  pour 
somme  1  a  +  r  —  f/,  et);  la  première  partie  du  coefficient  de  A^'  '~'^~'  y" 
est  donc  {i,  a  -\-  c  —  i)  {a.-\-  c  —  d,  a). 

Pour  la  partie  du  coefficient  relative  à  la  diagonale  immédiatement 
inférieure,  il  faudra  d'abord  augmenter  c  de  l'unité;  puis  en  raison  des 
facteurs  —  [d,  i),   -\-(d-\-  1,2),    —  (rZ-f-  2,  3),  -h  .  .  . 

multipliés  respectivement  par  les  facteurs 

I,     (2,  1) ,     (;3,  i),     etc., 
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introduits  par  les  dérivations  ,  ce  qui  donne  la  suite 

—  (d,i),     -+■  [d,  i)  id+ i,  i),      —(d,i){d-\-i,-2j,     -I-... 

on  voit  qu'il  faudra  encore  changer  ^  en  tZ+i,  et  de  plus  introduire  le 
facteur  —  [d,  i),  ce  qui  donne  le  second  coefficient  partiel 

—  {d,  i)  {i,  a-(-c-H  I  —  /)  {et-\-c  —  d,  a), 

où  le  dernier  facteur  est  resté  le  même. 

On  trouvera  semblablement  pour  troisième  coefficient  partiel 

{d+  I,  2)  (i,  «H-c-h  2  — /)  {et  -\-c  — d,  tz), 

et  ainsi  de  suite. 

Maintenant  si  l'on  remarque  que  dans  chaque  verticale  du  tableau 
des  valeurs  de  0^,  Cc^, ,  Cc^.2?  etc.,  le  dernier  terme  renferme  A,,  le 
supérieur  contenant  Af  ~'^^°',  il  y  aura  pour  le  terme  en  Af  """"'  jk  un 
nombre  ii  —  c  —  a.  -\-  i  de  coefficients  partiels  formant  la  somme 

{a-hc~(i,  »)  [{i,  <t-{-c—i)  —  (d,  l)(/,  a-^-c-hi  —  i)  +  {(i-hl,2.)(i,a  +  c+2  —  i}  —  ...] 

z^^-li  —  c  —  a. 

—  („-(-c  — rf,  a)  2  {—\Y{i,»-^c  —  i-\-z){d—\-\-z,z). 

Or  si  dans  la  formule 

[x—j,n)  =  ^{—iy  {x,  X  —  n  +  z){j—  i  +  z,z), 

on  fait  X  =^  i,  y  ^  d,  n^  ii  —  c  —  a,  on  trouvera  pour  la  somme 
précédente  [i  —  d,  2/  —  c  —  et),  et  pour  coefficient  total 

[a.  -\-  c  —  d,  a)  (i  —  d,  21  —  c  —  a). 

Multipliant  par  {— 1)^  [a -\-  (B  —  i ,  /S)  et  remplaçant  c  ei  d  par  leurs  va- 
leurs è  +  jS ,  a  -H  /3 ,  on  Aura 

Pour  le  terme  général  de  (D,  b,  a)  relativement  à  l'équation  (i'). 
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Si  l'on  chjuige  a  en  /3,  l'accent  de  A,  ne  change  pas,  de  sorte  que 
les  termes  en  f'.j^  et  y^.f  ne  différent  que  par  le  coefficient  numé- 
rique. Le  terme  en  y^ .y''  est  donc 

{~\)''{a+-j—\,«.)[b  —  a-\-!i,[i){i  —  a~-j,  a,  — i  _«_  5)  A?' ^*~"~^^^  y  ". 

Ces  deux  termes  peuvent  donc  se  réduire  en  un  seul  QAf~''~^~^y''y^ , 
en  supposant 

+  (-if  (a+/3-i,/S)(^.-fl+«,  a)r/-a_/S,  ii~b-a-^).  ] 

11  reste  à  montrer  que  pour  b  —  2a  —  i  on  a  Q  =  o,  et  à  calculer 
Q  pour  b  =  cia. 


f^drificaliofi  des  équations  (5),  ou  démonstration  du  théorème 
de  M.  Jacobi. 

Si  dans  la  valeur  de  Q  donnée  par  l'équation  (9)  on  fait  b  =  ia—  i , 
d'où  b  —  a=rza  —  i,  on  aura 

Q  =  (a-ha-i,«)(a-4-/3-i,/S)[(-if((-a-«,2/-i-«-^)H-(-i)/3('i-a-g,  2(-fc -a-|2  )]. 

Représentons  par  Me  nombre  d'accents  de  A, ,  savoir  aZ-aa-t- i -a-/3; 
écrivons  de  plus  p  et  q  au  lieu  de  /  —  a  — «et  i  —  a  —  fi,  c'est-à-tlire 
posons  les  équations 

i  —  fi  —  »  =  p,      i  —  a—  fi  —  q,     p  j^  q  =h  —  \; 

le  facteur  de  Q  entre  parenthèses  deviendra 

[-,Y{p,h)^[-if[q,h), 

quantité  toujours  nulle.  En  effet,  si  les  deux  nombres/),  7  sont  posi- 
tifs. Us  seront  toujours  moindres  que  /?,  et  dès  lors  on  aura(/7,  h)  =  o, 
{q,  h)  =  o,  d'où  Q  =  o.  Le  cas  où  l'un  des  nombres  p,  q  est  nul ,  et 
celui  où  p  et  q  sont  tous  deux  nuls,  conduisent  à  la  même  consé- 
quence. 
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Si  des  deux  nombres  p  et  q  l'un  est  positif  et  l'autre  négatif,  en  sup- 
posant a  <  /3  on  aura         p  >  o  ,     q  <o- 

Soit  donc  f/  =  —  q',     d'où     p  —  h-\-\=^q', 

il  en  résultera 

p.{p  —  \){p—7.)...q'  _  g'.('?'  +  l).--g'-+-^  — I 
^■^'     ''■"  1.2    ..  A  ~  1.2...   A 

=  {-^f[-q',h)^{-^)>^{q,h)■, 
on  aura  par  suite 

{-,y^p,K)  +  {-if{q,h)  =  {q,h){{-lY-'+[-l)% 

Or   l'équation  2(î  —  a)  +  i  =  (a  4-  /;)  -h  /S  montre  que  des  nombres 
a  ->r  h,  /3,  l'un  est  pair  et  l'autre  impair;  on  a  donc  toujours 

{-ir-*  +  (-i)^  =  o, 

et  par  suite  Q  =  o.  Les  équations  de  condition  (5  i  sont  donc  satisfaites 
et  le  théorème  se  trouve  démontré. 

Loi  des  Jonctions  B ,    terme  général. 

Faisons  h  ^=  ia  dans  (^D,  h,  cù\ ,  nous  aurons  la  fonction  B«,  dont  le 
terme  général  sera  QA''^/''^'^,  où  ^  =  ii  —  ia—  a.—  ,£,  et 


Q  =  (— i)°'(a-1-a—  i,a)(aH-/3,/3)(i  —  a  —  a, h) 
-l-(-i)^(a  +  /3-  i,/3)(a-t-a,  <t)[i  -  a  -  ^,h\ 

en  supposant  a  différent  de  /3  ;  mais  pour  a  ^  /3 ,  on  a 

Q  =  (-!)' (a -H  a-  i,a)(fl+a,  a)  {\hK],         (ii) 

toujours  mû  si  h  surpasse  o.  INIais  si  A  =  o,  on  a 

[\  h,  h)  =  (o,o)  =1,   «  =  rt+a  etQ=  (—  i)'-"  (/—  i,  i—a)  (i,  i—a\ 

Dans  le  cas  où  a  et  /3  sont  différents,  Q  est  susceptible  de  simplifi- 
cation. Posons  en  effet  i  —  a  —  a=p,  i  —  a  —  ^^q,  d'où  p-k-q=h. 
Sipetq  sont  positifs ,  Us  seront  nécessairement  moindres  que  h  ,  et  l'on 
lura  {p,  h)  =  o,  (q,  h)  —  o,  d'où  Q  =  o.  Mais  si  l'on  a  p>o,  q  <  o. 
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ce  qui  suppose  a<  /S,  en  posant  q  =z  —  q',  q'  sera  positif  et  l'on  aura 
p  —  q'  =:  h,  iVoii  l'on  tirera  ,  comme  plus  haut, 

{q,  h)  =.  (-  q',  h)  =  Z^^tzï^Zlltzïlzt^  ^(_.)^?'(?'+')-^  — 

i   9, .  . .  n  I  .  2 ...  A 

D'ailleurs 

[a-+-  a.,  a.)  =  [a  +  a,  —  i,  a), 

(a-t-/3,/3)  =  ^(a  +  /3-i,/3), 
d'où  résulte 

Q=.(«  +  ._,,a),a+/3-.,/3)(;,,A)[(-if^-±-°-(-.r*^.|} 

Mais  l'équation  2  (/  —  rt)  =  a  -t-  (  i3  +  A)  montre  que  a  et  (8  -h  A  sont 
tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs,  ainsi  (—1)*  =  (—1)  ;  dail- 
leurs 

/3  H-  rt  q  a -\- a   ((/3  —  «)  _ 

a  P       "  "P        ^ 

donc  enfin 

Q  =  (_,r'^i^;^(fl4-a-  i,a)(a-t-i3-.,/3)(/7,A).     (12) 

Cette  formule  convient  aussi  au  cas  de  «y  =  o ,  pour  lequel  p  =  h;  car  il 
est  très  facile  de  la  ramener  à 

Q  —  {—iy{a-tra—  i,a)[^->ra,^), 

qui  résulte  directement  des  suppositions  q  =  o,  p  =  h. 

Pour  le  cas  de  a  =:  o  ,  l'équation  (10)  montre  queQ  est  nul,  sauf  les 
cas  de  a  =  o,  ou  /3  =  o,  ou  a  =  j8  =  o,  pour  lesquels  Q  =  (/ ,  h); 
c'est  ce  qui  résulte  d'ailleurs  du  calcul  de  D^  =  Cq  7". 

Exemple.  Soit  l'équation  du  sixième  ordre 

r{Ao/j+[A.(fj)']'+[A,(o-)"]"+[A3Uj)"'r}=Bof  +  (B.f')'+(B.'")"-t-{B3r"'r. 
Tome  VI.  —  Janvier  1841.  ^ 
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Pour  avoir  B3 ,  comme  rt  =  3,  l'équation 

2  (  /  —  a)  =  h-\.  a^  ^, 

où  les  données  sont  i  et  a  et  les  inconnues  h,  a  et  |3  qui  doivent  être 
des  entiers  positifs  tels  qu'on  ait  a  <  ou  ^  /  —  a,  /3  =  ou  >  /  —  a. 
montre  qu'il  faut  poser  /  =  3,  ce  qui  donne  A=a=/3=:o,  d'où  Q^i; 
on  aura  donc 

B3  =  A3  7J=  A3J^ 

Pour  avoir  B, ,  on  fera  a  ^=  1  dans  l'équation  i{i — «)=  A  +  a  +  Ô; 
on  ne  peut  donc  prendre  que  i  =  1  ou  i  ^  3.  D'abord  /  =  2  donne  le 
terme  P^^j'^i  comme  on  l'a  vu  plus  haut;  puis,  pour  /'  =  3,  l'équation 
2  =  h-\-  0.  +  I3  donne  trois  solutions  : 

I '^'^  solution  2  =  0  +  0-1-2,  Q=  If  (3)  2)  =9---  9^3  j/"; 
2"  solurion  2=o-t-i-i-i,  Q  =  —  (2,i)(3i')=  —  6.  — 6X3)'  .y'; 
3"   solution     2   :=    1    -I-   o   -H    I  ,  Q  =   7  ff^j ')('>')  =^   3....        3Aj  >  . /'■ 

On  a  donc  trois  nouveaux  termes  en  A3 ,  et  en  tout 

B„  =  A,,  y-  ■+-  9A3  fj"  -  6A3  fr'  +  3A3  rj'. 
Enfin,  pour  avoir  B,  on  posera  rt  ^  i,  et  l'équation 

2(i—   1)  =  A  H-  a+  /3  , 

pour  /  =  I,  où  A  =  a  =  /3=:  o,  donnera  le  terme  \,j'-  ;o=/i-t-a-f-/3). 
La  même  équation  pour  /=  2  devenant  3  =  A  -t-  a  +  /S,  donne  les 
trois  solutions  o,  o,  2;   o,  i,  i  ;    1,  o,  i,  auxquelles  répondent  Q  =  4» 
Q  =  —  2,   Q=2,  et  par  suite  les  trois  termes 

4A2j'j""  —  2A2  7"'^'  -|-  ^Aojj'. 

Enfin ,  pour  /  =  3,  l'équation  li  =  h -\-  x  +  ^  a  six  solutions 

^, 

4,  Q  =   -H  34  ^0,0)  (4,4)  (2,0)  =  6, 

3,  Q  =  —  3.f  (1,1)  (3,3)  (1,0)  =  —  6, 

2,  Q  =  -H  (2,2)  (3,2)  (0,0)  =  3, 

3,  Q  =  -F  3. !(.,,)  (3,3)  (2,0  =  9. 
2,         Q  =  -  3.|  (1,1)  (2,2)  (1,1)  =  -  3, 
2,  Q  =  H-  3.|  (0,0)  (2,2)  (2,2)  =  3; 
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de  là  résultent  les  termes 

6A3  r.r""  —  6A3/'_r"'-i-  SAj  r"v"  -+-  9A^/,>  '"  —  3AJ  r'7"  -h  3a','>-7", 

de  sorte  qu'on  aura  pour  valeur  complète 

B,  =  A,/''-(-  ^A^jrjr"  —  aAjj'.r'  -h  -iA',  y x'  -^  ^^i y X""  —  ^Ajj'/" 
-+-  3Aî/"jr"  -t-  9A'  y  y'" —  SA',  y' y"  -+-  SAj  //". 
Quant  a 

B„  =  j[Ao  J  +  (A,/)'  -H  iA,  j")"  -H  (A37"T], 

son  ferme  général  est         1  i,  a. —  /)  Aj*'~'''  yy"^, 
et  l'on  a 

Bo  =  Ao  /'  -t-  A,//"  -H  A,//'  -f-  Ajjj""  -H  lA.y  y    -t-  Aj' .>■/'"+  A377" 
+  3A;  J7*  -H  SA." y  y""  -+-  A'"/^"'. 

On  voit  donc  que  toute  la  solution  se  réduit  à  celle  de  l'équation  ui- 
déterminée  2(/ — a)  =  A  -(-  a  +  jS,  où  a  ne  surpasse  pas  /3,  et  au  calcul 
de  Q,  qui  résulte  de  la  multiplication  de  coefficients  binomiaux  par  les 
formules  (10)  et  (i  0,  et  plus  simplement  par  la  formule  (  la  ,  si  a  et  ô 
sont  différents. 
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Sur  l'intégrale  j  "  cos  i  {ii  —  x  sin  u)  du  ; 
Par   J.  LIOUVILLE. 


En  désignant  par  z  cette  intégrale  où  le  nombre  /  est  supposé  entier 
positif,  et  qui  se  présente  dans  les  recherches  de  mécanique  céleste , 
on  obtient  aisément  l'équation  connue 

•^'£-'-^--^ï-'"^'  -x»)z  =  o: 
en  faisant  j  z^  z  \/x  on  trouvera  ensuite 

L'équation  (a)  est  comprise  comme  cas  particulier  dans  l'équation 

—  =    (^A  -+-  -^ 

dx''  y  .r'y  "^  ' 

que  j'ai  considérée  dans  les  premières  pages  de  ce  volume.  Pour  que 
l'intégrale  représentée  par  ^  put  s'exprimer  sous  forme  finie  en  fonction 
de  j:,  à  l'aide  des  signes  algébriques,  exponentiels  et  logarithmiques, 
\\  faudrait  donc  que  l'on  eût 


4,-— 


i3(/S+  i),     ou     /=   ±(^-i-^). 


p  étant  un  nombre  entier  nul  ou  positif.  Or  cette  condition  n'est  ja- 
mais remplie,  /  étant  aussi  un  nombre  entier.  On  sait,  du  reste,  qu'il 
est  facile  de  développer  j  en  série  convergente. 
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MÉMOIRE 
SUR    LES    SURFACES    ISOSTAÏlQUES 

DANS  LES  CORPS  SOLIDES  HOMOGÈNES  EN  ÉQUILIBRE  D'ÉLASTICITÉ; 
Par   g.   lamé. 


Les  géomètres  qui  se  sont  occupés  de  la  théorie  des  corps  élastiques 
ont  trouvé  les  relations  qui  existent  entre  les  pressions  autour  de 
chaque  point  d'un  corps  solide ,  soumis  à  des  efforts  extérieurs. 
Mais  ces  propriétés  ne  sont  pas  les  seules  que  l'on  puisse  déduire  des 
équations  différentielles  qui  représentent  l'équilibre  intérieur  et  les 
petits  mouvements  d'un  corps  solide ,  car  elles  se  bornent  à  considéier 
les  variations  des  pressions  autour  d'un  point;  elles  démontrent,  par 
exemple,  que  toutes  ces  forces,  obliques  en  général  sur  les  éléments 
plans  qu'elles  sollicitent,  sont  facilement  déterminées,  tant  en  grandeur 
qu'en  direction,  lorsqu'on  connaît  les  directions  et  les  intensités  de 
trois  pressions  principales,  lesquelles  s'exercent  au  même  point,  nor- 
malement à  trois  éléments  plans  orthogonaux  entre  eux.  Or,  lorsqu'on 
passe  d'un  point  à  un  autre  du  même  corps  solide,  la  direction  et  la 
grandeur  des  pressions  principales  varient  en  général ,  et  les  lois  de 
ces  variations  sont  nécessairement  comprises  implicitement  dans  les 
équahons  différentielles  de  la  question.  Personne,  que  je  sache,  n'a 
encore  entrepris  de  développer  ces  lois,  ou  de  les  tran.sformer  en 
d'autres  dont  l'énoncé  puisse  facilement  se  prêter  aux  applications. 
Tel  est  le  but  que  je  me  suis  proposé  d'atteindre  dans  ce  .A'émoire.  La 
simplicité  et  surtout  la  généralité  des  résultats  auxquels  j'ai  été  con- 
duit me  font  espérer  que  ce  travail  ne  sera  pas  sans  importance  pour 
la  théorie  mathématique  de  l'élasticité. 

Si,  partant  de  tout  point  d'un  corps  solide,  on  passe  sur  un  des 
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éléments  plans  principaux  qui  se  trouvent  pressés  ou  tirés  normalement 
à  tout  autre  point  infiniment  voisin  du  premier;  que  de  ce  nouveau 
point  on  se  dirige  vers  un  troisième  situé  sur  le  plan  principal  corres- 
pondant au  second  point,  et  ainsi  de  suite;  on  pourra  tracer  ainsi, 
dans  l'intérieur  du  corps  solide,  trois  systèmes  de  surfaces  orthogo- 
nales qui  jouiront  de  la  propriété  d'être  toutes  pressées  ou  tirées  nor- 
malement, c'est-à-dire  que  chacune  de  ces  surfaces  divisera  le  corps  en 
deux  parties  qui  n'exerceront  l'une  sur  l'autre  que  des  pressions  ou 
des  tractions  normales. 

Ce  triple  système  de  surfaces  existe  dans  tout  corps  solide  homogène; 
il  varie  dans  un  même  corps  avec  les  directions,  les  intensités,  et  les 
points  d'application  des  efforts  extérieurs;  il  est  déterminé  et  constant 
dans  chaque  état  d'équilibre,  mais  il  peut  changer  avec  le  temps  lors 
du  mouvement.  J'appelle  isostatiques  ces  surfaces  et  leurs  trois  sys- 
tèmes conjugués.  Les  surfaces  isostatiques  étant  orthogonales  doivent 
nécessairement  se  couper  suivant  leurs  lignes  de  courbure. 

Pour  découvrir  les  lois  que  je  cherchais,  j'ai  dû  d'abord  transformer 
les  équations  et  les  expressions  différentielles  que  fournit  la  théorie 
mathématique  de  l'élasticité,  en  prenant  pour  nouvelles  coordonnées 
les  paramètres  de  trois  systèmes  de  surfaces  orthogonales,  et  suppo- 
sant les  déplacements  des  molécules  projetés  sur  les  tangentes  aux  axes 
courbes.  Pour  être  effectuées,  ces  transformations  ont  exigé  lemploi 
des  formules  qui  lient  entre  eux  les  paramètres  différentiels  des  sur- 
faces conjuguées.  Ces  formules  sont  démontrées  dans  mon  Mémoire 
sur  les  coordonnées  cur\àlignes,  qui  fait  partie  du  tome  V  de  ce 
Journal. 

Pour  rapporter  ensuite  l'état  d'équilibre  du  corps  solide  à  ses  sur- 
faces isostatiques ,  il  suffit  d'exprimer  que  les  forces  tangentielles  sont 
nidles  sur  les  siufaces  coordonnées  dans  toute  l'étendue  du  corps.  Cette 
condition  introduit  trois  nouvelles  équations,  qui  établissent  des  rela- 
tions nécessaires  entre  les  variations  des  déplacements  normaux  aux 
surfaces  isostatiques  et  les  courbures  de  ces  surfaces.  Ces  relations 
constituent  déjà  une  partie  des  lois  qu'd  s'agissait  de  démêler;  les 
autres  s'obtiennent  en  combinant  ces  relations  avec  les  équations  gé- 
nérales de  l'équilibre  d'élasticité,  et  indiquent  de  quelle  manière  va- 
rient les  pressions  normales  lorsqu'on  passe  dune  surface  isostatique  à 
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une  autre.  Toutes  ces  lois  sont  d'une  grande  simplicitt- ,  et  se  prêtent 
facilement  aux  applications. 


Équations  connues  du  mouvement  et  de  l'équilibre  des  solides  élastiques . 

Les  équations  générales  des  petits  mouvements  intérieurs  d'un  corps 
solide  homogène,  dans  lequel  l'élasticité  est  la  même  suivant  toute  di- 
rection, sont,  d'après  plusieurs  géomètres, 

, ,  du        dv         du'  ^ 
\di'^  d^'^d^J  _^fd^u  \ 

—  —  7\~:i7r  —  ^  1^ 


d'il 
dp 

d'il 

d'u 

d'v 
dx' 

d'v 

+  dF' 

d'v 

-^dF 

dHv 
HP 

d',v 

+  d^ 

dx 

I  du         dv         du 


(l\     )  d'v  d\-  d'v  "\dx    '    dr        dz  j         i  f  d'v         ^. \ 

,  j  du        dv         dw  \ 

\dx        dx         dz  J  ^  /d'w  _\ 

dz  '-  -  7  l  rfF  -  ■^,J5 

Xy  J,  z,  sont  les  coordonnées  rectiligues  orthogonales  diui  pouii 
quelconque  ni  du  corps  solide ,  lors  de  son  éqidlibre  d'homogénéité  ; 
t  représente  le  temps  ou  la  quatrième  varialjle  indépendante;  u,  v,  u', 
projections  siu-  les  trois  axes  de  la  distance  très  petite  qui  sépare  la 
molécule  m  de  sa  position  primitive,  sont  des  fonctions  inconnues  de 
X ,  J,  z,  t,  lesquelles  doivent  vérifier,  dans  toute  l'étendue  du  corps, 
les  équations  (i),  et  satisfaire  en  outre  aux  conditions  statiques  ou 
dynamiques  de  sa  surface;  X,  Y,  Z,  composantes  de  la  force  accélé- 
ratrice qui  agit  sur  la  molécide  m,  .sont  des  fonctions  données  de  x , 
J,  z,  et  en  général  àa  t;  S  représente  la  densité  constante  du  corps, 
et  i  son  coefficient  invariable  d'élasticité. 

Lorsque  l'équilibre  est  établi  dans  l'intérieur  du  solide,  sous  l'ac- 
tion persistante  des  efforts  extérieurs,  les  équations  précédentes  ré- 
gissent encore  cet  équilibre  :  les  fonctions  u,  t>,  iv,  et  X,  Y,  Z,  sont 

I  .      I  ,  I  1  1  d'u       d'v      d'if      ,. 

alors  mdependantes  du  temps,  et  les  termes  en  --j-7,  -7^,  -j—,  nis- 
paraissent  conséquemment . 
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On  sait  en  outre  que  la  dilatation  variable  S  est  liée  aux  fonctions 
u,  V,  IV,  par  l'équation 

,    ,  f,  du  di)  dif 

en  sorte  que  si  l'on  désigne  par  AjF  le  paramètre  différentiel  du  second 
ordre  d'une  fonction  F,   ou  l'expression 

d^Y         d'F         d'F 

dx'  dy'  dz^ 

les  équations  du  mouvement  seront  plus  simplement 

di  ^  fd'u  ^\ 


dx  e   \dt^  y' 

d^.  s  fd'v^'  \ 

et  celles  de  l'équilibre , 

do      <^^ 

Aj?/  4-   2—  +  -X  =  o. 

rtJT  e 

(4)  {  A^t»    -h    2  ^  4-  -  Y  =  G  , 

A^W   -+-     2-; 1 Z    =    0. 

az  [ 

Les  équations  (i),  en  ayant  égard  à  la  valeur  (2)  de  la  fonction  9 
peuvent  aussi  s'écrire  sous  la  forme  suivante  : 

[du       rfc^          jf'^"'       '^"^1 
0^6  \dy        dx)  \dx         dz  )  S'  f  d'u  „\ 

^  S  "*"  "        d^  dT         —  7  VrfF  ~  ^j ' 

jfdv        div\  jfdu        dv\ 

(5)       /  5  ''«       '  [d^~dp)  \d^-~dij  _  l  fdj^ 

j     rfr"^  di  dx         —^\dt'        ^J' 

'  dw        du  (dv         d(v\ 

„  rfô  [dl~lhj  _     \dE  ~  rfj-y  _  ^  /'rfn»;  _  z  V 

.      rfz  "•"  <ir  ~  rf/  ~  t  \dt'  )' 
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desquelles  on  conclut,  en  les  ajoutant,  après  les  avoir  respectivement 
différentiées  par  rapport  k  x,  j-,  z, 


(«         -■«  +  ^(" 


«T  /rfX    .    rfY        rfZ        d'i 


=  o, 


équation   que  doit   toujours   vérifier  la  fonction   9,  ou  la  dilatation 
variable. 

§11- 

Relations  entre  les  pressions  intérieures. 

Il  est  encore  une  autre  forme  sous  laquelle  on  emploie  les  équations 
du  mouvement  et  de  l'équilibre  des  corps  élastiques  :  si  l'on  pose 


dw\ 


(dw  dv\  (du  dw\  „  /rf„  du\ 

--'\d7^d.)^       T.  =.(^-+-j,  T,  =    .(-  +  -); 
les  équations  (i)  peuvent  s'écrire  ainsi  : 

/  rfN        rfT,        rfT.         .  (dut  \ 

f«\  )dT  d^  dT  _    .(d'v  \ 

y.,    dx  (ly  dz  \  dt^  J 

Les  groupes  de  fonctions  (N,  T,,  T.J,  [T,,  N,,  T],  [T, ,  T,  N,,],  re- 
présentent les  projections  sur  les  trois  axes  des  tractions  ou  pressions, 
obliques  en  général,  qui  sollicitent  trois  éléments  plans  se  coupant 
en  m,  et  parallèles  aux  plans  coortlonnés;  le  premier  groupe  est  re- 
latif à  l'élément  plan  perpendiculaire  aux  x,  le  second  aux  r,  le  troi- 
sième aux  z.  N,  N, ,  N2,  sont  les  composantes  de  ces  forces  normales 
aux  plans  sollicités;  T,  T, ,  T^,  donnent  leurs  six  composantes  tangen- 
ttelles,  lesquelles  sont  égales  deux  à  deux. 

.Si  l'on  désigne  par  N',  Nj,  N!,,  T',  T,,  T!, ,  les  composantes  nor- 
males et  tangentielles  des  tractions  ou  pressions  exercées  au  même 
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point  ;7t,  sur  trois  autres  éléments  plans,  parallèles  à  de  nouveaux  plans 
coordonnés  rectangulaires;  [/«, ,  mj,  m^,  [«, ,  n^,  «3],  [/;,,  y;,»  P%\i 
représentant  les  cosinus  des  angles  que  les  nouveaux  axes  des  x',  j\  z', 
font  avec  ceux  des  x ,  y,  z,  ces  nouvelles  composantes  sont  liées  aux 
premières  N,  N,  ,  Nj,  T,  T,,  T, ,  par  les  six  formules  suivantes  : 

N'=:  TO^N-f-»j'N,+»i^N,-)-a»i,  msH-amjm.T, -ha/n,  m,T, , 

N',;=  n]  N  -hn]  N,  +  n]  Nj  +  an,  «3T  +  2«3/2,T,  +2/2,  n^Tj, 
N',=  ;>;  N -l-ys^  Ni -1- />^  N,-|-3y5a/'3T  +  2/)3/^iT,  4-2/J,;7,T,; 

T'  =  n.yj.N  +  «j^jN,  +  «s/'sN,  +  (n, ^73  -H  n3/'2)T  +  («3/»,  +  «■/■'s) T,  -i-  (n.  />,  -H  «,/>, jT, 
Tj  =  /n,/j,N  +  TO,n,N,  +  /7!3n3N,-l-(OTj«3  +m3n,)T-f-(OT3/2,  +TO,/i3)T,-1-(»(,«j  -+-  m,«,)Tj 

Les  neuf  cosinus  {m,,  in.^ ,  111^),  («, ,  h^,  n^),  (p,,  /Jj,  /j,j,  sont 
d'ailleurs  liés  entre  eux  par  les  six  formules  connues. 

Toutes  les  équations  contenues  dans  les  §  I  et  II,  représentent,  à 
l'aide  des  coordonnées  rectilignes,  toutes  les  lois  du  mouvement  vi- 
bratoire et  de  l'équilibre  intérieur  d'un  corps  solide,  homogène  et 
d'élasticité  constante.  Il  s'agit,  dans  ce  Mémoire,  d'exprimer  les  mêmes 
lois  à  l'aide  d'un  système  de  coordonnées  curvilignes.  Cette  trans- 
formation exige  l'emploi  des  formules  différentielles  que  doivent  véri- 
fier les  paramètres  des  trois  systèmes  conjugués  de  surfaces  orthogo- 
nales. Ces  formules  sont  établies  dans  le  Mémoire  sur  les  coordonnées 
curvilignes,  qui  fait  partie  du  tome  V  de  ce  Journal ,  et  auquel  se  rap- 
portent tous  les  renvois  accompagnés  de  la  lettre  M. 

Déplacements  normaux  aux  surfaces  conjuguées. 

Il  s'agit  maintenant  de  transformer  en  coordonnées  curvilignes  0 , 
p,,  p2,  les  équations  qui  représentent  les  petits  mouvements  et  l'équi- 
libre intérieur  d'un  corps  solide. 

Les  normales  aux  surfaces  p,  pt ,  p^,  qui  se  coupent  en  m,  font  avec 
les  axes  rectilignes  des  x,  j,  z,  des  angles  dont  les  cosinus  sont 

/i  rfp       I  dp       i  eip\  /  ]    dp,        I    dp,        I    dp,\  /i   dp,        i    dp,        i    dp,\ 

\hdi^  hdr'  hdz)  '      \b,d^^  ~h,dP'  h,  ■^j  '      \â;  ^  '  AT ^  '  Â",  lïz}  ' 
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SI  donc  l'on  désigne  par  R,  R,,  Rj ,  les  projections  du  déplacement  de 
la  molécule  m  sur  ces  trois  normales,  on  aura 


(lo) 


Ces  valeurs  de  m,   <»,  w,  étant  différentiées  puis  substituées  dans 
l'équation  (2)  donnent ,  en  se  servant  des  formules  (8)  M , 

rf-  d^  d^ 

et  en  éliminant  AjO,  A2J0,,  Aj^n,  à  l'aide  des  formules  (2/j)M, 


R  do         B, 

dp^ 

R. 

:    «^O» 

hdx'^T, 

-^a: 

dx 

d^' 

R  rfp         R, 

dp. 

.  R^ 

do. 

h  dy  "^  h. 

-1 — ~ 

dy 

h. 

¥' 

R  rf.         R, 

*. 

R= 

rfo. 

-\ ^ 

H 

;  _; 

i    dz    ^  /i. 

'di 

h 

dz' 

('A 

y         /?«,«,  y    ^^ 

d:u              dp,    /   ' 

rfo      "*"     do^ 

fi        7rfR   ,    ,    rfR. 

7    ''R. 

(l  I  his)  <  f^f  f^"!,  fA,  h/i,/i,  \     dp  do,  '    '  dp,         '    ^J 


~  \ji','dp~^J,Tp)  \h,df,~^hdfj'~  \hd^. 


dk        h,dh,\  _ 


Dans  ces  différentes  formes  de  la  valeur  de  5 ,  ou  de  la  dilatation  ,  on 
doit  regarder  R,  R,,  Rj,  comme  représentant  des  fonctions  inconnues 
de  (j ,  (jf,  fi-i  et  t;  h,  h,,  h.,,  comme  des  fonctions  données  de  js,  p,,  (Sj. 

§  IV. 

Pressions  qui  snlliciteiit  les  surjaces  orthogonales. 

Soient  représentées  par  A ,  A,,  A, ,  -,  r,,  -j,  les  composantes  nor- 
males et  tangentielles  des  tractions  exercées  sur  trois  éléments  plans  , 
tangents  en  m  aux  trois  surfaces  conjuguées;  pour  déduire  ces  compo- 
santes des  équations  (9  ,  il  faut  v  substituer  à  (w,,  Wj,  m^),  ^«,,  «j,  «j't, 

6.. 
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iPi^  fît  Ps)^  les  cosinus  des  angles  que  les  normales  aux  surfaces  r> , 
p, ,  a, ,  font  avec  les  axes  des  Jc,  j,  z,  et  à  N,  N, ,  No,  T,  T,,  Tj,  leurs 
valeurs  (7)  en  m,  v,  w;  ce  qui  donne  pour  A ,  par  exemple, 

,  2  rdp /dudp  du  dp        dudo\        do/dvdf         dv  dp        rfcrfpX        dp /dwdo         dwd'         thvdfA^ 

~      "^  h^\dA^di~^ ^d^~'^lhdz}'^lfy\didi'^lfydy'^7zdz^  dzdz)\ 

ou  plus  simplement,  d'après  les  formules  (8) M, 

A  .  .'du  dp  dv  dp  div  dp\ 

—  =:  0  -\-  2  l ■ 1 1 ]■ 

i  \dp  dx         dp  dy  dp  dzj 

Si  maintenant  on  différentie  par  rapport  à  p  les  équations   (10),  et 

,  .  ,  .        ,       ,  .  1    •     1  ■  '  dp     dp      dp 

qn  on  ajoute  les  trois  résultats  respectivement  multiplies  par  ;:^»  j^-»  ;^> 
les  formules  (2)  M  et  (i3)M  donneront  définitivement 

d- 

dudp  do  dp  dw  dp  ,,      /(  jdh^  h\  dit  R,         h\  dh  R, 

dp  dx         dp  dy  dp  dz  dp  dp   h  h  dp.  A,  h  dp^  h, 

A 
ce  qui  donne,    par  des  transformations  faciles,  pour  —  et  par  suite 


pour 


— ,  —,  les  valeurs 


/,  dK  h.dh  „  h,dh  „  \  ,          [dK/i  I  /d/i,  ,  d/>  dh         \  I 

\  dp  h  dp,  h  dp^       j                     L   '^P  ''   \'^P  "^P"  "P'  /-l 

\    i                      \  dp,  h,  dp:,  h,    dp      J                    L    d?'  ''■  \d9  "?'  "P'  / J 

/,  rfR,  h  dh.  h,dh,\  ^            VdK.h,  i   /<f/>.-o,  .'""'-^i  .    ''^'DtM 


=  5  +  2 


Si  on  les  ajoute,  on  trouve,  en  ayant  égard  à  la  troisième  des 
formes  (11)  bis  deS  :  A  +  A,  +  A,  =  SsS,  comme  cela  devait  être 
d'après  un  théorème  connu. 

Les  mêmes  substitutions  étant  faites  dans  la  dernière  des  formules  (9), 
on  trouve,  en  simplifiant  les  résultats  d'après  les  formules  (8)  M, 


h    /du  dp,        dv  de,  dw  drj,\  h,   /du   dp  dv  dp 


h,  \dp  djT        dp  dr  dp   dz  J  h    \dp,  dx 


'  dp  dw  dp\ 

~,  d^  ~^  7/f,  dz)  ^ 
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or  les  équations  i  lo)   «'tant  différentiées  successivement  par  raj>j)orl  à 
p  et  fj,  ,  les  formules  (21  M,  et  (12)  M ,  donnent ,  toute  réduction  faite. 


du  dr-,          dv  dp,          dw  d;-, 
dp,7x    ~^  dpTÏ}   ~^  ~dl   ~dz 

4 
=  ^?^ 

h]  dh  R          ,     dh,  R, 

du     dp           dv  dp          dw  rff> 
dp,    dx          dp,  dy          dp,  dz 

,    dit    R         h'  dh,  R, 

^''di,l^h,'diV,- 

De  là  résulte ,  pour  —  ,  et  par  suite  pour  -  ,  ^ ,  - 

dp,  «ra         h^dp,  h,  dp,  h,h^\    '      dp,  -      dp,    ) 

^t3)^-  =  A,-  +  ;i— +  --R  +__R,  =  _(^A^^_  +  A^-_j, 

£  rfp  rfp,  h,  dp  h  d,->,  hn,  \  d-.  '      f'p.    / 

Si  les  surfaces  conjuguées  p,  p, ,  (s,,  étaient  encore  des  plans  ortho- 
gonaux, leurs  paramètres  différentiels  du  second  ordre  h,  k^,  h„, 
seraient  invariables,  et  pourraient  toujours  être  ramenés  à  avoir  l'unité 
pour  valeur  commune;  les  équations  (10),  (12),  (1 3),  donneraient  alors, 
pour  la  dilatation  et  pour  les  composantes  des  tractions  exercées  sur 
(les  éléments  plans  parallèles  aux  nouveaux  plans  coordonnés,  des  ex- 
pressions en  tout  semblables  à  (2)  et  (7). 

§  V. 

Relations  entre  Les  pressions  et  les  courbures  des  surjai  es  sollicitées. 

Les  forces  normales  et  tangentielles,  qui  sollicitent  les  surfaces  or- 
thogonales, peuvent  facilement  s'exprimer  par  les  variations  des  dépla- 
cements normaux,  et  par  les  courbures  de  ces  surfaces;  de  telle  sorte 
que  les  paramètres  difïérentiels  du  premier  ordre  disparaissant,  ces 
expressions  se  prêtent  alors  facilement  à  une  interprétation  géomé- 
trique.  En  effet,   la  troisième  des  formes  (^ 1 1  W)W ,  et  les  valeurs  (12) 
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el(i3},  rapprochées  des  formules  (A)  M,  donnent  immédiatement 


ITs' 


ds,  dx,         \y,        c,y  \v,        cj  \y       cj 

A  ,  (dVi         R.  RA 

\rf^,        c,  yi  / 

,    ,  /  A,  ,  /(/R,       R  RA 


A, 


rfR, 

1^7 

+ 

4- 

72 

c. 

</R 

-t- 

+ 

R 

-^ 

rfR, 

■-h 

rfR 

ds. 

-  + 

R, 

y. 

R 

+7- 

Ces  nouvelles  valeurs  font  voir  clairement  l'influence  que  les  cour- 
bures des  surfaces  conjuguées  peuvent  avoir  sur  les  tractions  qui  les 
sollicitent.  Il  sera  facile  de  les  énoncer  en  lois  ,  dans  un  langage  géo- 
métrique, en  ayant  recours  aux  définitions  et  aux  principes  établis  au 
§  VI I  M,  seconde  partie). 

§  VI. 

Équations  transformées  du  mouvement  des  solides  élastiques .    rappor- 
tées aux  pressions. 

Les  trois  équations  des  petits  mouvements  intérieurs  du  corps  solide, 
prises  sous  la  forme  (8  ) ,  et  qui  sont  en  N ,  N,  ,  Nj ,  T,  T, ,  T^ ,  doivent 
être  exprimées  en  A,  A, ,  Aj  ,  -,  t,  ,  Tj  ,  pour  être  rapportées  aux  coor- 
données curvilignes.  Pour  opérer  cette  transformation ,  il  faut  faire 
usage  des  équations  (9),  qui  donnent  facilement 
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^  =r.(l)"-^('ê)'--^(È)- 

^'-/7l,;^j  ^/ttWJ  ""^i^W/  ^'^hjH'd^dy^Kh-d^Ty'' 


2     <^p,   rfOj  2     rff,  rff  2      rfp  rfp, 

h,h,dxelx  hjtdxdx  hh,  dx  dx 

2    rfp  f/p, 


h' dy  dz  h\dy   dz      '       h\  dy    dz      ' 


'\S)(  _,fdp,dp^       rfp,  rfpA     T  (dp^dp      dùj  di'\T,         (dp  df,       dp  dp,\ 

\  \dy  dz         dzdy  J  h,/t,       \dy  dz       dz  dy  J  h^h       \dy  dz       dzdy) 


dzdy  J  hh,  ' 


.       _  _[_  ^  [^  .  _,      «   d(i,  dp,  I   dp,  dp, 

I     '       h'dzdx'        h]  dz    dx     '      A'  rfz  tir      ^ 


d(>^dp,       dp,  dp,\     T  /dû,  dp       dp^dpXr,         (dp  dû,       dp  d:-\    t, 

dz  dx       dx  dz  J  hji,       \dz  dx       dx  dzjh,h       \dzdx       dx  dz  )  /i/i,' 


/l'dxdy         h]  dx  dy     '      h\dx  dy     ' 


(dp,  dp,       dp,dp,\     T         (dp,  dp       dp,dp\T, 
dx  dy       dy  dx )  h,h,       \dx  dy      dy  dx] h,h 


dp  dp,       dp  dp,\  T, 
dx  dy      dy  dx  J  hh,  ' 


et  substituer  ces  valeurs  dans  les  équations  (8).  Il  suffit  de  faire  ces 
substitutions  dans  la  première  de  ces  équations.  Dans  le  résultat,  les 
termes  en  A  donnent ,  d'après  les  formules  (8)  M, 

,A^  dp         j^  dp    dp  A  dp    dp  A  dp 

h^dx'dx  h'dx'dy  h' dx' dz         jj     h'dx        ^  do 

~^      ' — Tr — ' — dz — -^  —dr^'h,±^'C' 
4. 


mettant^,  ^,  -^  en  facteurs  communs,  et  réduisant 


ou,  en  substituant,  à  Aj  /s  et  -r- ,  leurs  valeurs  (24)  M  et  ( 1 4  his\  M  ,  pui» 

•éduisant  : 

dh  dp,    j 
dp,  dx  J  ' 


"  d±- 

7     7        h,h,  dp         A  dh  dp,        A  • 

"'"'~'drdx~^7,di.d^~^h 


Les  termes  en  A,  et  A^  deviennent  pareillement 

[,    ,      k,h  dp.        A,  dh,  dp.        A,  dh,  dp    1 
*     ~dp^dI'^Kdp',d^~^T,'d^dij^ 

[7  7        hh,  dp.       A,  dh,   dp        A,  dh,  dp,l^ 
'     dp,    dx        h,    dp     dx        h,  dp,   dxj 
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Les  termes  en  r  donnent ,  d'après  les  formules  (8)  M , 


h,h^  \do. 


/i,h. 


dpj    /  dx 


hji, 


'    rffi    /  dx       h^h^  \    '    dji. 


't 


do. 


^^ 


OU,  en  observant  que  la  dernière  parenthèse  est  nulle ,  d'après  les  for- 
mules (g)  M,  substituant  à  A^p, ,  A^pa ,  leurs  valeurs  (24  '  M,  et  rédui- 
sant : 


kh^h^ 


hh  \  dç., 
de,     dx 


hh  ■  rfc, 
dp^     dx 


Les  termes  en  t,  et  -^  deviennent  pareillement 
hhji 


"^  h,h\  de,,         ^  hji^  dç, 
de,      dx  do,      dx 


hh,h._ 


h.h^do 


hji\  dç.. 


dx  de,       dx 

Si  l'on  réunit  maintenant  tous  ces  termes ,  que  ion  pose 
Frf,'        7,  do,       F,  do. 


X  = 


h  dx        h,  dx        II ,  dx  ' 


F,  F, ,  Fo,  étant  les  composantes  de  la  force  accélératrice  sur  les  nor- 
males aux  surfaces  (5,  fs,  ,  pj,  et  qu'enfin  l'on  prenne  pour  u  sa  va- 
leur (10),  on  trouve,  pour  la  première  des  équations  ,81,  en  mettant 

do      dp,     dpi  c     . 

-^,  -j^,  -p-  en  facteurs  communs  : 

dx     djc      dx 


U,h!jl^+iKh\- 


—      I',h 


[ 


do 
A, 

h  h. 


hji^ 


h,h- 

de. 


A,dk,      A,dh,       S^/  rf'R\ 

^T,1^'^Jl'dp~^Ji\  ~'dF  }_ 

,   ,   '^'hj^        ,,   ,    I     ÂP       "^MM       A,dh,      A  dh        ^  /  d'KA 

L   '       df-,  "   '  \    do,    "^     dp    /        Jldi,    '   h  dp,       h,\    '        dt'  /_ 

A  dh^  .  A^dh,      ^  /p  _  rf'RA 
'^Ji  dp,^h^dp,'^h'X  '       dt'  ) 


dp, 
dx 


-hh,h. 


h,h\ 
do 


hh 
dp. 
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Les  mêmes  substitutions,  faites  dans  les  deux  autres  équations  (8) , 
donneraient  évidemment  le  même  résultat ,  avec  cette  difFérence  qu'au 

,.  I       r  'l''      'l'-'i      ^''1  ■    d^      d<-,      rfoj  .      do     d--,    do, 

lieu  des  facteurs  ^  ,  -7-,  -j-,  on  aurait -r^,  -ri  -j- et  ensuite -^  ,  -ri^^- 

rfx  '  rfx  '   dx  dy^    dy      dy  dz      dz    iiz 

d'où  il  sera  facile  de  conclure  que  les  parenthèses  qui  miilfii)lient  ces 
facteurs  doivent  être  nulles. 

On  a  donc  ,  pour  représenter  les  petits  mouvements  intérieurs  d'un 
corps  solide,  à  l'aide  d'un  système  de  coordonnées  curvilignes,  les 
trois  équations 


(,6) 


ou,  en  développant  et  multipliant  respectivement  ces  trois  équations 
par  A,  /i,  ,  ^2  7 

,.dK            rfr,  ,    dr,        ,  „       h   dh,,               ,        /(   dh^, 

dp            dp,  dp.  A,    dp                        II,   dp 


lljl. 

,  A 

('Ù- 

"*"    do,    / 

\       A.,d/i. 

i-d'R 

~  h    dt'  ' 

hjl 

dp. 

{'m 

\    dp. 

^    4   / 

1       A,dk, 

h  dp,      n. 

<^d'R, 

~  h,  dt^  ' 

hh. 

d-^ 

/'/',         ,,    , 

dp. 

■^  dp.) 

A  dh 

^~h   df. 

A.dh,        i 
h,  dp,        h. 

~  h,  dt^ 

(i6/w.)i 


/    h,dh       h,dh\  (   h^dh       h^dh,\  ^rf>R 

\^-h-d^,^Kirpy'-^\^Tlp,-^Kd;y^^dr^ 

.    dr        .  ^        h,  dh,,  ,       h,dh 

dp,  n,  dp,  'h  dp,  ^  ' 

l    h,dh,-     h,dh\  l    lidh,       h  dh,\  .rf"R, 

Vi,df,^i,df,}'-^\^i,Tp^j,irpr^^^'dF- 


,   dr,        ,     dr        ,    dA,       .  „         h,dh     .  ,        h,dh, , 


rf'R, 


/    hdh,      hdh,\  l   h,dh,      h,dh\  ,rf'l 

\:h,-dp^K^Y^^\^K-d^,^-h-rpy^^-dt. 


Si  Ion  élimine  les  paramètres,  à  l'aide  des  formules  (A)  M,  ces  équa- 
tions prennent  la  forme  suivante  : 

Tome  VI   — FkvbieriS^i.  7 
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§  VII. 

Equations  du  mouvement  des  solides  élastiques  en  coordonnées 
curvilignes. 

Pour  obtenir  les  trois  équations  générales  en  R,  R,  et  Rj  seulement, 
il  faudrait  substituer,  dans  les  équations  (16),  les  valeurs  (12)  et(i3) 
de  A,  A,  ,  Aj ,  T,  T,  ,  Tj  ;  mais  il  est  plus  simple  de  transformer  directe- 
ment les  équations  (5). 

Si  l'on  pose,  pour  simplifier, 

^       '  dy        dx  dx       dz  ^        dz      dy 

ces  équations  (5)  prennent  la  forme  suivante  : 

!„  dO  dW  d\  <^  /^  d^u  \ 

dx  dy  dz  i    \  dP }            ' 

dy  dz  dx  i    \  dt"  j              ' 

I       <^z  <fa  f/r  £    y  dt" 

Or  les  valeurs  (10)  donnent  facilement,  par  des  différentiations  dans 
lesquelles  on  regarde  j^  ■,   j  ,    f-,  comme  fonctions  de  p,  p, ,  p,  : 

dy      dx       \  dp. 


\                   /d^   d^^^ 

\/dp,d:',      dp,dp,\       1      h          h^ 
l\fyli      dx'dP)^\d^~~d^, 

/rfp2  dp 
'\dydx 

\  dp         dpj  \dydx 

dpdp\ 
dxdy  J 
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ou,  en  éliminant  les  secondes  parenthèses  de  chaque  terme,  à  l'aide  des 
formules  (4)  M  : 

~    //     \do,  df,  /  dz'^  li\dp,  dy    /  dz'^  h,\  dp  do,  1  dz 

Les  fonctions  V  et  U  s'obtiennent  de  la  même  manière,  et  si  l'on  pose 


do, 

di' 

4, 
dy  ' 

d'où  l'on  conclura  ,  comme  ci-dessus  , 

du      d\' _hji^  fdr,      dr,\di'       hji/dr       dr^\dp,       '^  (^__^\^ 
dJ'~dx~~T   \df~'d^,)7z'^li\   \d^~~d^)'di'^T^\dp       d-,)   dz' 

Si  l'on  substitue  cette  dernière  expression  dans  la  troisième  des  équa- 

..  ,      ,  ,  d'j  Idd  dp  dO   dp,         d'j  d9,\ 

tions  (19),  en  y  remplaçant  en  outre  j^  par  (^-^  -^  +  _  _  -^  -  _ j  , 

Z  par  I  T  -r  -t-  r*  -7^-1-7-'  -r^  1  j  et  £^  par  sa  valeur  (  lo),  on  obtient 

'         \/i  dz         h,    dz        /i,  dz  /  ' 

I  „  dt  hji,  /dr,  _  dr,\         J_(t!    _    i^\1  ^ 

L^  "*"  ~  \df,         dij  "^  th    V  dl'  )\  dz 

I  „    r/9  V   (dr,  dr\  ^    („  rf'R.M  '*?, 

+P ,v.^T:\-Tp-di,)  +  jrX^-  -dF)\ Tz 

r„V«  hh,    (  dr  dr,\  i     /„  rf'RA  I  4a 

d'où  il  est  facile  de  conclure,  comme  au  §  VI  ,  que  les  trois  é(|uations 

7" 


L=,4+,-, 

do. 

dp 

I  +  - 

W   =   r  1   +    ;•. 
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transformées  sont 

ou  bien ,  en  y  substituant  à  r,  /■, ,  /., ,  leurs  valeurs  (20), 

3  ~  ^1  ^r   \  d?:,        do    /  h,    \  dp  aTp, 


"    dti  A,   \dç,,         do    /  h,    \dp  da^f  __     ^      Id^V,.  \ 

'.h,_k\  de'         7' 


A^,(  ''i;  4]     k^hPi:  '^j: 


11)  (  d — ^  \    —L /       rf , 

1 3  A_f^  /^^    y    dp        dpj  h     \  dp,         dp, 

fi^h  dp.^  dp  dp. 


I   o  J;j_d^    ,         h    \  dp,         d,,  /  /i,    \dp^         dp  J    _      ^    /d'K,  \ 

V      hh,dp,^  d:,  d?  ~  eh/i,\dF~^')' 

Ces  trois  équations ,  respectivement  différentiées  en  p,  (S,,  jSj ,  puis 
ajoutées,  donnent 


r    h  de       h,  do        h;  d'j 

/•    QN   >  I    I    I      h,h,do  hjido,  hli.d'^ 

(a3)  hh,hA -i-^  H j— ^H -■— 

L       "?  dp,  do. 


S[     hji,        hji        hh.  Il      ^d'b 


Z(\     dr.  dp,  dp,  /  J        3tdP 

ou  ,  d'après  la  formule  (i5)  M, 


(24)  ^-^A,e-^  hh,h. 


h, h  hh,  1         d'h 


do  dp,       '       dp,  /  dt' 

équation  qui  n'est  autre  que  (6). 
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§VIII. 

Équations  de  l'équilibre  des  solides  élastiques ,  en  coordonnées 
curvilignes. 

Lorsque  le  corps  solide  est  intérieurement  en  équilibre,  les  déplace- 
ments normaux  R,  R,  ,  Rj,  ne  doivent  pas  contenir  le  temps;  on  ob- 
tiendra donc  les  équations  générales  de  cet  équilibre  ,  en  annulant  les 

d^K       rf^R,        f/=R, 
termes  en  -— - ,     — — ,     — — 

deviennent  alors 


dans  les  équations  (i6),  (17)  ou  (aaj,  qui 


(.5) 


/j.A,  ■ 


.lt,h 


hh. 


h,  h, 

<k 
A. 

A, 

hit. 


hh,h^ 


-M, h. 


■hhji. 


dû, 
di 


h,li- 


"m 


do 


d'après  les  formules  (16)  ;  ou  bien 

(rfA      rfr,        rfr.        .^        A  —A, 
^  +  y +:r-+^^  = 
ds       dsi        dSj                       y, 
dr,      rfA,       dr       .„        Ai— A, 

y^^)\i7-^dr,^d7+^-^ 


hi,\ 

'W7 


A  —A, 


A, 


A 

dh. 

A 

dh. 

K 

~  (l? 

^K 

'  d? 

A 

dh. 

A  dh 

h. 

df^ 

-^h 

do. 

kdh 

A, 

dh. 

h 

df. 

-^K 

h?: 

"1 


^     '-t-      F,=  o, 


\    ds  ds,         <W,  y,  C  \c,        yj/  \y,        c,J 

I  dr,       dr        dA,      .„       A:.— A       Aj— A,       /a        i\  /2       1  \ 

\  as       ds^        as,  y  c,  \c,      y,/  \y,       c  y 


d'après  celles  (17)  ;  on  a  encore 


(27)< 


3  A 

-r-^lt,h, 

do 

h. 

f4 

dp  / 

^^ 

Kdp 

4) 

dp,/ 

rfp. 

dp. 

d'4^ 

f"fr 

4) 

¥ 

<^T. 

'^) 

3  'r 

d&         ,    , 

\*"" 

dp:/ 

\dp. 

dp,  / 

rfp 

dp. 

/■''- 

r4i 

^ff) 

h,h 

^4 

4') 

3'f, 

3 — H /(A, 

'^  A 

\df. 

dp./ 

h. 

dp 

dp  / 

dp. 

-h-F   =0, 
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d'après  les  équations  (22).  L'un  ou  l'autre  de  ces  groupes,  dans  les- 
quels il  faut  supposer  A,  A, ,  Aj,  t,  -,,  Tj»  ^ ,  remplacés  par  les  expres- 
sions (11),  (i2)et(i3)  ou  (i4)j  peut  représenter  l'état  d'équilibre  du 
corps  solide  rapporté  à  des  coordonnées  curvilignes  quelconques.  11 
est  aisé  de  voir  que  ces  groupes  reprennent  les  formes  ordinaires  (8) 
ou  (5) ,  lorsque  les  surfaces  coordonnées  sont  des  plans  parallèles  et 
orthogonaux. 

§IX. 

Cas  simple  cl  une  compression  unijornie. 

Pour  vérifier  les  équations  trouvées  dans  un  cas  simple,  faisons 
abstraction  de  la  force  accélératrice,  et  supposons  que  tous  les  points 
matériels  du  corps  solide  se  rapprochent  d'un  même  point,  pris  pour 
origine  des  jc,  j',  z,  de  quantités  proportionnelles  aux  distances  qui 
les  en  séparent,  sur  les  droites  mêmes  qui  mesment  ces  distances;  ce 
sera  le  cas  phvsique  d'une  contraction  uniforme  dans  tons  les  sens, 
opérée  par  un  fluide  comprimé ,  qui  entourerait  le  solide.  L'équilibre 
existera  encore  dans  ce  nouvel  état  du  corps,  si  les  équations  du  pa- 
ragraphe précédent  sont  identiquement  satisfaites  par  les  valeurs  de 
R,  R,,  Ro,  déduites  de  l'hypothèse  posée. 

Soient  \  oc'  -t- J'^  -\-  z^  ■=  r  la  distance  qui  sépare  la  molécule  m  de 
l'origine  des  x ,  j,  z,  avant  la  compression;  et  ( —  a/j  la  quantité  dont 
cette  même  molécule  se  trouve  rapprochée  de  la  même  origine,  sur  la 
droite  r,  quand  la  compression  est  opérée  et  l'équilibre  rétabli  inté- 
rieui'ement.  On  aura  évidemment,  pour  les  composantes  de  ce  dépla- 
cement , 


(28) 


u/       do                        do                      dp\ 

"/     rff.                      do,                    rf..\ 

z,  l     d^^                    rfs                  dù\ 

.    .                                do      do,                 j      j 

poser  \c\  que  X,  j,  Z, -j-, -^,.  .  .,  n,  h,. 

fh: 

.  sont  des 

fonctions  connues  de  p,  p^,  0^. 
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La  valeur  de  Q  [seconde  forme  du  groupe  (i  i)  bis],  ayant  reçu  les 
valeurs  (28)  de  R,  R,  ,  R,,  si  l'on  développe  le  résultat,  en  y  rem- 
plaçant   les  coefficients   différentiels    de  ^,    r,  z,   en   p,    p,  "  û      et 

d±     /±  i       r      ,-. 

dx         dx  , 

"^  '  "^  '  •  •  ■  P^''  '^^  valeurs  déduites  des  formules  (  i  i)M  et  (i4)  AwM, 
on  trouve  facilement ,  tonte  réduction  faite , 

(29)  5  =  _  3a, 

résultat  prévu.  La  valeur  de  -  (3i)  devient 

or  la  parenthèse  développée  devient,  d'après  le  groupe  (5) M  , 

d"^       rf±i\       /    A-       /^A      /    A-        M^^ 

^'^  ''P^  /  \        '^P.  d?,  /  \    '    4,  '  dû, 

dp,  dp,        dp,  dû,        dû,  dû,\ 


et  tous  les  termes  disparaissent  d'eux-mêmes,  d'après  les  formules 
(2)M  et  (9)M;  ainsir^^o.  On  arrive  à  la  même  conclusion  pour  t,  etTj. 
Donc,  dans  le  cas  actuel ,  les  forces  tangentielles  sont  partout  nulles, 
quel  que  soit  le  système  de  coordonnées  curvilignes  adopté.  La  valeur 
de  A  (12)  devient 


A  =  — 3« 


dL±+r^+.^-l\ 

\    dx         dy         dzj        I  /    dp_         dp  dp\dli 

dr.  h\^dx'^^dP^''dz)d^ 

1  /    dp,         dp,         dpAdh        I  /   dp,  dp,        dp,\d/i  I 


d'où,  développant,  et  remplaçant  ^,  ■£,  j^,  par  leurs  valeurs  (5  iM, 
p^iis  remarquant  que  les  termes  en  x,  en  j,  en  z,  sont  nuls  d'eux- 
mêmes  d'après  les  formules  (i  i)M,  on  trouve  simplement 

(3o)  A  ^   _   5yj  ^   _   p 
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On  aurait  aussi  A,  =  Ao  =  —  Sas;  c'est-à-dire  que  la  pression  est 
constante,  et  la  même  clans  tous  les  sens,  pour  le  corps  entier. 

Les  valeurs  de  5,  A,  A,,  A,,  t,t,,  Tj  ,  étant  maintenant  connues, 
on  peut  vérifier  si  elles  satisfont  aux  équations  générales  de  l'équi- 
libre (25),  dans  lesquelles  il  faut  supprimer  F,  F, ,  F^.  Or  la  première 
de  ces  équations  devient,  par  ces  substitutions, 

et  est  identique.  Ainsi  le  groupe  laS)  est  identiquement  satisfait.  Les 
valeurs  28),  données  aux  déplacements,  correspondent  donc  à  im 
état  d'équilibre. 

§x. 

Formule  entre  des  intégrales  définies,  déduite  du  cas  de  la  compression . 

Le  cas  qui  vient  d'être  traité  conduit  à  une  conséquence  analytique 
remarquable.  Supposons  que  les  surfaces  p  soient  toutes  fermées,  et 
considérons  l'une  d'elles  en  particulier;  le  phénomène  de  la  contrac- 
tion fera  rapprocher  tous  ses  points  matériels  de  l'origine  des  x,  j^,  z, 
que  nous  supposerons  située  dans  l'intérieur  de  cette  enveloppe;  on 
aura  évidemment  l'espace  parcouru  et  abandonné  à  l'extérieur  ,  lors  de 
ce  déplacement  général,  en  intégrant  la  différentielle  ( —  Rds^ds^],  et 
étendant  l'intégrale  à  toutes  les  valeurs  des  paramètres  p,  et  6.,  ;  mais 
ce  même  espace  doit  être  égal  à  la  compression  cubique  constante  (  —  0) 
multipliée  par  le  volume  enveloppé  V  =  fffdsds,ds„  ;  l'intégrale 
triple  qui  précède  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  de  0,  et  po,  et  aux 
valeurs  du  paramètre  p  inférieures  à  celle  de  la  surface  considérée. 

Ainsi  l'on  devra  avoir,  en  substituant  à  ds,  ds,,  ds2  leurs  valeiu-s 

(y-,  -^,  T-^),  à  R  et  9  celles  (28)  et  (29),  et  supprimant  le  factein- 
commun  a, 


('■^    JJ  ^^^"^■"^'=^=^11/'^' 
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équation  dans  laquelle  on  suppose  ("x  J  +  j  ^  +  z  1^")  et  //,  h,,  h,, 
exprimées  en  fonction  de  p,  p, ,  p,.  [J'ai  donné  une  application  de  in 
formule  (3i) ,  dans  ce  Journal ,  cahier  de  novembre  i838.] 

§XI. 

Condition  des  surfaces  isostatiques,  et  variation  des  tractions 
principales. 

L'équilibre  intérieur  d'un  corps  solide  étant  maintenant  exprimé 
en  coordonnées  curvilignes  quelconques,  par  les  équations  des  §  III , 
IV,  V  et  VIII ,  il  est  facile  de  trouver  les  lois  qui  régissent  les  variations 
de  grandeur  et  de  direction  des  tractions  ou  des  pressions  principales. 
J^es  surfaces  isostatiques,  orthogonales  entre  elles,  sur  lesquelles 
s'exercent  les  tractions  principales,  et  qui  ont  été  suffisamment  défi- 
nies dans  l'introduction  ,  jouissent  de  la  propriété  de  n'être  sollicitées 
par  aucune  force  tangentielle.  11  suit  de  là  que  le  système  coordonné 
des  paragraphes  cités,  ne  sera  autre  que  celui  des  surfaces  isostatiques, 
SI  l'on  exprime  que  les  composantes  tangentielles  (i3)  ou  {i4)  sont 
nulles  dans  toute  l'étendue  du  corps. 
Ainsi  les  trois  équations 

d'après  les  valeurs  (i  3)  ;  ou  celles-ci 


(33) 


Tome  \1. 
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d'après  les  valeurs  (i4),  renferment  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  qu'un  système  de  surfaces  orthogonales  soit  un  système 
isostatique.  Elles  expriment  les  relations  qui  doivent  alors  exister  entre 
les  déplacements  normaux  et  les  courbures  des  surfaces. 

Lorsque  le  corps  solide  est  rapporté  à  des  surfaces  isostatiques  ,  les 
équations  qui  expriment  son  équilibre  intérieur  se  simplifient;  en  effet, 
si  l'on  pose  t  =  t,  =  r,  =  o,  dans  le  groupe  (a5),  on  obtient  pour 
ces  équations 


(34)    s'*.:~'  +  *-i',=rE(*.-'^-)+7'>'-'^)- 


Ut 
{"'t. 


-  h,do,    ^'"'         '^""^      h  dp, 

.    ^  h^  dh  ,  .  .    ,        h^  (if^ii  K  A 

■^■^■^=JdfS^^--^)^T.diS^^--^^ 


ou  bien  ,  d'après  les  formules  (h)  M , 

ds  y,  C2 

'^A,    ,    j»  i.         A,— A,       A, —  A 

(35)      (  ^+'^•^'=-^^-^-7-' 

ds^  'y  Ci 

Ces  relations  expriment  de  quelle  manière  doit  varier  la  traction 
principale  exercée  sur  une  surface  isostatique ,  lorsqu'en  suivant  sa 
direction  on  passe  à  une  autre  surface  isostatique ,  infiniment  voisine 
de  la  première.  Si,  faisant  abstraction  de  la  force  accélératrice,  on 
adopte  les  définitions  que  j'ai  établies  (§  V,  M,  deuxième  partie),  la  loi 
unique  ,  donnée  par  les  équations  (35),  pourra  s'énoncer  ainsi  : 

Dans  un  corps  solide ,  en  équilibre  intérieurement ,  chaque  traction 
principale  éprouve  ,  suivant  sa  direction  même ,  une  variation  qui  est 
égale  à  la  somme  de  ses  excès  sur  les  deux  autres  tractions  principales, 
respectivement  multipliées  par  les  courbures  correspondantes  de  la  sur- 
face sollicitée. 

Telle  est  la  loi  générale  qui  régit  les  variations  de  grandeur  des  trac- 
tions principales.  Quant  à  la  loi  unique  ,  donnée  par  les  équations  (33), 
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elle  régit  en  quelque  sorte  les  variations  de  direction  de  ces  forces , 
puisqu'elle  détermine  les  formes  des  surfaces  isostatiques. 

§  XII. 

Cas  simple  d'un  déplacement  général  par  translation. 

Les  équations   (32;  sont   identiquement  satisfaites,  d'après  les  for- 
mules (9)  M,  lorsque  l'on  prend  pour  R,  R,  ,  R2 ,  les  valeurs 

R 

(36)  {  R, 

R..=- 

; 

Les  forces  tangentielles  sont  donc  nulles  d'elles-mêmes.  Mais  il  est  aisé 
de  voir  que  les  déplacements  moléculaires  donnés  par  les  équations  (36" 
sont  tous  égaux  et  parallèles  ,  puisqu'ils  ont  tous  pour  projections  sur 
les  axes  des  a: ,  j-,  z ,  les  constantes  a,  b,  c;  d'où  il  suit  que  le  corps 
n'éprouve  alors  qu'un  mouvement  de  translation;  les  forces  tangen- 
tielles devaient  donc  être  nulles  dans  ce  cas.  Il  doit  d'ailleurs  en  être 
de  même  des  tractions  normales  aux  surfaces  conjuguées;  et  en  effet,  si 
l'on  substitue  les  valeurs  (36^  dans  les  expressions  f  1  a'  de  A,  A,,  Aj , 
on  trouve  qu'elles  se  réduisent  à  zéro,  d'après  les  formules  (11) M, 
ainsi  que  0  [seconde  formule  (i  i)  bis].  Les  équations  générales  de  l'é- 
quilibre (27)  sont  en  outre  satisfaites  parles  valeurs  (36),  quand  on 
néglige  les  forces  accélératrices  ;  car  9  est  nul,  et  les  expressions 

R,        R,\       /jR       ,R,\       /  ,R,       ,R 
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dp 
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dp,         dp,/  '      \rfpj         do  /  '     \  dp         dp, 

se  réduisent  aussi  à  zéro ,  d'après  les  formules  (7)  M. 

On  verrait,  tout  aussi  facilement,  que  les  valeurs  de  R,  R, .  Rj  , 
exprimées  en  coordonnées  curvilignes,  qui  correspondraient  à  un 
mouvement  général  de  rotation  du  corps  solide  autour  d'un  même 
axe  fixe  ,  donnent  zéro  pour  la  dilatation  (i  i),  pour  les  tractions  nor- 

8.. 
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niales  (12) ,  pour  les  forces  tangentielles  (i3),  et  vérifient  les  équations 
d'équilibre  (27).  Ces  deux  cas  simples,  ainsi  que  celui  qui  est  traité  au 
§IX,  dont  les  résultats  étaient  connus  d'avance,  constatent  la  réalité 
de  toutes  nos  formules. 


Les  nouvelles  équations  de  l'équilibre  intérieur  d'un  corps  solide  , 
contenues  dans  ce  Mémoire,  sont  les  seules  dont  on  puisse  faire  usage 
pour  aborder  un  problème  général ,  fécond  en  applications ,  et  dont 
voici  l'énoncé  : 

Déterminer  les  Jorces  qui  doivent  solliciter  un  corps  solide  ,  découpé 
par  un  système  donné  de  surfaces  orthogonales ,  pour  que  ce  système 
soit  isostatique. 

La  solution  de  ce  problème  consistera  à  chercher  des  fonctions 
R  ,  R, ,  Rj ,  des  coordonnées  curvilignes  données,  qui  satisfassent  à  la 
fois  aux  équations  (3a)  et  (27);  ces  valeurs  étant  ensuite  substituées 
dans  les  équations  (  1 2) ,  donneront  les  tractions  ou  les  pressions  prin- 
cipales en  chaque  point  du  corps  solide ,  et  par  suite  les  forces  qui 
doivent  solliciter  sa  surface. 
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Remarque  sur  une  courbe  qui  est  sa  propre  développée,  et  sur 
un  genre  de  surfaces  qui  contiennetit  le  lieu  des  centres- 
de  l'une  de  leurs  deux  espèces  de  courbures  ; 


Pau  m.  J.  BINET, 

Professeur    au    Collège    de    France. 


La  cycloide  et  la  spirale  logarithmique  ont  été  remarquées  par  les 
géomètres  comme  se  reproduisant,  en  quelque  sorte,  dans  leurs  déve- 
loppées. Mais  j'ignore  si  l'on  a  reconnu  qu'il  existe  des  courbes  qui 
sont  leurs  développées  à  elles-mêmes. 

L'équation  polaire  de  la  spirale  logarithmique  étant  u'^^e',  u  sera  le 
rayon  vecteur  et  t  l'azimuth  de  ce  rayon ,  en  sorte  que  si  t  s'accroît ,  on 
parcourra  la  courbe  dans  le  sens  de  l'accroissement  de  m  ,  et  quand  t 
diminuera  on  suivra  la  courbe  en  sens  contraire  :  m  est  un  paramètre 
constant.  Si,  par  exemple,  on  pose   t à  la  place  àe  t,  on  aura 


Ce  point  de  la  courbe  sera  situé  sur  une  perpendiculaire  au  rayon  vec- 
teur u.  On  sait  que  sur  ce  même  rayon  vecteur  se  trouve  le  centre  de 
courbure,  répondant  au  point  [t,  u),  et  que  ses  coordonnées  sont 

?,   =  r  —  — ,     et      u,   =  —  u, 

(Voyez le  Calcul dijférentiel  de  M.  Lacroix);  il  s'ensuit  qu'il  est   sur 

la  courbe  «,  =  —  e'"  ^  ^  ,  laquelle  est  une  spirale  égale  à  la  déve- 
loppante ,  mais  autrement  placée  sur  le  plan  des  coordonnées,  selon  la 
remarque  de  Jacques  Bernoulli  ;  et  que  par  suite  le  rayon  u^  forme  avec 
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la  développée  ,  l'angle  constant  dont  m  est  la  tangente.  On  peut  disposer 
de  ce  paramètre  de  manière  que  le  centre  de  courbure  coïncide  avec 
le  point  de  la  développante,  que  nous  avons  mentionné  ci-dessus,  et 
dont  les  coordonnées  sont 

/,   =   <   —  Y»      Ui   —  ue        , 

il  faudra  pour  cela  que  —u^^ue  ^"';  en  élevant  à  la  puissance  m,  et  en 
divisant  par  m'",  on  aura 

m'"  =  e  2  , 

ce  qui  donne  pour  m  la  valeur  approximative  m  =  3,64427  •  •  •  •  Cette 
valeur  de  m  fournira  une  spirale  logarithmique  dont  la  développée 
sera  située  sur  la  courbe  elle-même. 

On  peut  obliger  le  centre  de  courbure  à  se  placer  sur  une  autre  spire 
intérieure  à  celle  que  nous  venons  d'employer,  mais  toujours  sur  la 
même  direction  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  u  ;  ainsi  l'on  pourra 
le  faire  coïncider  avec  le  point 

t,  ^=  t  —  -!—  ,     U.  z=z  u.e        , 

2 

et  l'on  aura ,  pour  déterminer  m,  l'équation 


Cette  valeur  donnera  une  autre  spirale  logarithmique  qui  sera  aussi  sa 
développée  à  elle-même.  En  général ,  si  l'on  détermine  m  par  l'équation 

m    ^  e  ^, 

i  étant  un  entier  positif,  on  aura  encore  le  paramètre  d'une  spirale  lo- 
garithmique qui  contiendra  sa  développée  :  ainsi  il  existe  un  nombre 
infini  de  spirales  qui  offrent  cette  singularité  d'être  leurs  développées. 
Cette  propriété  repose  sur  celle  de  la  spirale  logarithmique ,  d'avoir 
pour  développée  une  courbe  de  forme  identique  à  la  développante. 
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et  qui  pourrait  lui  être  superposée  par  un  déplacement.  Dans  une 
autre  note,  nous  nous  occuperons  de  la  question  de  savoir  quelles  sont 
les  courbes  qui  ont  ce  caractère,  de  se  reproduire  dans  leurs  dévelop- 
pées :  elle  conduit  à  une  équation  aux  différences  mêlées,  qui  exige  la 
résolution  d'une  équation  transcendante  de  la  forme 


A. 


Mais  en  ce  moment  nous  allons  donner  la  construction  d'un  genre  de 
surfaces  courbes  qui  renferment  les  centres  de  l'une  de  leurs  deux  es- 
pèces de  courbures  ;  propriété  analogue  à  celle  qui  vient  d'être  consta- 
tée pour  les  spirales  logarithmiques,  dont  on  a  déterminé  convenable- 
ment  le  paramètre  m. 

Ayant  cJioisi  arbitrairement  deux  surfaces  quelconques  S,  S,,  on 
leur  mènera  un  plan  tangent  R  :  on  les  suppose  telles  que  ce  plan 
puisse  librement  rouler,  sans  glisser,  sur  S  et  S,  ;  on  tracera  sur  le  plan 
tangent  mobile  R  l'une  des  spirales  particulières  /  renfermant  sa  propre 
développée.  Entraînée  avec  le  plan  R  dans  son  roulement  sur  les  sur- 
faces S,  S, ,  la  courbe  l  deviendra  la  génératrice  d'une  surface  courbe 
A ,  qui  offrira  cette  propriété  que,  dans  chacune  de  ses  positions,  /  sera 
une  ligne  de  courbure  de  la  surface  A  ;  et  les  centres  de  courbure  de 
A,  considérés  dans  le  sens  de  >.,  seront  situés  sur  la  courbe  l  elle- 
même,  prise  dans  cette  position.  Dans  son  mouvement  général  la 
courbe  ).  aura  donc  engendré  à  la  fois  la  surface  A  et  l'une  des  nappes 
heu  des  centres  de  ses  courbures  principales.  Le  lieu  des  centres  de  la 
seconde  espèce  de  courbure  de  A  sera  la  surface  développable  à  laquelle 
le  plan  R  demeure  tangent  dans  toutes  ses  positions,  et  dont  il  est 
1  enveloppée  mobile,  selon  la  dénomination  usitée  par  Monge  ■  cette 
surface  enveloppe  les  deux  arbitraires  S  et  S. ,  et  sa  forme  ne  dépend 
que  d'elles  seules. 

Le  genre  de  surfaces  dont  je  viens  de  donner  la  description  ,  est  un 
cas  spécial  des  surfaces  décrites  par  une  courbe  plane  quelconque 
dont  le  plan  roule  sur  une  surface  développable  arbitraire  :  on  doit  à 
Monge  la  connaissance  des  propriétés  extrêmement  remarquables  qui 
résultent  de  cette  génération;  il  les  a  exposées  dans  un  de  ses  plus 
élégants  Mémoires  (tome  VI  du  Journal  de  U École  Polytechnique) 
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L'équation  aux  différences  partielles ,  qui  répond  au  cas  général  de 
Monge,  est  du  troisième  ordre;  celle  qui  exprimerait  la  génération 
particulière  dont  nous  venons  de  nous  occuper  ne  serait  que  du  second 
ordre. 

On  pourrait  réduire  à  un  point  la  surface  S, ,  et  alors  la  surface  dé- 
veloppable  engendrée  par  le  plan  roulant  sur  S ,  et  passant  par  le  point 
S,  ,  ne  serait  plus  qu'un  cône  arbitraire  dont  le  sommet  serait  en  S,. 
Si  la  surface  S  se  réduisait  aussi  à  des  dimensions  infiniment  petites  ou 
à  un  point ,  le  plan  R ,  assujéti  à  passer  par  la  droite  SS, ,  ne  permet- 
trait plus  à  la  courbe  >,  qu'une  simple  révolution  autour  de  l'axe  de 
rotation  SS,;  il  n'y  aurait  plus  d'arbitraire,  dans  ce  mode  de  généra- 
tion ,  que  les  grandeurs  nécessaires  pour  fixer  la  position  de  la  courbe 
).  à  l'égard  de  l'axe  de  rotation. 

En  supposant  encore  le  roulement  du  plan  R  dirigé  par  deux  sur- 
faces arbitraires  S,  S, ,  si  l'on  traçait  sur  ce  plan  mobile  une  courbe  1 
dont  la  développée  ),,  lui  fiit  égale,  mais  sans  coïncider  avec  elle;  la 
surface  A,  décrite  par  )., ,  serait  toujours  le  lieu  des  centres  répondant 
aux  lignes  de  courbures  ).  de  la  surface  A;  mais  la  forme  de  A,  serait 
en  général  très  différente  de  celle  de  A. 
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/'extrait  diuif^  fjettre  adressée,  a    M.   Liouviile. 
Par  J»!    P -H.  BLAiAfCHET  1*1. 


«  Dans  le  derniei-  cahier  du  Journal  de  Mathématiques ,  vous  avez 
inséré  une  Note  de  M.  Bertrand  [**].  Ce  jeune  géomètre,  qui  donne 
à  la  science  de  st  brillantes  espérances,  y  a  complété  une  démons- 
tration ingénieuse  de  M.  tlauchy;  mais  il  a,  je  crois,  employé  une 
espèce  de  continuité  vers  l'intini  que  peut-être  il  vaudrait  mieux 
éviter. 

»  Au  Collège  Saint-Louis,  en  i836,  dans  un  cours  qui  avait  lieu 
les  vendredis  seulement,  la  même  difficulté  s'était  présentée  à  mon 
esprit.  J'ai  cru  l'avoir  écartée  de  la  manière  suivante  : 

»  D'abord  il  suffit  de  vérifier  l'indication  de  la  formule  dans  le  cas 
où  la  limite  cherchée  est  nulle  ;  car,  en  renversant,  on  la  vérifiera  pour 
l'infini.  Cela  posé,  on  a.  dans  le  voisinage  de  x  =  x^. 


/(f)  _  IM  _  [FMI 
FW     __i_  ~  7' il) 


[*]  Depuis  l'envoi  de  cette  Lettre ,  M.  Duliamel  m'a  dit  qu'il  avait  présente  à  peu  près 
de  la  même  manière  la  deu.\ième  partie  de  ma  >'ote  dans  son  Cours  lithographie  il  v  a 
plusieurs  années,  et  que  la  première  partie  se  trouvait  reproduite  dans  les  feuilles  im- 
primées du  même  Cours,  distribuées  aux  élèves  cette  année,  postérieurement  a  la 
remarque  de  M.  Bertrand.  Je  n'ai  pas  entre  les  mains  les  moyens  de  faire  la  compa- 
raison. P. -H.  B. 

[**]  Il  s'est  glisse  dans  la  >'ote  de  M.  Bertrand  deux  fautes  d'impression  que  l'on  cor- 
rigera à  l'aide  de  l'errala  suivant  :  page  i5,  ligne  5  eu  lemontant,  au  liai  de 
a-i-0(/;  —  //'),  lisez  n -\- h' -h  ^  { h  —  /i'};  page  |6,  ligne  i5,  an  lieu  de  infini, 
lisez  nul.  J.   L. 

Tome  VI.  —  Féyrie»  iS^i.  Q 
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en  désignant  par  ^  une  valeur  comprise  entre  x  et  x^,.  On  tire  de  là 


m 

F'(Ç)-    /(f)  F(Ç)'       ""      F 

F(x) 


m  i^w 

FW  J 


Si  l'on  fait  converger  j:,  et  à  plus  forte  raison  ^,  vers  x^y,  la  quantité 

fil)     H      ■  J  ■  I  •  /W 

-p^7F^  linira  par  devenu-  plus  petite  que  -wr\i  l"'  converge  vers  o; 
donc ,  en  général ,  le  rapport 

m 

F  (g) 

F(x) 
finira  par  devenir  plus  petit  que  i  ;  donc  aussi  la  valeur  absolue  de 
'„,  ,1  sera  plus  petite  que  celle  de  -^\à^  ^^"^^  ^  P^^is  forte  raison,  que 
celle  de  ^-!-4.  Donc,  si  ce  dernier  rapport  s'évanouit  pour  x  :=  a:„,  le 

premier  s'évanouira  aussi ,  ce  qu'il  fallait  prouver. 

»  On  voit ,  en  même  temps ,  que  le  premier  rapport  ne  sera  jamais 
un  infiniment  petit  d'un  ordre  moins  élevé  que  le  dernier. 

»   Remarque  analogue  si  la  limite  cherchée  était  infinie. 

"  Le  cas  exceptionnel  de  jc^  =:  oo  n'est  pas  plus  embarrassant.  Il 
suffit  de  remplacer  x  par  -;  pour  x  =  oo  ,  on  aura  z  =  o,  qui  ne 
peut  faire  exception  ;  donc 

/w_  ^(w  _-^  AU  _  fil) 

sous  les  conditions  de  continuité  par  rapport  à  z.  Ç  est  compris  entre 
2  et  o,  et  2  entre  x  et  ao  . 

»  D'ailleurs  le  théorème  fondamental  de  AL  Cauchy  peut  être  étendu 
à  ce  cas. 

»  Il  est  très  facile  de  réunir,  si  l'on  veut,  les  deux  difficultés. 

»  Permettez-moi,  Monsieur,  de  profiter  encore  de  cette  occasion 
pour  vous  adresser  une  démonstration  de  la  possibilité  de  permuter , 
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en  général,  l'ordre  de  deux  differentiations.  Elle  a  été  faite  pour  le 
même  Cours. 

»   Lemme.  Si  l'on  a 

lim.^  ç)  (x,  a)  =  (j*  (x), 
on  aura  aussi 

lini.a  ij3^  (a?,  a)  =:  ^'  [x), 

sous  les  conditions  ordinaires  de  continuité  dans  le  voisinage  des  va- 
leurs que  l'on  considérera. 
«  En  effet ,  on  aura 

lim.,.  y  (x  -H  A ,  a)  =  ij/  ix  -^h); 
par  suite 

lim.„  [ç  (x-Jr  h,  a)  —  9  {x,  a)]  =  i)/  (j:  -h  ^)  —  |  {x) , 

ou,  d'après  un  théorème  connu  de  M.  Cauchy , 

lim.^^9;  {x  -\-  Qh,  c/.)  —  k^l^'  [x  +  Bh), 
ou  encore 

^.lim.,^.  9.;  [x-{-  Qk,  a)  =  h.iifi'  (x  +  9 h). 

On  peut  diviser  par  h,  que  nous  supposerons  infiniment  petit  mais  non 
pas  nul ,  ce  qui  donne 

lim.^  ^'^{x  -+-  Qh,  a)  =  <]^' {x  -^  9 h). 

Or,  pour  h  infiniment  petit,  le  premier  membre  de  la  dernière  équa- 
tion diffère  infiniment  peu  de  Mm.y  f,  [x ,  a);  le  deuxième  membre 
diffère  infiniment  peu  de  ^'  [x),  donc  la  différence  entre  ces  deux  quan- 
tités est  infiniment  petite  ,  et,  comme  elle  est  constante,  elle  est  nulle. 
Donc 

lim.»  y^  [x,  a)  ^  il/'  {x). 

»    Théorème. 
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En  effet, 

donc,  en  vertu  du  lemnie  précédent, 

hm-^-^-^ ■'l     ^^^  '■"=J,,,{x,  jr), 

ou 

Cette  démonstration  suppose  seulement  que  la  dérivée  seconde  et  que 
les  dérivées  premières  sont  continues  dans  le  voisinage  des  valeurs  que 
l'on  considère.   » 


(  8  mars   1841 
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V»A^VW\WvW*^iVW,V^WWVl'Wv\\vWW\WVvW^/' 


Sur    une  formule    de  M.  Jacobi; 
Par   J.  LIOUVILLE. 


1.  Cette  formule  donne  une  expression  simple  de  la  différentielle 

rf-..(,_3')'-i 

OÙ  i  désigne  un  nombre  entier  positif  quelconque.  Pour  trouver  la  dif- 
férentielle proposée  que  nous  représenterons  par  5  ou  ô, ,  on  pourrait 
se  servir  de  la  formule  connue 

(i)  '^^^^iEl  =  p  ^,i^'!p'^!1Z!j  , 

dzl^  '^  dzi^  i  dz  dz!'-' 

dans  laquelle  on  ferait 

ix^i-   V,     p  =  {i   +  zj-\      q  =  {i  -  2)'-% 
et  par  suite 

i^=('--i)(^--i)....(/-^-^).(i+z)'"'~^, 

Nous  suivrons  ici  une  autre  marche  ;  mais  il  nous  sera  utile  d'avoir 
reconnu  que,  d'après  les  calculs  indiqués,  9  s'évanouit  pour  z  =  i , 
tandis  que  pour  cette  même  valeur  2  =  i  ,  le  rapport  de  $  à  v'T^^' 
devient  égal  à 

(-1)'-'. 3. 5. 7... (2^-1), 


2m -Hi 
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cette  dernière  quantité  étant  fournie  tout  entière  par  le  seul  premier 
terme  p  —  de  6 ,  puisque  (à  cause  du  facteur  i  —  z  qui  s'y  trouve  affecté 
d'un  exposant  au  moins  égal  à  |)  le  rapport  des  termes  suivants  à 
\/i  — z*  converge  évidemment  vers  zéro  quand  z  converge  vers  l'unité. 
Posons 

jr  =  (i -z^'y-^ 

d'où  l'on  tire 

J=-(./-i)(i  -z^y-Kz, 

'  ^=  -(2/-  i)(i  -  z^Y-^+(2/  -  i)  (2/  -  3)(i  -  z^y- '.Z% 
et 

différencions  (/ —  i)  fois  les  deux  membres  de  l'équation  (21,  et ,  pour 
obtenir  les  différentielles  à  indice  (/  —  i)  des  produits 

servons-nous  de  la  formule  (i)  dans  laquelle  nous  ferons  ij.  =  i  —  i, 
puis  successivement 

o  d^Y  dy 

p=i-z^     et     q  =  ^,     p  =  z     et     q  =  ^; 

rappelons-nous  de  plus  que  -^-—^  =  9 ,   et  nous  trouverons  sans  diffi- 
culté 

En  changeant  de  variable  indépendante ,   on  peut  toujours  faire  dispa 
raître  le  second  terme  d'une  équation  linéaire  quelconque.   Dans  le 
cas  de  l'équation  (3^,  il  suffit  pour  cela  de  faire  z  =  cosx  :  il  vient 
ainsi 

'£-.  +  ■■'  =  '>■ 
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(l'on 

5  ^  A  cosix  -h  B  sin/x. 

Pour  j:  =  o,  z  se  réduit  à  l'unité;  d'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut, 
on  a  donc  alors 

d'où  l'on  conclut 

A  =  o,     /B  =  (-  i)'-'.3  5... (2/-  i). 
De  là  résulte  finalement 

(4)  5  ou  5,=   -,;^-'. 3. 5. 7...  (2/-  ,)^°'"  : 

c'est  la  formide  que  nous  voulions  démontrer  et  que  M.  Jacobi  a  em- 
ployée avec  succès  pour  la  transformation  d'une  classe  d'intégrales  défi- 
nies. (  Journal  de  M.  Ci  elle,  T.  XV,  p.  3.) 

2.  Voici  une  seconde  démonstration  de  la  formule  (4).  Cette  for- 
mule (4)  est  évidemment  exacte  quand  i  =  1  :  il  suffit  donc ,  pour  en 
établir  d'une  manière  générale  l'exactitude  ,  de  faire  voir  que  si  elle 
est  vraie  pour  un  indice  /  quelconque ,  elle  restera  vraie  encore  lors- 
qu'on augmentera  cet  indice  d'une  unité. 

Or  on  a 

^'+'  -         dz'         -  j  ,  "^^ 7h^^ ' 

d'où,  en  faisant  s  =  cos  x ., 

5,>,  =  —  /  ?.\nx.dx. '■-'.^-- — '-. 

Jo  dz''*'' 

Regardons (i—  2*)"^^  comme  le  produit  des  deux  facteurs  (i  —  z"), 
(ï  —  ^^)'~',  et  la  fornudef  i)  nous  donnera 

dpr- =li-^')^-2('H-')2-;^-'('+  i'5,: 
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puisque  z  =  cosjc,  il  viendra  dès-lors 

br+r^ —  =x-^  -1-^2?+  \\.-. —  .— ^—  z  ?  4-  1)9.-, 

az'*'  (Yx  '  siDj:      dx  * 

de  sorte  qu'en  ayant  égard  à  la  valeur  de  5,  fournie  par  la  formule  (4)- 
on  a 

rfz'+'  ^  ^  sinjT       ' 

d'où 

5,^,  :=  ( —  i)'  3.5...(2/h-i)    /    cos (i  +  Oxrfx, 

c'est-à-dire 

e,^,  =  (-  iV.3.5...::2/  -¥  iV 


sin  {i  -^  i)x 


ce  qu'il  s'agissait  de  vérifier. 

5.  Pour  déduire  de  la  formule  (4)  la  transformation  d'intégrales  dé- 
finies dont  j'ai  parlé  plus  haut,  M.  Jacobi  observe  que  quand  une 
fonction  w  et  ses  différentielles,  jusqu'à  l'ordre  (i —  i),  s'évanouissent 
aux  limites  de  l'intégrale,  l'intégration  par  parties  fournit  en  général 

C    du-   ,  .,  r  d'w  j 

en  posant  donc 

u  =  J\z) ,  w  =  [1  —  z^) 
et  prenant  —  i  et  -4-  i  pour  limites  des  intégrales ,  il  viendra 

Or,  en  différentiant  la  formule  (^4)?  on  trouve 
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des  lors,  à  cause  de  z  =  cos  j:,  l'équation  précédente  fournira 

^^^     fo^^"  (^°^'^)  sin"-^f^  =  3.5.7...  (2'-  i)f^f{cosJc)cosijcdjc; 

cette  belle  formule  de  M.  Jacobi  avait  été  déjà  transcrite  dans  ce 
Journal  (T.  I,  p.  igS);  elle  suppose,  comme  on  voit,  que  la  fonction 
f{z)  et  ses  différentielles,  jusqu'à  l'ordre  (/ -  i),  restent  continues 
entre  les  limites  z=  —  i,  z  =  i. 

4'.  Si  l'on  désigne  par  /•  im  paramètre  indéterminé,  et  qu'on  pose 

/(z)   =   ^(rz), 
la  formule  (5)  nous  donnera 

j^  '<^{r  cos  jc)  cos  ijccix  =  ^_^/^'^._  ^^  f^  d;<'J  (  r  cos  .r  )  sin  ^  '  jcdcc  ; 

l'intégrale  placée  dans  le  second  membre  peut  être  décomposée  en 
deux  autres,  l'une  prise  dea-  =  oàx  =  ^,  l'autre  prise  de  .r  =  - 
à  j:  =  7:  et  que  l'on  réduira  aux  limites  de  la  première  en  y  remplaçant 
Jc  pai-  Ti  —  jc.  Cela  posé,  il  suffit  de  jeter  les  yeux  sur  une  formule 
que  j'ai  donnée  à  la  page  58  du  XXIV"^  cahier  du  Journal  de  l  École 
Polytechnique ,  pour  comprendre  combien  la  transformation  de 
M.  Jacobi  sera  utile  dans  le  calcul  des  différentielles  à  indices  quel- 
conques. 

Observons  encore  en  passant  que  dans  le  cas  particulier  où  l'on 
prend  pour /(z)  une  exponentielle  e^%  la  formule  (5)  conduit  à  une 
équation  simple  que  l'on  peut  vérifier  de  plusieurs  manières,  et  d'où, 
réciproquement,  l'on  pourrait  tirer  soit  la  formule  générale  (5),  soit 
la  formule  (4). 


Tome  VI.  _  Mars  1841. 
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SOLUTION 

d'un 

PROBLÈME   DE    COMBINAISONS: 
Pau  E.  catalan. 


De  combien  de  manières  peut-nn  effectuer  le  produit  de  n  JhcteurSj 
égaux  ou  inégaux? 

J'ai  résolu  ce  problème,  pour  le  cas  où  les  facteurs  sont  inégaux ,  dans 
le  tome  III  de  ce  Journal ,  page  5i  5.  Or,  si  l'on  change  le  mot  alphabé- 
tique dans  le  mot  déterminé,  et  si  en  même  temps  l'on  remplace  le  nom- 
bre des  permutations  de  n  lettres  différentes ,  par  le  nombre  des  arran- 
gements de  n  facteurs  parmi  lesquels  il  y  en  aurait  a  égaux  à  a,  /3  égaux 
àè,...,  6  égaux  à  t,  etc.,  on  verra  que  ma  solution  s'applique  complète- 
ment au  problème  actuel;  de  sorte  qu'en  désignant  par  Z„  ^,  ce  nombre 
de  manières,  on  aura 

y  _  n{n+  i).  .  .(2/z— 2) 

^n  -1-1     


i.2.3...aX  1.2.3... ^X...X  1.2.3. 


Par  exemple ,  le  produit  de  6  facteurs  égaux  à  a,  peut  s'effectuer  de  !\i 
manières. 

On  se  rappelle  peut-être  que  j'avais  traité  le  cas  des  facteurs  inégaux  , 
à  l'occasion  de  la  décomposition  d'un  polygone  en  ti-iangles.  Au  mois  de 
novembre  i838,  M.  Olinde  Rodrigues  a  inséré  dans  ce  Journal  une 
autre  solution  du  même  problème. 

(Février  iSSp  ) 
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DEUX  PROBLÈMES  DE  PROBABILITÉS; 

Par  E.  catalan. 


Ces  deux  problèmes  n'offrent  aucune  difficulté  théorique,  mais  ils 
conduisent  à  des  résultats  remarquables  par  leur  simplicité. 

PRE51IER  PROBLÈME. 

Une  urne  A  contient  h  boules  blanches  et  i\  boules  noires.  On  en 
extrait,  au  hasard,  m  boules  que  l'on  place,  sans  les  connaître,  dans 
une  seconde  urne  B ,  laquelle  renferme  alors  m  boules,  blanches  et 
noires,  en  proportion  inconnue.  On  tire  de  cette  urne,  successivement,  p 
boules;  et  il  arrive  que  toutes  sont  blanches.  Quelle  est  la  probabi- 
lité qm,  faisant  un  tirage  de  plus,  on  obtiendra  encore  une  boule 
blanche  ? 

La  question  présente  trois  cas  différents,  selon  que  m  est  plus  petit 
que  betn,  ou  compris  entre  les  deux,  ou  plus  grand  que  ces  deux 
nombres.  Afin  d'abréger,  je  considérerai  seulement  le  premier  cas;  les 
deux  autres,  ainsi  que  je  m'en  suis  assuré,  conduisent  au  même  ré- 
sultat. 

1 .  Relativement  à  la  composition  de  l'urne  B  ,  avant  l'extraction  des 
/>  boules  blanches,  on  peut  établir  m  —  p  +  i  hypothèses.  Cette  urne 
pouvait  effectivement  contenir,  savoir  : 

p  boules  blanches  et  ni  —  p         boules  noires , 
o"        /^  -»-  I    m  —  p  —  i ^ 

m  —  i  boules  blanches  et       i  boules  noires, 

o'i  ^'"fin  »  m  boules  blanches. 

-.   La  probabilité  que  B  renfermait  primitivement  m  —  i  boules 


76  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

blanches  et  /  boules  noires,  est  proportionnelle  à  la  probabilité  d'extraire 
d'une  urne  A,  contenant  b  boules  blanches  et  n  boules  noires,  un  nom- 
bre/w —  ;  des  premières  boules,  en  m  tirages.  Elle  est  proportionnelle 
aussi  à  la  probabilité  d'extraire  p  boules  blanches  d'une  urne  qui  en 
contiendrait  m  —  i  blanches  et  /  noires. 

5.  En  posant  b  -\-n=z  s,  la  probabilité  de  tirer  de  A ,  m  —  /  boules 
lilanches  et  /  boules  noires ,  dans  un  ordre  déterminé,  a  pour  expres- 


h{b  —  i) [b — TO  +  j  +  i)         n{n  —  i). .....(«  —  '-1- i) 

s  [s  —  i) (  j-  — m-\-i-\-i)  '  is  —  m-^i) [s  —  m-f-i)  ' 

donc  la  probabilité  de  faire  cette  extraction  dans  un  ordre  quelconque , 
sera  égale  à  la  quantité  précédente,  multipliée  par  le  facteur 

I  .  2 .  3  .  .    m 


I.2.3...ÎX  I    2. 3... (m  —  i)' 


En  second  lieu ,  la  probabilité  de  la  sortie  dep  boules  blanches  d'une 
urne  qui  en  contiendrait  m  — /blanches  et  /  noires,  a  pour  valeur, 

[m  —  i)  [m  —  i  —  i) [m  —  i — />+l) 


Tn[m  —  ij [m — f>4-tj 

La  probabilité  de  l'hypothèse  en  question  sera  donc  proportionnelle  à 

bib—  l)...'b — w+''  +  t)X"(/z — 1)...(« — i-\-\)  I  .2.3.  .  .m  [m — i){m — ; — 1)...(/« — i — p-\-l) 

s  s  —  I 's  —  m-'-\)  i.9.3...iXl.2.3...(m — i)  m[m  —  T)...(m — p -^- i)         ' 

ou  proportionnelle  à 

1.2. 3. ..(m — p)'Xb{b — \)...[b — p-h\)       (b—p){b—p — i)...(è — m+i-i-i)       n(n  — 1)...(/?— /-t-i) 
s{s  —  \)...(s  —  wi-Hl)  1.2.3. ..(/n — i — p)  1.2.3...; 

Désignons  par  es-,  la  probabilité  de  cette  hypothèse,  et  représentons 
par  A,  la  quantité 

{b—p){b—p  —  i).  .  .(é  — />z-t-;  +  i)       n{n  —  \).  .  .(«  — i  +  i)^ 

I.2.3...(/W  —  i — p)  I.2.3...I  ' 
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nous  aurons 

A, 
-TJT,  = . 

4.  Le  premier  facteur  de  A,  est  le  coefficient  de  ;/-"'-+-'u"'-'-''  dans 
le  développement  de{u-\-v)''~'';  l'autre  est  égal  au  coefficient  de  u"~'V 
dans  {u-+-  u)".  Il  est  facile  de  voir  que,  si  l'on  multiplie  les  deux  déve- 
loppements, le  coefficient  de  u!'-'"-*-"v^-p  dans  le  produit  {u-\-  c)*'*'""'', 

sera  égal  à  V        Aj.  On  a  donc 


A,= 


s — p       s — p I 


2  m  —  p     ■ 

et  par  suite 

^    _  {b—p}...(b—m-hi-hi)       n(n  —  i)...{n  —  >  +  i)  ^       i.2.3...(ct— />) 
'  1.2. 3. ..(m  —  i — p)  1.2.3...  (  {s — />)...(* — /w  +  i)' 

5.  La  probabilité  de  la  sortie  d'une  dernière  boule  blancbe  de  B, 


m  —  t — p 
m  — p 

probabilité  de  l'événement  qui  fait  l'objet  de  ce  problème  sera 


prise  relativement  k  l'hypothèse  précédente,  est  «zër, — — .  Donc  la 


—  f 


P  =  y     -'■ 


i—p 


m — p 


OU,  en  remplaçant  «zsr,  par  sa  valeur,  et  négligeant  la  probabilité  rela- 
tive à  i  =  m  —  p,  laquelle  serait  zéro, 

p  =  (h  —  p)  ^■^■^■■•i'"—P—^)  y""''  ' '  (b—p  —  i)...(b  —  m-hi-hi]  ^   n{n  —  i)...{n  —  i-hi) 
^         ''{s — p)...{s — OT+i)  .^o  l.2.3...(/n  —  I — p  —  l)  1.2.3...» 

6.  Le  premier  facteur  sous  le  signe  ^  est  le  coefficient  de 
^b-m-h,  ^yn-i-p-f  ^  dans  le  développement  de  («  4- c  )*"''"'  ;  le  second  est  le 
coefficient  deu'^'v'  dans  [u-^-v)".  Si  l'on  multiplie  les  deux  déve- 
loppements, le  coefficient  de  u'~"'  v^-p~*  dans  {it  -f-  i')^"^""',  sera  l'ex- 
pression de  2  .On  conclut  de  là 
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s—p 

7.  Ainsi,  la  probabilité  d'extraire  de  l'urne  B  une  boule  blanche, 
après  que  l'on  en  a  déjà  tiré  p,  est  indépendante  du  nombre  de  boules 
que  contenait  cette  urne;  elle  est  la  même  que  celle  d'extraire  une 
boule  blanche  d'une  urne  qui  en  contiendrait  b  —  p  blanches  et  ?i 
noires.  Un  raisonnement  très  simple  va  servir  à  vérifier  qu'il  en  do  it 
être  ainsi. 

Supposons  qu'au  lieu  de  prendre  m  boules  de  l'urne  A ,  pour  les  pla- 
cer, sans  les  voir,  dans  l'urne  B,  nous  n'ayons  rien  changé  à  la  compo- 
sition de  cette  première  urne.  Supposons  de  plus  qu'ayant  fait/?  tirages  , 
nous  ayons  amené  chaque  fois  une  boule  blanche  :  la  probabilité  d'en 

extraire  encore  une  au  tirage  suivant,  est  ^ — -.  Or,  p-\-i  étant  au  plus 

égal  à  m,  on  peut  regarder  les  p  boules  déjà  extraites,  plus  celle  que 
l'on  va  tirer ,  comme  faisant  partie  d'un  groupe  de  m  boules ,  isolées 
parmi  les  s  boules  de  l'urne  A.  On  peut  faire,  sur  la  composition  de  ce 
groupe,  absolument  les  mêmes  hypothèses  que  l'on  ferait  sur  celle  de 
l'urne  B;  ce  groupe  inconnu  peut  donc  remplacer  l'urne  B,  etc. 

8.  Il  est  bien  évident  actuellement,  que  si,  indépendamment  des  p 
boules  blanches,  on  avait  tiré  de  l'urne  B,  q  boules  noireS,  la  probabilité 
d'extraire  encore  une  boule  blanche,  serait  la  même  que  si  le  tirage 
s'était  fait  directement  dans  l'urne  A,  c'est-à-dire  que  l'on  aurait 


■(/'  +  '?)■ 


9.  En  supposant  h  =^  m  =  n,  on  retombe  sur  un  problème  de  pro- 
babilités inséré  dans  un  autre  recueil ,  et  dont  la  solution  est  fausse, 

puisqu'elle  conduit  à  P  =  |,  tandis  que  Ion  doit  trouver  P  =  ^^_    • 
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SECOND  PROBLÈME. 

Une  unie  contient  b  houles  blanches  et  n  houles  tmires;  une  autre 
urne  renferme  b'  boules  blanches  et  n' houles  noires.  On  tire  au  hasard 
p  boules  de  la  première  urne,  et  p'  boules  de  la  seconde;  et  Von  réunit 
ces  p  +  p'  boules  dam  une  troisième  urne.  Quelle  est  la  probabilité 
d'extraire  de  celle-ci  une  boule  blanche? 

10  En  posant  b  +  n  =  s ,  b' -\- n' =  s',  puis  développant  un  calcul 
a.ssez  long,  que  je  supprime,  on  trouve  pour  la  probabilité  demandée. 


s'p-hp'  s''p-\-p'' 

II.  A  l'aide  du  problème  qui  précède,  on  peut  arriver  à  ce  résultat 
cl  une  manière  très  simple. 

Cherchons  la  probabilité  d'extraire  de  la  troisième  urne,  une  boule 
blanche  provenant  de  la  première.  Cette  probabilité  est  celle  d'un  évé- 
nement composé;  car  il  faut  :  i"  que  la  boule  appartienne  à  la  première 
urne  ;  2°  qu'elle  soit  blanche. 

D'abord,  la  probabilité  que  la  boule  tirée  de  la  troisième  urne  pro- 
vient de  la  première  urne ,  est  ^.  En  second  Heu ,  si  l'on  avait  mis  à 
part  les  p  boules  extraites  de  la  première  urne ,  la  probabilité  de  la  sor- 
tie d  une  boule  blanche  au  moyen  d'un  tirage  fait  dans  ces  p  boules, 
serait,  par  le  premier  problème,  égale  à  ^  [*]. 

En  multipliant  ces  deux  probabilités  simples ,  on  obtient  pour  la  pro- 
babilité de  la  sortie  d'une  boule  blanche  provenant  de  la  première 
"'"^  '  S  •^'-  Et  si  actuellement  on  demande  d'extraire  de  la  troisième 
urne  une  boule  blanche,  sans  déterminer  d'où  elle  doit  provenir,  on 

obtient  P  =  _  _Z_    >    *'      p'  .  , 

s  p  -\-p'  ~t"  7  •  rir-7/  >  comme  ci-dessus. 


[*]  Cela   résulterait  aussi  d'un  Metiioire  do  M.  Mondésir,   insère  dans  ce  .lourual, 
tome  II,  page  3.  ' 
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12.  Si ,  au  lieu  de  deux  urnes ,  il  y  en  a  m,  dont  on  ait  ôté  respective- 
ment p,  p',  p",...  boules  pour  les  mettre  dans  une  dernière  urne,  la  pro- 
babilité d'extraire  de  celle-ci  une  boule  blanche,  aura  pour  valeur, 


s'  ' p+p' -\-p"- 


13.  Supposons 
il  vient 


P  = 


p  =  p  =p  =.. 

b'       b" 


De  là  on  conclut  facilement  ce  théorème  très  simple,  et  qui  peut  avoir 
des  applications  : 

Soit  un  nombre  quelconque  d'urnes  renfermant  des  boules  de  diffé- 
rentes couleurs,  en  quantités  déterminées.  On  tire  de  chaque  urne  un 
même  nombre  de  boules  que  l'on  réunit ,  sans  les  voir,  dans  une  der- 
nière urne.  La  probabilité  d'extraire  de  celle-ci  une  boule  d'une  couleur 
donnée  est  égale  à  la  probabilité  d'amener  une  boule  de  cette  même 
couleur  en  mettant,  au  iiasard ,  la  main  dans  l'une  des  urnes,  avant 
l'enlèvement  des  boules. 

(Février  1840.) 
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THÉORÈME 

SUR  LA  RÉDUCTION  D'UNE  INTÉGRALE  MULTIPLE; 
Par  E.   catalan. 


La  formule  suivante 

i       I       y(wcos5-|-«sin6sinw-t-/isin0cos(.))sin0f/Ww  =  ?.7T  I        '^(y.\'m'-hn'-\-p^  id-y., 

que  l'on   doit  à  M.  Poisson  [*],  est  comprise  comme  cas  particulier 
dans  ime  autre  formule  que  je  vais  démontrer,  et  où  l'intégrale  double 
se  trouve  remplacée  par  une  intégrale  multiple. 
Soit  l'intégrale  d'ordre  n  —  i  , 

(r)  A  =ff'...dx,.(lj:,...cù:,^,.(f(»i,x,  -h  /n,x,-h  ■  ■  --h  m„x„}\/  '-^[j-^)  "'""•"^l  J~^) 

dans  laquelle  les  variables  reçoivent  toutes  les  valeurs,  positives  ou 
négatives,  propres  à  vérifier  l'équation 

œ'î   -^  x'I   + .  .  .-^-  x;,  :^    i  . 

et  dans  laquelle  aussi ,  par  conséquent ,   les  variables  indépendantes 
satisfont  à  la  condition 

•^î   ■+'  ^l    -¥.  ■  .->r  3cl_,  ^    I . 

Cette  intégrale  revient  évidemment  à 

(2)  A  =       I  .  ..    ''  '  '^  — --'  0  {m,jc,    -H . . .  +   m„jc„). 


[*]  Nouveaux  Mémoires  de  l'académie  des  Sciences,  tonw  III,  page  126. 
Tome  VI.  —  Mars  1841. 
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Pour  la  réduire,  je  prends  les  formules  de  transformation  suivantes  : 

X2    =    (I.2U,    -+■   h^u^    + .  .  .  -h    l.M,n  1 


(3) 

dans  ces  équations,  les  coefficients  de  ?/,  sont 


a„    =  — 


en  supposant 

les  autres  coefficients  satisfont  aux  conditions 

h\      +     h\^...^hl      =1,.../?     -4-/^     _H..._H/2     =,. 
a^h^  -\-aJ}^  -\-  .  .  ,-\-  ajjn  :=  o,  ...  rt,/, 4-^2/2  +  .  .  .H-  anln^=  o, 


(4) 

A:,/,  +  A'2/2  + .  .  .  +  A„/„  =  o 

Le  nombre  des  coefficients  «,,  è,,  etc.,  dans  les  formules  (3),  est  n^  —  n. 

-r        '           •            1              1-  •                                    ^         I            s       n[n — 1)       «(n+i) 
Les  équations  de  condition  sont  en  nombre  [11  —  1)+  -^ = . 

On  pourra  donc  prendre  arbitrairement  n^  —  n coefficients, 

ou  ~ coefficients. 

2 

En  ajoutant  les  carrés  des  équations  (3) ,  et  ayant  égard  aux  rela- 
tions (4),  on  trouve 

x\   -\-  x\   -^  .  .  .-\-  x„    =  u\  +  u\   -i- .  .  .  4-  u\', 
donc 

(5)  u\   -\-  u\  +...+  u\   =   I. 
Les  formules  (3)  et  (4)  donnent  aussi 

(6)  m,a",   4-  m^x.^  -+-...4-  m^Xj^  =  m,A  ; 
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donc,  au  moyen  de  la  transformation  de  variables  qui  vient  tl'etre  in- 
diquée, la  fonction  9  {rn^x,  -H.  .  .4-  m„x„)  devient  simplement 

?  ("<  ^)- 

Il  nous  reste  actuellement  à  transformer  la  quantité  cbc, .  .  .dx„_, 
Or,  M.  Jacobi  a  démontré  depuis  long-temps  [*]  que  le  système  de  va- 
riables employé  ci-dessus  donne  cette  relation  très  simple  : 

dxt .  ,  .  dx„_,    du,.  dii2  ■  .  .  du,^, 

'■>:«  u^  ■ 

En  substituant  dans  la  formule  (2) ,  on  trouve 

(7)  ^  =  jj-- ^^r-^9(^'^)- 

Dans  cette  nouvelle  intégrale,  les  variables  doivent  recevoir  toutes  les 
valeurs  réelles  satisfaisant  à  l'équation  (5). 

Actuellement,   remplaçons  u„  par  sa  valeur,  et  donnons  à  it,  une 
valeur  déterminée  ;  nous  aurons  à  évaluer 

(8)  B  =  f  f...—   '^"'••^"--     _ 

J     J  V   '  "■]    •  •  •  «n— I 

les  limites  étant  données  par 

u'I   +  ul   -h...+  u'„_,  ^    I  —  ^^J. 
On  sait  [**]  que  cette  intégrale  d'ordre  «  —  2  ,  a  pour  expression 


(9)  >'  =  -^(,-„;,' 


[*]  Journal  de  M.  Crelle,  tome  XII,  page  4o.  —  M.  Sturm  m'a  fait  voir  que  l'on 
peut  arriver  facilement  à  cette  relation  ,  en  effectuant  le  changement  de  variables  suc- 
assivement ,  au  lieu  de  l'opérer  en  une  seule  fois. 

[**]  Mémoire  sur  la  réduction  d'une  classe  d'intégrali\  multiples,  tome  I\'  de  ce 
Journal,  page  336. 


I  !.. 
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donc,  en  substituant  dans  Ja  formule  (7),  et  doublant  le  résultat  à 
cause  du  radical,  on  obtiendra 

"  ~'  „ 3 

(10)  A  =  2  -7„-ir7y  /r.'  9  ("'  ^)  ^"'  (i  -  "  1  )  ^  • 

\    2    / 

Enfin,  en  égalant  les  valeurs (2)  et  (10),  on  a  ce  théorème  : 

izil  «-3 

(11)  /     /...    ,  =y(ffl,j:,  +  ..--l-/«„J„)=2-7 r     |         ■^[u\)dii{l— ti^) 

JJ      VI — x\  — ...  —  xl_^  r(" — '  I  ^  ~' 

Si  l'on  pose  u  =  cos  9,  on  obtient,  au  lieu  de  la  formule  (lo), 

n  —  1 

(12)  A  =  2  — j r-   /  "(a  (A  cosô)  sin"~^5r(^5. 

Lorsque  ii  =  3,   la  formule  (i  i)  coïncide  avec  celle  de  M.  Poisson. 

(Juin   1840.) 
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NOTE 

SUR    LA    THEORIE    DE    LA    CONVERGENCE 

ET 

DE  LA  DIVERGENCE  DES  SÉRIES; 

ParM.  J.-L.RAABE, 

ProfesSkîur   i  Zurich. 
(Extrait  du  Journal  de  M.  Crelle,  tome  XI,  page  Sog.  —  Traduction  de  M.  Lebesgde 


Dans  le  lo*  volume  du  Journal  de  Mathématiques  et  de  Physique 
rédigé  par  MM.  Ettingsliausen  et  Raumgartner,  j'ai  démontré  le 
théorème  suivant  ; 

«  Quand  u„  représente  le  terme  général  d'une  série,  et  que  la  li- 
»  mite  de  l'expression  n  (-^  —  iV  pour  une  valeur  infiniment 
»  grande  de  n,  est  égale  à  k ,  cette  série  est  convergente  ou  divergente, 
»  selon  que  k  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  l'unité  [*].   » 


[*]  Si  M.  Duhamel  avait  eu  connaissance  de  la  Not€  de  M.  Raabe,  écrite  en  allemand, 
Il  aurait  reconnu  que  la  rùgk-  qu'il  donne  (tome  IV  de  ce  Journal,  page  216)  revient  au 
théorème  de  M.  Raabe,  puisqu'en  posant 


il  vient 

lim.  ny.  =  \\m. 


"fc-0- 


Les   personnes   qui   ont   lu  l'article  de   M.  Duhamel    verront  avec   plaisir  l'extension 
donnée  par  M.  Raabe  à  la  règle  en  question. 

(  f  ■-■^.   Lebcsgiip.  ) 
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Ce  théorème  peut  être  employé  avec  succès  pour  comparei' ,  sous 
le  rapport  de  la  convergence  ou  de  la  divergence,  deux  séries  dont 
le  terme  général  de  l'une  est  ime  fonction  du  terme  général  de 
l'autre. 

Dans  ce  cas,  soit  a„  le  terme  général  d'une  des  séries,  et/[u„) 
celui  de  l'autre  ,  en  supposant  à  la  fonction  J\u„)  la  propriété  de 
ne  pas  devenir  infiniment  grande  pour  une  valeur  infiniment  petite 
de  u„. 

Posons  l'équation 

r  \  i'        V  [  fi"")  T 

(i)  A-   =   hn..«[^^_,j, 

la  limite  se  rapportant  à  une  valeur  infiniment  grande  de  n  ;  la  série 
dont  le  terme  esty  (m„)  sera  convergente  ou  divergente,  selon  qu'on 
aura 

A:'   >    I, 
ou 

k'   <    I. 

De  l'équation 

k  =   lim.  Ti  ( — I  ) 

on  tire 

lim.  /iu„]   —  lim.   r/u<„^,   -h  '-^  k\    ; 

par  là  l'équation  (i)  devient 

(2)  k'  =  lim.  n     ~^—^, " ^  -  I     . 

Si  l'on  développe  J  (u,,^,  ■+■  '^^  k)  par  la  formule  de  Taylor,  on  a, 
eu  égard  à  la  propriété  supposée  à  la  fonction  /{u„) , 


^■'  =  ^*™-  F/(S-:t!"«-]' 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  87 

où  l'on  a  fait,  pour  abréger,  y"' (m„^,)   —    .■^^""+'  .   Si  l'on  pose 


/  '«n  +  ij 

on  a 

k  =  k  lim.  F  (?^,+,), 

équation  qui  montre  comment  k'  et  A'  dépendent  l'un  de  l'autre. 
Dans  le  cas  particulier  pour  lequel 

lim.   F  (m„^.,)  =    I  , 
on  a 

k'  =  k, 

et  alors ,  selon  que  k  est  >  i   ou   <  i  ,  les  deux  séries  sont  à  la  fois 
convergentes  ou  divergentes. 

Quand  on  suppose 

u 

/(«„+.)  =  — "-±~-,, 
(l— «"+.)' 

on  a 

lim.  F  {u,i+i)  =   <z  > 
et  par  conséquent 

A'   =   Aa. 

Soit ,   par  exemple  , 

I 

on  tombera  sur  les  deux  séries 


1  I          I 

2  3          4 

..  -+- 

1 
n  ' 

3-             4- 

w-(-a     '         w-i-r.            _w-t-x  ' 

2                a 

..  -h 

n 

/                      ,W-|-£X 
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où  tv  =  p  —  a.  Comme  on  a  ici 

il  en  résultera 

k'  =   a, 

et  par  conséquent  la  2*  série  sera  convergente  ou  divergente ,   selon 
que  a  sera   >  i    ou   <  i . 


Zuricli,  21  août  i833. 
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EXPÉRIENCES 


SnR    LES 


OSCILLATIONS  DE  L'EAU  DANS  UNE  GRANDE  CONDUITE  DE  PARIS  [*]; 
Par  Anatole  DE  CALIGIVY. 

[Préstntces   à   l'Académie  des  Sciences,  le   i6  mars   1840] 


Objet  de  ces  expériences. 

Il  faut,  à  partir  de  la  naissance  du  mouvement  de  l'eau  dans  un 
tuyau  de  conduite,  qu'il  y  ait  un  certaui  chemin  parcouru  relativement 
au  diamètre,  pour  que  le  rapport  de  la  vitesse  de  la  couche  frottante 
sur  la  paroi,  a  la  vitesse  moyenne  dans  un  même  instant,  devienne 
aussi  grand  que  dans  un  mouvement  parvenu  à  l'uniformité  En  effet 
la  vitesse  ou  le  retard  d'une  couche  de  liquide  ne  peut  pas  se  trans- 
mettre instantanément  à  la  masse  totale. 

Ce  qui  vient  d'être  dit  ne  doit  pas  s'appliq.ier  aux  vitesses  extrême- 
ment petites,  à  cause  des  phénomènes  de  la  viscosité  qui  peut  s'op- 
poser a  la  séparation  des  filets  liquides.  Or  le  seul  coefficient  du  frot- 
tement dont  on  ait  à  tenir  compte  dans  les  vitesses  un  peu  ..randes 
dépend ,  comme  on  sait,  du  rapport  dont  il  s'agit.  On  voit  donc  que' 
sauf  pour  les  oscillations  d'une  course  très  petite,  ce  coefficient  doil 
être  moindre  dans  les  mouvements  variables  que  dans  le  mouvement 
uniforme,  excepté  pour  les  oscillations  d'une  amplitude  assez  grande 
par  rapport  au  diamètre. 

Tel  est  le  raisonnement  qui  m'a  guidé  dans  ces  rechercher-  on 
conçoit  cependant  que  les  frottements  pouvant  venir  d'un  svsteme  de 
vibrations  ou  d'actions  moléculaires  inconnues,  je  devais  le  regarder 

r]Ces  expériences  ont  été  faites  en  novembre  ,838.  Une  Commission  de  l'Académie 
<les  Sciences  a  expnmé  sa  satisfaction  de  ce  que  M.  le  Profet  de  la  Seine  a  autorise  ces 
cxpçnences ,  s».-  un  rapport  de  M.  l'ingenienr  en  chef  Mary.  (Ccnpus  rcnclus  des  .,.„„„. 
lie  l  Académie  des  Sciences,  t  .VII,  p.  i\l2.) 
Tome  VI.  —  Mars  i84i. 
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seulement  comme  une  hypothèse  probable  avant  d'en  avoir  vérifié  le 
résultat  par  l'expérience. 

Description  des  tuyaux  dont  on  s'est  seivi  pour  faire 
ces  expériences  [*]. 

L'eau  est  conduite  des  bassins  Saint- Victor  à  un  de  ceux  du  Jardin 
des  Plantes,  par  un  tuyau  d'environ  2i2",5oo  de  long  et  d'un  peu 
moins  de  1 3  centimètres  de  diamètre,  branché  à  angle  droit  sur  un 
gros  tujau  d'environ  24  centimètres  de  diamètre  qui  fait  le  service 
dans  Paris.  Ces  tuyaux  sont  en  fonte.  La  prise  d'eau  de  celui  qui  ali- 
mente le  .Jardin  des  Plantes,  se  faisant  à  une  distance  de  l'origine  du 
premier  qui  est  d'environ  Sa'",  60,  et  la  vitesse  n'étant  pas  trop  grande 
dans  le  gros  tuyau,  nous  ferons  voir  que  le  mouvement  pourra  être 
calculé,  dans  celui  qui  nous  occupe,  à  peu  près  comme  s'il  débou- 
chait immédiatement  dans  le  réservoir  Saint- Victor. 

Un  tube  de  verre  marquait  à  l'autre  extrémité,  dans  le  Jardin  des 
Plantes ,  le  niveau  de  l'eau  correspondant  à  la  pression  sur  l'origine 
du  branchement  do?it  il  s'agit,  quand  on  ne  faisait  pas  osciller  l'eau 
dans  ce  branchement,  recourbé  verticalement  auprès  de  ce  tube. 

Or  c'est  de  cette  pression  motrice  que  nous  avons  à  nous  occuper , 
en  étudiant  d'abord  de  quelle  manière  nos  résultats  pourront  être  in- 
fluencés, pendant  l'oscillation  dans  le  branchement,  par  les  vitesses 
qui  en  résulteront  dans  la  portion  du  gros  tuyau  qui  le  précède. 

Avant  le  commencement  de  l'oscillation  qui  nous  occupe,  il  existe 
déjà  delà  vitesse  dans  cette  portion.  Or  dans  chaque  instant  donné,  le 
carré  de  la  somme  de  cette  ^  itesse,  et  de  son  surcroît  résultant  dans  cette 
même  portion  de  ce  qu'il  passe  de  l'eau  dans  le  branchement,  est  plus 
grand  que  la  somme  des  carrés  de  ces  deux  quantités.  Si  donc  nous  cal- 
culons des  pertes  de  pression  motrice  dues  au  frottement  dans  le  gros 
tuyau,  comme  si  celui-ci  était  bouché  au-delà  du  branchement,  et  que 
le  niveau  du  réservoir  moteur  fût  à  la  hauteur  de  celui  de  l'eau  dans  le 


[*]  Les  personnes  qui  croiraient  avoir  besoin  d'une  figure,  pourront  avoir  recours 
à  celle  qui  est  dessinée  tome  III ,  page  20g  de  ce  Journal  ,  où  l'on  expose  des  prin- 
cipes dont  oti  trouvera  ici  l'application ,  et  que  d'ailleurs  on  rappellera  plus  loin  d'une 
manière  succincte. 
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tube  de  verre  à  l'autre  extrémité,  à  l'époque  où  le  niveau  de  ce  dernier 
est  en  repos  stable ,  nous  aurons  calculé  des  diminutions  de  pression 
motrice  moindres  qu'elles  ne  le  sont  en  réalité. 

Si  d'après  cela,  en  nous  basant  sur  les  coefficients  du  frottement 
dans  le  mouvement  uniforme,  nous  parvenons  à  une  expression  du 
travail  en  frottement  moindre  qu'elle  ne  le  serait  en  tenant  compte  de 
tout,  et  que  cependant  l'expérience  nous  conduise  à  une  expression 
encore  moindre,  nous  n'en  serons  que  plus  certains  de  notre  con- 
clusion. 

Cette  manière  de  considérer  la  question  permet  donc  de  faire  des 
expériences  sur  les  oscillations  de  l'eau  dans  un  branchement ,  même 
sans  qu'il  soit  nécessaire  d'attribuer  d'avance  une  valeur  précise  à  la 
vitesse  dans  le  tuyau  principal  qui  fait  au  loin  le  service  par  un  mou- 
vement continu  [*]. 

Ênwnération  des  diverses  causes  de  perte  de  Jorce  vive  étrangères  au 
frottement  dans  le  tuyau  horizontal,  etc.,  etc. 

.Te  vais  faire  l'énumération  des  causes  de  perte  de  force  vive  particu- 
lièresau  système  dont  je  me  suisservi.  Par  la  même  raison  quecelledont 
je  viens  déparier,  il  n'est  pas  nécessaire  de  connaître  rigoureusement 
leur  valeur,  pourvu  qu'on  soit  bien  sûr  de  ne  pas  les  estimer  trop  haut. 
En  effet,  mon  but,  dans  ces  expériences,  ne  pouvait  pas  être  de  dé- 
terminer rigoureusement  un  coefficient  dont  la  valeur  se  trouvait, 
dans  cette  localité,  confondue  avec  beaucoup  d'autres;  mais  seulement 
de  chercher  si  le  raisonnement  qui  m'a  conduit  à  faire  ces  expériences 
est  bien  l'expression  d'une  loi  de  la  nature. 

i".  A  l'origine  d'un  branchement,  il  y  a  une  perte  de  pression,  par 


[*]  Pendant  le  retour  vers  la  source ,  la  force  vive  à  l'origine  du  gros  tuyau  est  un 
obstacle.  Quand  cette  force  vive  est  éteinte  ,  la  colonne  qui  sort  du  branchement  dans  ce 
même  tuyau  se  divise  en  deux  parties  :  Tune  sert  à  l'alimentation  du  {jros  tuyau  en 
aval ,  l'autre  rentre  vers  la  source.  C'est  donc  surtout  à  la  première  oscillation  ascen- 
dante que  s'applique  ce  que  l'on  dit  dans  le  texte.  Il  est  possible  que,  pour  d'antres, 
l'eau  parte  du  repos  à  l'origine  du  gros  tuyau.  Au  reste,  ces  diverses  considérations  ont 
évidemment  peu  d'importance,  si  les  vitesses  ne  sont  pas  trop  grandes  dans  ce  même 
tuyau  qui,  étant  d'ailleurs  très  long  ,  les  rend  assez  petites  par  son  frottement,  etc. 

la.. 
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les  déviations,  que  Mj\I.  Mallet  et  Genieys  ont  évaluée,  dans  leurs 
expériences  sur  le  mouvement  uniforme,  dans  un  seul  sens,  au  double 
de  la  hauteur  due  à  la  vitesse  dans  le  branchement. 

1°.  A  une  petite  distance  de  cette  origine  ,  il  y  a  un  système  de  trois 
robinets  consécutifs  sur  le  branchement.  Leur  section  est  en\âron  lesf 
de  celle  du  branchement.  Mais  comme  ils  sont  disposés  dans  un  même 
tuyau  quadrangulaire,  à  la  suite  les  uns  des  autres,  ils  peuvent  être 
considérés,  dans  l'évaluation  de  la  perte  de  force  vive,  comme  ne  for- 
mant qu'un  seul  robinet  d'environ  un  demi-mètre  de  long. 

Cependant  si  j'adopte  cette  évaluation,  c'est,  d'après  ce  qui  a  été 
dit,  pour  ne  pas  m'exposer  à  en  prendre  une  trop  forte,  i"  parce  que 
les  trois  robinets  n'étaient  jamais  rigoureusement  disposés,  soit  par 
suite  du  degré  d'enfoncement,  soit  par  suite  de  l'angle  des  clejs,  de 
manière  à  ne  former  par  leur  ensemble  qu'un  véritable  tuyau  qua- 
drangulaire; 0."  parce  que  l'ouvrier,  au  lieu  de  faire  déboucher  ce 
tuyau  quadrangulaire,  en  amont  et  en  aval,  dans  un  tuyau  de 
diamètre  égal  à  celui  du  branchement,  ne  l'y  a  fait  déboucher  que 
par  des  bouts  de  tuyau  de  même  section ,  à  peu  près ,  que  celle  des 
robinets.  Il  résulte  delà  que,  malgré  les  raccordements  intérieurs, 
il  y  a  des  causes  de  contraction  de  la  veine  liquide  d'autant  plus 
sensibles,  que  Y  œil  des  robinets  est  la  moitié  environ  plus  haut  que 
large.  Ainsi  le  bout  de  tuyau  qui  porte  les  robinets  se  trouve  avoir, 
en  définitive,  o'^jGy  de  long;  il  débouche  brusquement  dans  le 
branchement  en  amont  et  en  aval ,  de  sorte  que  les  principes  ordinaires 
sur  la  perte  de  force  vive  maximum ,  dans  ces  sortes  de  rétrécisse- 
ments ,  doivent  lui  être  appliqués  sans  restriction ,  puisqu'il  n'y  a  pas 
de  raccordements  à  ses  deux  extrémités  [*]. 

3°.  Le  branchement  étantpresque  horizontal,  ne  pouvait  se  raccorder 
avec  un  tuyau  vertical,  dans  le  Jardin  des  Plantes,  que  par  un  luyau 
coudé.  Or  ce  tuyau  coudé,  d'ailleurs  assez  arrondi ,  avait  un  diamètre 
qui  était  seulement  les  |^  de  celui  du  branchement.  Ce  coude  n'étant  pas 
rigoureusement  en  arc  de  cercle,  il  serait  difficile  d'évaluer  minutieuse- 

[*]  La  perte  de  force  \'ive  provenant  des  étranglements  doit  être  en  général  calculée 
d"après  la  méthode  de  Borda,  adoptée  par  M.  Navier.  Je  l'ai  constatée  par  des  expé- 
riences directes,  dont  je  donnerai  le  détail  dans  un  autre  article.  L'évaluation  de 
MM.  Eytelwein  ,  d'Aubuisson  ,  etc. ,  serait  d'ailleurs  à  l'avantage  de  mes  conclusions. 
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ment  sa  résistance,  d'ailleurs  peu  importante,  par  rapport  à  la  somme 
de  toutes  les  autres.  On  peut  la  calculer  comme  s'il  eût  été  en  arc 
de  cercle  de  o'",5o  de  diamètre.  Il  faut  en  outre  tenir  compte  de  ce 
que  le  tuyau  de  plomb  sur  lequel  était  pris  ce  coude,  avait  une  lon- 
gueur d'environ  i'",6o,  et  de  ce  que  le  frottement  est  en  raison  inverse 
des  cinquièmes  puissances  des  diamètres. 

4°.  Ce  tuyau  de  plomb  se  joignait  à  une  tubulure  de  même  diamètre, 
disposée  sous  une  soupape  d'une  espèce  particulière  ,  dont  la  chambre 
portait  elle-même  en-dessus  une  seconde  tubulure,  aussi  de  même  dia- 
mètre, surlaquelle  on  adaptait  successivement  différents  tuyaux  d'as- 
cension, dont  chacun  avait  un  diamètre  constant.  Or  quand  ces  tuyaux 
d'ascension  n'avaient  pas  le  même  diamètre  que  cette  tubulure,  il  y 
avait  ou  une  contraction  ou  un  évasement  brusque  de  la  colonne. 

5°.  Il  fallait  tenir  compte  du  frottement  dans  ces  tuyaux  d'ascension, 
quand  ils  étaient  d'un  diamètre  moindre  que  le  reste  du  système,  ce  frot- 
tement étant  en  raison  inverse  des  cinquièmes  puissances  des  diamètres. 

6".  Il  y  avait  une  cause  de  perte  de  force  vive  dans  le  passage  par  la 
soupape.  Pour  que  l'on  put  facilement  tourner  celle-ci,  je  ne  l'avais 
point  disposée  en  clapet  ordinaire ,  mais  elle  tournait  autour  de  son 
centre  de  figure,  à  la  manière  d'une  clef  de  poêle.  Or  comme  on  n'a- 
vait |)as  encore  exécuté  de  soupape  de  ce  genre ,  l'ingénieur  avait  désiré 
y  établir  ime  articulation  intérieure,  qui  augmentait  les  dimensions  de 
sa  chambre.  11  résultait  de  là  que  la  colonne  liquide  déjà  étranglée  dans 
le  tuyau  de  plomb,  avait  à  traverser ,  avant  d'arriver  à  la  tubulure  su- 
périeure, une  chambre  d'une  hauteur  et  d'un  diamètre  à  peu  près 
doubles  de  celui  des  tubulures.  Il  n'est  pas  nécessaire  d'en  donner  un 
dessin  pour  l'objet  qu'on  se  propose  ici. 

J'ai  depuis  exécuté  cette  soupape  sans  articulation,  et  en  me  débar- 
rassant de  cette  cause  de  perte  de  force  vive;  mais  ne  l'ayant  fait  que 
pour  un  diamètre  moindre,  je  me  suis  contenté  des  résultats  obtenus 
au  moyen  de  la  première. 

7".  Quoique  l'on  tournât  la  soupape  très  vite,  comme  l'eau  montait 
aussi  très  vite  dans  le  tuyau  disposé  en  dessus  qui  en  contenait  peu  à 
cette  époque,  il  y  avait  un  étranglement  momentané  variable,  sur  ime 
longueur  de  chemin  parcouru,  très  comparable  au  diamètre  de  la  tu- 
Indure. 
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8".  Dans  une  conduite  rectiligne  en  service,  l'air  est  toujours  mieux 
expulsé  que  dans  un  tuyau  qu'il  fallait  fermer  pendant  l'intervalle  des 
expériences,  pour  ne  pas  perdre  inutilement  l'eau  de  la  ville.  On  s'est 
au  reste  assuré,  surtout  par  la  régularité  des  ascensions  et  par  la  marche 
générale  des  résultats,  que  cette  cause  de  perte  ne  devait  pas  être  très 
importante ,  malgré  les  petites  anomalies. 

9".  Il  V  avait  de  légères  pertes  d'eau  et  je  me  suis  assuré,  par  le 
moyen  d'orifices  pratiqués  successivement  sur  la  colonne,  que  ces 
pertes  diminuaient  bien  réellement  la  hauteur  des  oscillations,  comme 
il  est  facile  de  s'en  rendre  compte.  Mais  cette  cause  de  perte  de  hauteur 
n'était  pas  non  plus  essentielle,  et  n'avait  pas  d'ailleurs  la  même  in- 
fluence pendant  l'oscillation  descendante. 

10".  Les  tuyaux  partiels,  à  la  pose  desquels  j'avais  assisté,  en  me- 
surant leur  diamètre,  s'emboîtaient  comme  à  l'ordinaire  les  uns  dans 
les  autres ,  au  moven  de  renflements ,  tandis  que  les  tuyaux  de  Gre- 
noble,  sur  lesquels  M.  Gue\  rnavà ,  Jnnales  des  Mines,  iSag,  a  vérifié 
les  formules  de  Prony,  se  rapprochaient  davantage,  dans  leur  mode 
d'assemblage,  des  petits  tuyaux  de  Bossut  et  de  Dubuat. 

11°.  Il  y  a  un  coude  sur  le  gros  tuyau  qui  part  directement  du  bassin 
Saint-Victor,  mais,  par  pi  udence ,  nous  ferons  abstracfion  des  diverses 
résistances  passives  dans  cette  portion  de  l'appareil,  etc. ,  pour  ne  pas 
nous  exposer  à  les  exagérer  dans  nos  comparaisons  avec  le  mouve- 
ment uniforme. 

Détails  sur  la  méthode  d'expérience. 

J'ai  déjà  parlé  d'un  tube  de  verre  branché  au-dessous  de  la  soupape, 
auprès  du  tuyau  d'ascension ,  et  s' élevant  de  façon  à  indiquer  la  pres- 
sion motrice  à  l'origine  du  branchement  avant  l'expérience.  Quand  on 
voulait  considérer  des  oscillations ,  on  bouchait  ce  tube  de  verre  avec 
un  robinet  particulier,  afin  d'éviter  la  perte  de  travail  provenant  des 
oscillations  de  l'eau  dans  son  intéi'ieur.  Son  diamètre  était  de  o"',oi3, 
afin  qu'on  n'eût  pas  à  s'occuper  sérieusement  de  la  dénivellation 
provenant  de  la  capillarité. 

Un  autre  tube  de  verre ,  de  même  diamètre ,  portant  également  un 
robinet ,  était  disposé  au  bas  du  tuyau  d'ascension ,  un  peu  au-dessus 
de  la  soupape,  afin  de  marquer  aussi  le  niveau  de  l'eau  dans  un  tuyau 
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de  décharge,  recourbé  en  siphon  renversé.  De  cette  manière  on  était 
sûr  du  point  de  départ  de  la  surface  de  l'eau,  et  de  sa  tranquilHté  au 
moment  de  ce  départ;  de  pkis  on  n'avait  pas  à  s'embarrasser  des  mou- 
vements de  l'air,  qui  auraient  eu  lieu  si  l'eau  avait  périodiquement 
abandonné  la  chambre  de  la  soupape.  On  avait  soin  de  fermer  le  ro- 
binet de  ce  tube  au  moment  où  l'on  ouvrait  la  soupape,  pour  permettre 
à  l'eau  de  monter  dans  le  tuyau  d'ascension.  Quand  on  avait  achevé 
l'expérience,  on  vidait  le  tuyau  d'ascension  en  tournant  simplement  la 
soupape,  dont  il  est  inutile  de  donner  ici  une  description  détaillée, 
pourvu  qu'on  en  voie  bien  l'objet. 

Le  tuyau  d'ascension  était  maintenu  vertical,  au  moyen  d'un  plan- 
cher mobile  sur  trois  montants.  Ce  tuyau  était  toujours  plus  élevé  qu'il 
ne  le  fallait  pour  que  la  colonne  liquide  ne  put  pas  sortir  par  le  haut, 
afin  que  l'on  pût  exactement  marquer  la  hauteur  obtenue  par  l'eau  au- 
dessus  du  niveau  de  la  source.  Au  moyen  de  règles  divisées,  on  me- 
surait successivement  les  hauteurs,  de  moins  en  moins  grandes,  obte- 
nues par  la  surface  de  la  colonne  oscillante.  Comme  il  était  important 
de  s'assurer  d'une  régularité  convenable,  j'avais  eu  non-seulement  la 
précaution  de  répéter  chaque  expérience  au  moins  dix  fois,  mais  de 
vérifier  moi-même  les  hauteurs  obtenues ,  en  faisant  redescendre  à  ma 
place  un  aide  intelligent,  auquel  j'avais  fait  répéter  la  manœuvre  plu- 
sieurs fois.  Je  ne  me  suis  fié  entièrement  à  lui,  c'est-à-dire  sans  monter 
moi-même  à  sa  place,  que  pour  la  quatrième  série  d'expériences,  rela- 
tive aux  très  petites  vitesses,  après  en  avoir  vérifié  d'ailleurs  le  premier 
chiffre,  parce  qu'elles  avaient  moins  d'importance  pour  mes  machines. 
Cette  série  est  du  reste  suffisamment  réguhère. 

Pour  m'assurer  si  l'on  tournait  la  soupape  assez  vite,  j'avais  prati- 
qué sur  le  tuyau  d'ascension ,  un  peu  au-dessus  de  la  surface  de  l'eau 
au  moment  du  départ  de  la  colonne  ascendante  ,  de  petits  orifices  à  un 
demi-décimetre  les  uns  au-dessus  des  autres. 

(.)es  tuyaux  d'ascension  étaient  en  fort  zinc.  La  soupape  était  dispo- 
sée de  manière  à  ce  qu'étant  entrouverte,  elle  permettait,  quand  on 
voulait ,  à  l'eau  de  Saint-Victor  de  sortir  avec  force  dans  le  bassin  de 
décharge  du  Jardin  des  Plantes,  en  lavant  le  tuyau  et  le  dégageant  de 
ses  bulles  d'air.  On  prenait  toujours  cette  précaution  avant  de  com- 
mencer l'expérience. 
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Exposé  succinct  des  innjens  de  calcul. 

Dans  un  Mémoire  que  j'ai  présenté  à  l'Académie  le  lo  juillet  iSSy, 
et  qui  a  été  publié  en  partie  dans  le  tome  III  de  ce  Journal,  page  209, 
j'ai  établi  la  formule  suivante,  pour  exprimer  le  rapport  de  la  hauteur 
obtenue  dans  le  tuyau  d'ascension  au-dessus  du  niveau  du  réservoir 
moteur,  à  cette  hauteur  dépouillée  de  l'efTet  des    résistances. 

j:  est  ce  rapport  dans  un  tuyau  d'ascension  cylindrique; 

C  le  chemin  parcouru,  dans  un  long  tuyau  horizontal  [*],  depuis  le 
départ  de  l'oscillation  ascendante,  jusqu'à  ce  que  l'eau  arrive  au  ni- 
veau du  réservoir  moteur  supposé  constant; 

D  le  diamètre  du  tuyau  horizontal  ; 

d  le  diamètre  du  tuyau  d'ascension; 

F  une  constante  dépendant  de  l'intensité  des  résistances  passives. 

On  trouve,  par  la  géométrie,   la  formule  suffisamment  approchée 

C 
pour  des  vitesses  qui  ne  sont  pas  trop  petites ,   et  des  valeurs  de  —  et 

de  -,  qui  ne  sont  pas  trop  grandes , 


Il  est  clair  que  C  est  en  raison  de  -jj,  et  qu'il  faut  d'ailleurs,  quand  le 
diamètre  du  tuyau  d'ascension  est  trop  petit,  par  rapport  à  l'autre, 
tenir  compte  de  l'augmentation  qui  en  résulte  dans  la  quantité  F , 
fonction  du  travail  résistant  en  frottement,  etc. 

Il  est  d'autant  plus  inutile  de  rappeler  ici  la  démonstration  de  cette 
formule,  que  M.  Coriolis  l'a  démontrée  depuis  d'une  autre  manière 
dans  le  même  volume  de  ce  Journal,  page  437. 

En  discutant  les  expériences  connues  sur  le  mouvement  uniforme  de 
l'eau  dans  les  tuyaux  de  conduite,  j'avais  pris  pour  F  une  valeur  ap- 
prochée peu  différente  de  celle  qu'il  a  adoptée ,    comme  un  peu  trop 

[*]  Dans  le  INIémoire  dont  on  vient  de  parler,  j'avais  désigné  par  L  ce  qu'il  est  plus 
convenable  de  désigner  par  C ,  parce  qu'il  ne  s'agit  que  d'un  chemin  parcouru ,  la 
longueur  du  tuyau  disparaissant  du  résultat  à  cause  de  la  compensation  dans  la 
moyenne  des  carrés  des  vitesses  quand  celles-ci  ne  sont  pas  trop  petites ,  comme  je 
l'ai  développé  dans  le  Mémoire  dont  il  s'agit. 
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forte,  pour  le  cas  où  les  coefficients  des  frottements  seraient  les  mêmes 
que  dans  le  mouvement  uniforme  à  grandes  vitesses^  et  qui  est  5V  »  ^" 
ne  s'occupant  pas  de  ce  qui  se  passe  quand  le  tuyau  d'ascension  est  trop 
étroit  pour  que  l'on  puisse  négliger  son  frottement. 

Dans  le  même  Mémoire,  je  suis  parvenu  au  résultat  suivant  très 
commode  pour  les  observations. 

Abstraction  faite  du  frottement  dans  le  tujau  d'ascension,  supposé 
assez  court  par  rapport  au  tuyau  horizontal ,  si  la  résistance  passive  à 
chaque  instant  n'était  proportionnelle  qu'aux  simples  vitesses,  les  os- 
cdlations  diminueraient  successivement  de  hauteur  au-dessus  du  réser- 
voir, comme  les  termes  d'une  progression  géométrique.  Si  l'un  des 
termes  de  la  résistance  est  proportionnel  aux  carrés  des  vitesses ,  les 
oscdlations  diminueront  moins  rapidement;  elles  diminueront  au  con- 
traire plus  rapidement  s'il  y  a  un  terme  indépendant  des  vitesses. 

Une  autre  règle  fournit  un  moyen  très  commode  d'observer  ce  qui 
se  passe  dans  les  très  petites  vitesses,  sans  diminuer  les  hauteurs  des 
oscillations.  Les  vitesses  n'étant  pas  d'ailleurs  les  mêmes  au  centre  qu'à 
la  paroi,  il  est  toujours  prudent  de  ne  pas  trop  compter  sur  les  hauteurs 
a  quelques  millimètres  près,  quoique,  pour  un  tuyau  d'ascension  ver- 
tical, la  surface  delà  colonne  oscillante  parîit  assez  sensiblement  hori- 
zontale même  quand  elle  était  très  large,  les  vitesses  ascensionnelles 
n'étant  pas  très  grandes. 

Cette  règle  consiste  en  ce  que,  si  le  tuyau  horizontal  est  très  long, 
par  rapport  au  tuyau  vertical  ou  d'ascension,  les  durées  des  oscillations 
sont  en  raison  du  rapport  du  diamètre  de  celui-ci  au  diamètre  de 
1  autre,  ainsi  que  la  vitesse  moyenne  dans  ce  tuyau  horizontal. 

La  longueur  du  pendule,  dont  les  oscillations  seraient  égales  en 
durée  à  celles  de  la  colonne  moyenne,  est  à  peu  près  double  de  ce 
qu'elle  serait  pour  un  siphon  renversé  de  diamètre  constant,  en  sup- 
posant ici  le  tuyau  d'ascension  d'un  diamètre  égal  à  celui  du  tuyau  ho- 
rizontal, si  celui-ci  débouchait  directement  dans  le  réservoir. 

Ainsi,  dans  le  cas  présent,  ce  pendule  aurait  plus  de  2i2"',5o,  parce 
qu'il  faut  tenir  compte  du  tuyau  coudé,  de  la  colonne  variable  contenue 
dans  le  tuyau  d'ascension ,  et  de  ce  que  le  tuyau  horizontal  ne  débouche 
[)as  directement  dans  le  réservoir,  mais  par  une  portion  de  tuyau  d'un 
diamètre,  il  est  vrai,  beaucoup  plus  grand,  ce  qui  réduit  a  peu  de  chose 
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limportance  de  la  force  vive  contenue  dans  cette  portion.  J'ai  d'ailleurs 
toujours  disposé  mes  expériences  de  façon  à  ne  point  établir  de  conclu- 
sions au  moyen  de  légères  différences  dans  diverses  séries.  Je  ne  me 
suis  permis  d'en  établir  qu'au  moyen  de  phénomènes  qui ,  étant  suffi- 
samment répétés,  n'exigeaient  point  d'habileté  dans  l'expérimentateur. 
I^es  vitesses  moyennes  du  niveau  oscillant  ne  sont  point  proportion- 
nelles aux  courses  de  chaque  oscillation  dans  le  tuyau  horizontal. 
Pour  des  chemins  égaux  dans  ce  tuyau ,  la  course  dans  le  tuyau  d'as- 
cension est  d'autant  plus /jro/o/if/e  que  celui-ci  est  plus  étroit,  d'où  l'on 
conclut  que  c'est  pour  les  tuyaux  d'ascension  les  plus  étroits  que  la  vitesse 
moyenne  est  la  plus  grande  dans  le  tuyau  horizontal.  Cette  remarque 
était  essentielle,  parce  que  les  longueurs  des  courses  daîis  le  tuyau  ho- 
rizontal sont,  ainsi  que  les  vitesses,  des  éléments  qui  influent,  comme 
on  verra,  siu-  les  coefficients  des  frottements  de  l'eau  contre  la  paroi. 

Résultats  des  calculs  faits  sur  le  tableau  d'e^cpériences. 

En  comparant  la  marche  des  décroissements  de  hauteur  des  oscilla- 
tions,  dans  la  première  et  dans  la  dernière  série  d'expériences,  on  voit 
que  ces  décroissements  sont,  dans  leur  ensemble ,  à  peu  près  aussi  ra- 
pides pour  celle-ci  que  pour  l'autre,  quoique  le  tuyau  d'ascension  étant 
plus  étroit,  la  quantité  C  soit  moindre. 

Cela  indique  que  s'il  n'y  a  pas  ,  dans  l'expression  de  la  résistance  , 
un  ternie  constant  indépendant  des  vitesses,  il  y  a  au  moins  dans  les 
très  petites  vitesses  une  espèce  toute  particulière  de  résistance.  Je  l'a- 
vais déjà  remarqué  dans  les  Annales  des  Mines,  t.  XIII,  en  discutant 
les  expériences  faites ,  malheureusement  très  en  petit ,  sur  les  oscilla- 
tions de  l'eau  dans  les  siphons,  par  Dubuat,  et  dans  le  raisonnement 
placé  en  tète  de  cet  article  j'en  ai  rappelé  la  raison.  Ce  n'est  donc  que 
pour  les  vitesses  et  les  courses,  suffisamment  grandes  dans  le  tuvau  ho- 
rizontal, que  nous  pouvons  étudier  la  diminution  des  coefficients  ordi- 
naires du  frottement  dans  le  mouvement  oscillatoire. 

Quant  à  ces  très  pefitcs  vitesses,  dont  au  reste  les  ingénieurs  n'auront 
pas  en  général  à  s'occuper  dans  la  construction  des  machines  oscillantes, 
on  ne  doit  pas  s'attendre  à  y  voir  une  résistance  rigoureusement  indé- 
pendante de  la  vitesse,  puisqu'il  est  évident  que  l'ordre  des  vitesses  des 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  99 

filets  du  centre  à  la  paroi  dépend  du  chemin  parcouru  à  partir  de  la 
naissance  du  mouvement  oscillatoire ,  et  qu'il  n'y  a  rien ,  par  con- 
séquent ,  de  constant  dans  les  vitesses  relatives  de  séparation  inté- 
rieure. 

Reprenant  la  première  série  d'expériences ,  on  trouve  que  le  déchet 
total  dans  la  hauteur  peut  être  expliqtié,  à  la  rigueur,  comme  s'il  n'y 
avait  pas  de  terme  bien  sensible  de  la  résistance  en  frottement ,  fonction 
des  simples  vitesses.  Ce  terme  existe  cependant,  nous  avons  vu  qu'il 
se  manifeste  dans  les  très  petites  vitesses;  et  en  discutant  la  seconde 
série  d'expériences ,  où  les  vitesses  sont  plus  grandes  que  dans  la  pre- 
mière,  on  trouve  que  le  déchet  ne  peut  être  expliqué  sans  avoir  re- 
cours au  genre  de  résistances  qui  le  constituent. 

Il  résulte  de  là  que  le  terme  proportionnel  aux  carrés  des  vitesses 
était  diminué  quand  le  chemin  parcouru ,  à  chaque  oscillation,  dans  le 
tuyau  horizontal,  n'était  qu'une  vingtaine  de  fois  le  diamètre  de  celui-ci; 
mais  que  cela  cessait  d'être  vrai  pour  un  chemin  triple  à  chaque  oscil- 
lation. 

Ce  résultat  de  l'expérience  confirme  celui  que  j'avais  indiqué  par 
le  raisonnement  ci-dessus,  sans  pouvoir,  il  est  vrai,  annoncer  exacte- 
ment dans  quelles  limites  il  devait  être  vérifié. 

Le  même  raisonnement  faisait  pressentir  aussi  une  diminution  dans 
le  terme  proportionnel  aux  simples  vitesses,  mais  une  diminution  moins 
importante,  parce  qu'elle  dépend  d'un  rapport  simple,  au  lieu  de  dé- 
pendre de  son  carré. 

Or,  dans  la  première  série,  on  trouve  que  ce  terme  serait  bien 
suffisant  poiu-  expliquer  le  déchet,  si  son  coefficient  n'était  pas  moin- 
dre que  dans  le  luouvement  uniforme.  Il  diminue  donc  aussi,  quoi- 
que nous  ne  puissions  pas  séparer  complètement  sa  valeur  de  celle  des 
autres  [*J. 

On  voit  d'après  cela  qu'il  doit  être  avantageux ,  abstraction  faite 
de  toute  élévation  d'eau,  de  pouvoir  conduire  de  l'eau  par  un  mou- 
vement variable ,  mais  cela  ne  peut  être  vrai  que  dans  de  justes  li- 
mites. 

[*]  L'ensemble  des  résultats  du  tableau  suffirait  pour  rassin-er  sur  les  causes  d'erreur 
dont  on  a  parle  dans  la  note  de  la  page  91 ,  etc. 

i3. 
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En  (lisant  qu'au  moins  les  premières  oscillations  de  cette  série  peu- 
vent être  expliquées  au  moyen  d'un  seul  des  deux  termes  ordinaires 
de  la  résistance  en  frottement,  j'aurais  dû  ajouter  que  c'est  même  en 
estimant  à  un  ou  deux  dixièmes  au  plus  de  la  résistance  totale ,  !a  somme 
des  diverses  résistances  étrangères  énumérées  p.  91-94.  Mais  cette  éva- 
luation, que  je  donne  ici  sans  entrer  dans  des  détails,  parce  qu'elle 
est  peut-être  trop  faible,  ce  qui  est  d'ailleurs  à  l'avantage  de  mes  con- 
clusions, p.  g4î  n'est  pas  même  nécessaire  ici.  En  effet,  d'après  les  éva- 
luations de  M.  de  Prony  pour  le  mouvement  uniforme,  il  est  facile  de 
voir  que,  dans  cette  série  d'expériences,  le  terme  proportionnel  aux 
simples  vitesses  devrait  être  toujours  au  moins  aussi  grand  que  le  terme 
proportionnel  aux  carrés.  Ainsi,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  il  y  a  à 
peu  près  moitié  plus  d'avantage  à  conduire  l'eau  par  un  mouvement 
variable  que  par  lui  mouvement  uniforme,  dans  les  limites  de  ces  ex- 
périences, si  les  coefficients  de  M.  de  Prony  sont  exacts. 

Or,  si  l'on  considère  que,  dans  les  petites  vitesses,  le  troisième 
terme  quelconque  dépendant  de  la  viscosité  dénature  le  mode  de  glis- 
sement des  filets ,  il  semblera  probable  que ,  pour  des  colonnes  plus 
larges  et  moins  longues,  et  par  conséquent  pour  des  vitesses  plus 
grandes,  le  coefficient  principal  du  frottement  est  diminué  encore  bien 
davantage.  Tel  est  un  des  résultats  que  je  désire  constater  en  faisant 
des  expériences  sur  une  machine  àjlotteur  oscillant,  qui  a  été  l'objet 
d'un  rapport  favorable  à  l'Académie  des  Sciences,  le  i3  janvier  i84o. 

La  troisième  série  d'expériences  présente  un  ensemble  de  valeurs 
qui  se  lient  aux  autres  séries,  d'une  manière  assez  continue,  en  ayant 
égard  à  ce  que  j'ai  dit  sur  les  vitesses  moyennes  ,  qui  ne  sont  pas  tou- 
jours les  mêmes  à  courses  égales  dans  la  conduite  horizontale. 

La  durée  des  oscillations  n'est  pas  changée  par  les  résistances  passives 
d'une  manière  assez  notable  pour  être  remarquée.  L'observation  de  cette 
durée  a  l'avantage,  applicable  précisément  à  des  circonstances  analo- 
gues, de  permettre,  au  moyen  des  dimensions  du  tuyau  d'ascension, 
de  constater  approximativement  l'état  ou  la  longueur  d'une  conduite 
enfoncée  sous  terre.  Si,  par  exemple,  le  branchement  horizontal,  que 
j'ai  considéré  comme  l'objet  principal  tle  mes  expériences ,  se  prolon- 
geait jusqu'au  réservoir  moteur ,  au  lieu  de  s'embrancher  sur  ime  por- 
tion de  tuyau   d'un  diamètre  beaucoup  plus  grand,   le  ])endu]e  qui 
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ferait  ses  oscillations  dans  un  temps  égal  à  celui  des  oscillations  de  la 
colonne,  aurait,  comme  je  l'ai  dit,  toute  la  longueur  développée  du 
système  jusqu'à  ce  réservoir,  si  le  tuyau  d'ascension  avait  le  niénie 
diamètre. 

On  peut  encore,  par  un  moyen  analogue,  découvrir  si  le  déchet 
d'une  conduite  provient  d'im  dépôt  régulier,  car  cela  correspond  h 
une  augmentation  du  rapport  de  la  section  du  tuyau  d'ascension  a 
celle  de  la  conduite. 

Je  dois  d'ailleurs  prévenir  que  la  mesure  rigoureuse  de  la  longiunu- 
«l'une  conduite  n'est  point  indispensable  dans  ces  expériences  sur  le 
frottement  de  l'eau  dans  les  oscillations,  puisque  si  la  conduite  est 
plus  longue,  les  vitesses  frottantes  sont  moindres,  et  que  cela  ferait 
même  rigoureusement  compensation  quant  au  travail  résistant  en  frot- 
tement dans  un  tuyau  de  diamètre  constant,  si  le  frottement  était  a 
chaque  instant  proportionnel  au  carré  de  la  vitesse  de  la  surface. 

Quant  aux  portions  élargies,  soit  à  l'origine,  soit  au-dessus  de  la 
soupape,  le  frottement  étant  en  raison  inverse  des  cinquièmes  puis- 
sances des  diamètres ,  et  ces  portions  n'étant  que  des  fractions  assez 
peu  considérables  de  la  longueur  totale  développée,  il  est  clair  que 
nous  n'avons  pas  à  nous  en  occuper,  dans  un  genre  d'expériences 
oii  l'on  ne  tire  des  conséquences  qu'au  moyen  de  résultats  qui,  s'ils 
étaient  faux,  le  seraient  du  simple  au  double,  et  qui  saccord»  nt  dans 
leur  marche  générale. 

.le  dois  prévenir  aussi  que ,  n'ayant  pas  de  montre  à  secondes  à 
l'époque  où  je  6s  ces  expériences,  presque  toutes  indépendantes  de 
la  mesure  du  temps,  je  mécontentais  d'observer  assez  d'oscillations 
pour  qu'elles  fussent  comprises  dans  un  nombre  rond  de  minutes,  en 
négligeant  les  petites  erreurs  à  peine  sensibles  qui  résultaieni  de  ce 
mode  d'observation. 

Les  tuyaux  d'ascension  ne  pouvant  être,  comme  on  le  pense  bien, 
rigoureusement  cylindriques,  cela  pourrait  induire  dans  de  légères 
erreurs ,  si  l'on  ne  considérait  pas  plusieurs  oscillations.  Mais  il  est 
clair  que  ces  petites  erreurs  se  détruisent  en  partie  ,  dans  chaque 
groupe  de  deux  oscillations  ,  c'est-à-dire  entre  deux  chiffres  du  (a- 
hleau,  puisqu'il  y  a  une  descente  et  une  ascension. 

fa  hauteur  de  l'eau  du  bassin  .Saint- Victor ,  au-dessus  de  l'origine  du 
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branchement  de  aia^jSo  environ  de  long,  dont  je  me  suis  servi,  n'a  pas 
été  mesurée  exactement,  mais  elle  était  d'environ  8™.  Ce  tuyau  s'élève, 
comme  je  l'ai  dit,  par  une  pente  douce,  jusqu'au  Jardin  des  Plantes, 
à  l'entrée  duquel  il  monte  d'une  manière  plus  sensible.  Pendant  l'os- 
cillation ,  la  pression  sur  l'extrémité  est  alternativement  plus  faible 
et  plus  forte  que  pendant  l'équilibre. 

Ainsi,  en  définitive,  les  pressions  sont  très  comparables  à  la  pres- 
sion atmosphérique,  observation  indispensable  qui  n'avait  pu  être 
faite  dans  les  petits  siphons  de  Dubuat. 

Malgré  cette  hauteur  de  pression,  nous  trouvons,  pour  les  résis- 
tances passives,  des  coefficients,  moindres  que  les  expérimentateurs  ne 
les  ont  trouvés  pour  le  mouvement  imiforme  dans  les  tuyaux  de  fonte; 
on  n'a  donc  aucune  raison  de  penser  que  ces  résistances  soient  ici 
fonction  de  la  pression  comme  dans  le  frottement  des  corps  solides. 

CONCLUSIONS. 

Il  y  a ,  à  la  naissance  du  mouvement  ,  une  espèce  toute  particu- 
lière de  résistances  passives ,  qui  correspond  sans  doute  à  la  constante 
trouvée  par  divers  auteurs  dans  le   mouvement  uniforme. 

Mais  bientôt  les  filets  liquides  glissent  les  uns  sur  les  autres,  selon 
une  loi  qui  change  le  mode  d'action  des  résistances  passives.  Les  deux 
termes  de  l'expression  de  la  résistance  en  frottement  dans  le  mou- 
vement uniforme  sont  diminués  en  somme  d'environ  moitié,  si  les 
coefficients  de  M.  de  Pronj  sont  exacts,  et  c'est  le  terme  proportionnel 
aux  carrés  des  vitesses  qui  paraît  être  le  plus  diminué. 

Ainsi,  pour  le  mouvement  oscillatoire  de  leau  dans  les  tuyaux  de 
conduite ,  les  coefficients  des  frottements  sont  moindres  que  dans  le 
mouvement  uniforme,  quand  les  vitesses  ne  sont  pas  excessivement 
petites.  Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  cela  est  vrai  seulement 
dans  le  cas  où  les  amplitudes  oti  courses  des  oscillations  ne  sont  pas 
trop  grandes  par  rapport  au  diamètre  de  la  conduite.  Si  cette  course 
dépasse  certaines  limites ,  il  finit  par  s'établir  un  mode  de  glissement 
intérieur  qui  se  rapproche  de  celui  du  mouvement  uniforme.  Alors  il 
est  prudent  de  ne  plus  compter  sur  la  diminution  des  coefficients  des 
frottements,  même  quand  les  vitesses  sont  grandes. 

Il  ne  parait  pas  que  la  pression  exerce  d'influence  sensible  sur  les 
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frottements.  Qtiantaux  durées  des  oscillations,  elles  sont  sensiblement 
indépendantes  des  résistances  passives. 

Ces  conclusions  me  semblent  devoir  être  considérées ,  abstraction 
faite  des  machines  de  mon  invention,  comme  applicables  à  riivdrau- 
lique  pratique.  Cependant  il  faut  remarquer  que  les  plus  grandes 
vitesses  mojennes  considérées  dans  cette  Note  n'étaient  pas  de  o™,4 , 
quoique  la  loi  générale  me  semble  incontestable. 

Nota.  Depuis  que  ces  conclusions  sont  imprimées,  j'apprends  que 
M.  Mary,  ingénieur  en  chef  directeur  des  eaux  de  Paris,  a  fait  des  expé- 
riences inédites  sur  le  mouvement  permanent  de  l'eau  dans  des  tuyaux  de 
conduite  de  trois  à  quatre  décimètres  de  diamètre  et  de  trois  à  quatre 
nulle  mètres  de  long,  où  le  débit,  calc.ulépar  les  formules  de  Prony, 
était  augmenté  d'environ  un  cinquième,  pour  diverses  vitesses  que  l'on 
rencontre  dans  la  pratique,  et  dont  les  plus  grandes  étaient  de  près  de 
I  mètre  par  seconde.  On  conçoit  que  des  formules  établies  au  moyen 
de  tubes  d'un  petit  diamètre,  ou  de  tuyaux  plus  ou  moins  obstrues, 
peuvent  bien  avoir  donné  des  résistances  trop  fortes.  Or,  un  cinquième 
d'augmentation  dans  le  débit  réduisant  aux  deux  tiers  environ  la  somme 
des  coefficients  des  résistances  passives,  on  pourrait  croire  que  le  ré- 
sultat de  la  présente  Note  provient  simplement  d'une  erreur  dans  les 
coefficients  Prony.  Il  est  donc  essentiel  de  remarquer  que  ces  coeffi- 
cients se  sont  retrouvés  en  entier  dans  mes  expériences,  quand  le  che- 
min parcouru  à  chanue  oscillation  dans  le  tuyau  de  treize  centimètres 
de  diamètre,  était  une  soixantaine  de  fois  ce  diamètre.  Je  n'examine  pas 
en  ce  moment  si  cela  provenait  des  résistances  étrangères  au  frotte- 
ment. J'insiste  seulement  sur  ce  que,  pour  des  courses  moindres,  les 
coefficients  des  résistances  passives  étaient  réellement  diminués  par  la 
nature  du  mouvement  oscillatoire  j  et  je  pense  que  si,  dans  des  tuyaux 
de  dimensions  beaucoup  plus  grandes,  ils  ont  été  réduits  aux  deux  tiers 
pour  le  mouvement  uniforme,  ils  pourront  être  réduits  à  un  tiers  pour 
le  mouvement  oscillatoire,  ce  qui  permettra  d'élever  l'eau  à  des  hau- 
teurs triples  de  celles  que  j'avais  d'abord  calculées,  dans  la  machine 
de  mon  invention,  qui  a  été  l'objet  d'un  Rapport  et  d'un  Mémoire 
de  M.  Coriolis,  tome.  III  de  ce  Journal,  page  437. 
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MAXIMUM  ET   LE  MINIMUM    DES   FIGURES  DANS  LE  PLAN, 

SUR  LA  SPHÈRE  ET  DAINS  L'ESPACE  E>'  GÉNÉRAL; 

Par  J.  STEINER, 

Membre  rie  rAcadémie  de  Berlin  [*]. 


PREOTER  MÉMOIRE. 


On  ne  s'est  pas  assez  appliqué  jusqu'ici  à  vaincre  les  difficultés  qui 
se  présentent  quand  on  recherche  les  propriétés  des  figures  géomé- 
triques qui  donnent  lieu  à  des  marima  et  à  des  mininia ,  ou  du 
moins  on  n'a  pas  été  heureux  dans  les  tentatives  faites  dans  cette 
direction.  Or  il  existe  deux  méthodes  pour  traiter  cette  matière  : 
l'une  d'elles,  la  méthode  synthétique,  réputée  insuffisante,  a  été  de 
nos  jours  presque  entièrement  négligée;  on  ne  s'est  guère  occupé 
que  de  l'autre,  de  la  méthode  analytique,  que  l'on  croyait  préfé- 
lahle  sous  tous  les  rapports.  Mais  il  y  a  bien  des  cas  où  les  règles 
générales  que  l'analyse  fournit  ne  conduisent  ni  directement  ,  ni 
facilement  au  but  ;  il  y  en  a  d'autres  où  elle  ne  parait  pas  propre  à 
faire  découvrir  la  cause,  l'origine  du  maximum  et  du  minimum  : 
elle  ne  s'attache  alors  qu'à  des  propriétés  secondaires,  qui  sont  liées 
plus  ou  moins  intimement  à  cette  cause  primitive,  mais  qui  ne  la  cons- 


[*]  Ce  Mémoire  a  été  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  le  i5  mars  1841  : 
l'auteur  l'a  composé  en  langue  allemande;  nous  devons  à  l'obligeance  de  M.  le  docteur 
fVcrtheim  la  traduction  qu'on  imprime  ici.  (J.   L.) 

Tome  VI. -Avril  1841.  l4 
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titiient  pas.  Il  semble  donc  utile  de  changer  de  route  et  de  lecourir 
à  l'ancienne  méthode,  mal  à  propos  abandonnée. 

Quoiqu'il  soit  impossible  d'établir  un  principe  unique  applicable 
également  à  toutes  les  matières  que  nous  aurons  à  traiter  ,  on  verra 
pourtant  qu'il  existe  un  certain  nombre  de  propriétés  fondamentales , 
d'où  découlent  autant  de  séries  de  théorèmes ,  intimement  liés  les 
uns  aux  autres.  C'est  ainsi  qu'on  est  souvent  conduit  à  des  théo- 
rèmes qui  ne  sauraient  être  démontrés  qu'avec  une  très  grande  dif- 
ficulté ,  quand  on  les  attaque  isolément  par  la  voie  directe  ;  par 
exemple,  les  théorèmes  des  n°'  62  et  63  du  Mémoire  qui  suit.  Les  pro- 
priétés fondamentales  une  fois  établies ,  les  théorèmes  en  dérivent  , 
pour  ainsi  dire  ,  comme  d'une  source  commune ,  qui  laisse  apercevoir 
leur  dépendance  mutuelle,  ce  que  nous  considérons  comme  tout  aussi 
important,  tout  aussi  utile  pour  le  progrès  des  sciences,  que  la  décou- 
verte même  des  théorèmes. 

On  doit  à  Lhuilier  [*]  les  recherches  les  plus  étendues  sur  les 
maxima  et  miniina  dans  la  Géométrie  envisagés  sous  un  point  de 
vue  élémentaire;  la  méthode  synthétique  lui  a  semblé  mieux  con- 
venir à  ce  genre  de  recherches.  En  résumant  tout  ce  que  ses  devan- 
ciers avaie-nt  découvert,  à  partir  des  Grecs  jusqu'à  R.  Siinson  et 
autres ,  il  a  corrigé  ,  avec  sa  sagacité  ordinaire ,  tout  ce  qui  s'y  trou- 
vait de  faux ,  et  il  a  fait  faire  lui-même  un  grand  pas  à  cette  partie 
de  la  science.  Il  est  bien  à  regretter  que  ses  successeurs  aient  cru 
devoir  abandonner  cette  marche  si  naturelle;  on  cite  bien  quelquefois 
son  ouvrage  ,  on  lui  emprunte  même  quelques  exemples ,  mais  on 
néglige  entièrement  sa  méthode  ;  et  ceux  mêmes  qui  tenaient  encore 
à  la  synthèse  géométrique  [Legendre ,  Hirsch ,  etc.),  tout  en  conser- 
vant ses  théorèmes,  ont  rejeté  les  démonstrations  simples  qu'il  en 
avait  données.  Mais  il  est  arrivé  de  là  aussi  que  la  belle  simplicité, 
l'extrême  élégance  des  démonstrations  s'est  bientôt  perdue,  que  l'on 
a  cessé  d'apercevoir  la  liaison  intime  qui  subsiste  entre  les  théorèmes, 
et  que  tout  développement  ultérieur  de  cette  doctrine  a  été  ainsi  arrêté. 
Bien  plus ,  séduits  par  la  facilité  que  donne  le  calcul  pour  résoudre 

i\  De  relatione  muttui  capacitatis  et  terminorum  figurarum,  etc.  Farsoviœ  ,  1 987  ; 
et  Abrégé  d'Isopérimétrie  élémentaire,  etc. 
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certaines  classes  de  questions  relatives  aux  inaxiina  et  viinima,  quel- 
ques géomètres  ont  même  conseillé  l'abandon  entier  de  la  synthèse  , 
pour  se  livrer  uniquement  à  la  voie  plus  facile  de  l'analyse.  Mais 
c'était  exagérer  dans  un  sens,  comme  Lhuillier  lui-même  l'avait  fait 
dans  l'autre  ,  quand  il  prétendait  que  beaucoup  de  théorèmes  ne 
pouvaient  pas  être  démontrés  au  moyen  du  Calcul  différentiel.  Nous 
croyons  que  les  deux  méthodes,  bien  loin  de  s'exclure  et  de  se 
repousser  mutuellement  ,  sont  au  contraire  indispensables  pour 
vaincre  les  grandes  difficultés  de  la  matière,  et  conduire  ainsi  à  la 
solution  des  nombreux  problèmes  qui  restent  encore  à  traiter;  luie 
fois  le  but  atteint ,  il  sera  toujours  temps  de  comparer  entre  elles  ces 
deux  méthodes  et  les  services  qu'elles  auront  pu  rendre. 

Aucune  branche  de  la  (léométrie  ne  paraît  soumise  en  effet  à 
autant  de  difficultés  que  celle  dont  il  s'agit  :  quand  on  croit  avoir 
trouvé  une  méthode  directe  et  générale,  on  rencontre  à  l'imjiroviste, 
à  côté  de  problèmes  très  simples ,  des  problèmes  qu'elle  aborde  à  peine 
ou  même  qu'elle  ne  peut  pas  résoudre;  et  ici  le  succès  dépend  tellement 
du  point  de  vue  auquel  on  se  place ,  que  souvent  des  difficultés  qui 
paraissent  insurmontables  par  certains  moyens,  disparaissent  dès  qu'on 
les  attaque  par  un  autre  en  quelque  sorte  trivial.  Tel  est,  par  exemple , 
le  théorème  du  n"  20 ,  relatif  aux  figures  sphériques.  Et  ceci  est  égate- 
ment  vrai  pour  des  systèmes  entiers  de  propositions  comme  pour  des 
théorèmes  isolés. 

Je  pense  avoir  choisi  la  route  la  plus  avantageuse  pour  certauies 
classes  de  maxima  et  minima;  car  je  suis  parvenu  à  des  théorèmes 
fondamentaux,  d'où  un  grand  nombre  de  solutions  découlent  d  une 
manière  élégante  et  facile;  mais  il  est  bien  des  questions,  princi- 
palement parmi  celles  relatives  aux  figures  dans  l'espace ,  dont  la  so- 
lution m'a  échappé  et  semble  exiger  des  mo\  ens  nouveaux.  G  est  pour 
ce  cas  surtout  que  les  deux  méthodes  se  réuniront  avec  avantage  ; 
la  méthode  synthétique  aura  à  fournir  des  bases  solides,  à  établir  les 
théorèmes  fondamentaux  ,  à  montrer  enfin  à  l'analyse  le  chemin  qu'elle 
doit  suivre  pour  pouvoir  déployer  librement  toute  sa  force,  et  pour 
discuter  ultérieurement  les  questions  proposées;  aussi  est-ce  là  la 
marche  que  l'on  a  généralement  suivie  sans  toujours  l'avouer. 
J'ai  déjà  publié  plusieurs  extraits  de  mes   recherches  concernant 

i4- 
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les  innxima  et  niifiiina  en  géométrie  [*].  Le  Mémoire  suivant  a  pour 
objet  les  relations  entre  les  aires  et  les  périmètres  des  figures 
dans  le  plan  et  sur  la  sphère;  il  a  trait  à  la  première  des  cinq 
méthodes  que  j'ai  suivies  dans  ces  recherches  ,  et  qui  toutes  sont 
applicables  aux  figures  planes.  Quoique  ces  cinq  méthodes  ne  diffé- 
rent que  par  la  marche  des  raisonnements  qui  conduisent  au  théo- 
rème principal,  on  ne  peut  pourtant  se  passer  de  leur  concours 
commun,  cartel  théorème  qui  s'offre  de  lui-même,  quand  on  suit 
l'une  des  méthodes,  ne  pourrait  être  trouvé  par  aucune  des  autres 
qu'avec  la  plus  grande  difficulté.  La  seconde  de  ces  cinq  méthodes 
s'applique  également  aux  figures  sphériques;  mais  nous  serons  obligés 
de  recourir  aux  trois  dernières  pour  traiter  le  cas  de  l'espace  d'une 
manière  en  quelque  sorte  analogue. 

La  première  méthode  consiste  à  établir  d'abord  deux  théorèmes 
fondamentaux  de  la  plus  grande  simplicité ,  et  d'où  découle  un 
théorème  que  nous  nommerons  principal ,  parce  qu'il  sert  de  base 
à  tout  ce  qui  suit  :  on  verra  par-là  qu'il  existe  une  liaison  parricu- 
lière  et  intime  entre  les  figures  susceptibles  d'un  maximum  ou  d'un 
minimum  ,  notamment  qu'elles  entrent  comme  parties  constitutives 
de  la  figure  à  laquelle  le  théorème  principal  se  rapporte,  et  que  les 
fondements  sur  lesquels  celui-ci  repose  peuvent  également  servir  a 
en  démontrer  d'autres  beaucoup  plus  compliqués,  et  bien  plus  diffi- 
ciles en   apparence. 

DES  FIGURES  PLANES  ET  SPHÉRIQUES. 

§  I.    Théorèmes  jondamentaiix  sur  les  figures  planes. 

1.  Lenime.  Les  sommets  de  tous  les  triangles  isoscèles  construits 
sur  la  même  base ,  se  trouvent  sur  la  droite  qui  passe  par  le  milieu  de 
la  base  et  qui  est  perpendiculaire  sur  elle  ;  de  deux  quelconques  de  ces 
triangles,  celui  qui  a  le  plus  grand  périmètre  a  aussi  la  plus  grande  aire, 
et  réciproquement. 

[*]  ^oyez  le  Journal  de  M.  Crelle,  et  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin;  les 
extraits  de  quelques  Mémoires  inédits  se  trouvent  aussi  dans  les  Comptes  rendue  de 
cette  Académie. 
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'2.   Leinme.  Les  surfaces  de  tous  les  triangles  construits  sur  la  même 

hase  sont  entre  elles  comme  leurs  hauteurs,  et  réciproquement.  Lorsque 

les  triangles  sont  équivalents,  les  sommets  sont  sur  une  droite  parallèle 

à  la  base. 

Premier  théorème  fondamenml. 

3.  I".  Entre  tous  les  tria?igles  isopcriinètivs  et  de  morne  hase  le 
triangle  isoscèle  est  un  maximum. 

2°.  De  deux  de  ces  triangles,  celui  qui  aura  l'angle  le  plus  petit 
ou  le  plus  grand  à  la  hase,  ou  hien  dont  l'un  des  côtés  sera  le  plus 
petit  ou  le  plus  grand,  sera  le  plus  petit  lui-même,  et  récipro- 
quement. 

DiÎMONSTRATioK.  i" .  Soicut  le  triangle  isoscèle  ACB  et  le  non  isoscèle 
ADIÎ  [Planche  T ,  Jlg.  i),  construits  sur  la  même  base  .AB,  et  soit 
en  même  temps  AC  4- BC  =  AD  +  BD  ;  puisqu'il  y  a  toujours  une 
|)artie  AEB,  qui  est  commune  aux  deux  triangles,  le  théorème  sera 
démontré  quand  on   aura  prouvé  que  l'on  a  triangle  AEC  >  BED. 

L'angle  a  est  égal  -a  l'angle  fi,  donc  on  a  ,^;  >  7  et  AE  >  BE. 
Faisons  EF  =  EB,  et  prenons  sur  la  ligne  EC,  EG  =  ED;  je  dis  que 
le  point  C,  doit  nécessairement  tomber  entre  C  et  E.  Car  supposons 
que  G  tombât  en  C,  alors  ED  étant  égal  à  EC,  les  deux  triangles 
BED  et  FEC  seraient  égaux,  d'où  résulterait  FC  =  BD;  en  même 
temps  la  ligne  DF  serait  égale  à  BC;  donc  (puisque  par  hvjx)- 
these  AC  4-  BC  =  AD  +  BD)  on  aurait  BD  +  AF  =  FC  +  AF  =  AC , 
c'est-à-dire  que  la  somme  de  deux  côtés  d'un  triangle  serait  égale  au 
troisième,  ce  qui  est  im|wssible.  Le  point  G  peut  (encore  moins  tomber 
au-delà  de  C,  par  exemple  en  H;  car  on  aurait  alors,  par  les  mêmes 
raisons,  AF  -\-  IH  4-  HC  =  AC,  c'est-à-dire  que  la  ligne  brisée  AFIIC 
serait  égale  à  la  droite  AC.  Donc  le  point  G  doit  tomber  entre  E  et  C. 
Cela  étant,  on  a  triangle  FEG  =  BED;  donc  triangle  AEC  >  BED; 
donc  aussi  le  triangle  isoscèle  ACB  est  jilus  grand  que  le  triangle 
non  isoscèle  ADB. 

2".  Soient  ACB,  ADB  \^Jig.  1)  deux  triangles  isopérimeires  quel- 
conques de  même  base;  désignons  par  y  le  plus  petit  des  cpiatre 
angles  à  la  base,  ce  qui  exige  que  7  <  /3;  nous  pourrons  démontrer 
comme  nous   venons  de  le  faire  (1".)  que  triangle  ADB  <  ACB,  c'est- 
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à-dire  que  le  triangle  qui  a  le  plus  petit  angle  à  la  base  est  le  plus 
petit.  —  On  peut  prouver  de  même  que  le  triangle  ADB  est  plus  petit 
que  le  triangle  ACB,  quand  on  suppose  que  o*  est  le  plus  grand  des 
angles,  ou  que  BD  est  le  plus  petit  des  cotés,  ou  enfin  que  AD  est  le 
plus  grand  des  côtés.  Pour  cela  il  suffit  de  démontrer  que  l'hypothèse 
précédente  '/  <  j'5  entraine  nécessairement  ces  trois  conditions.  Pour 
prouver  que  &  est  le  plus  grand  des  angles,  c'est-à-dire  pour  prouver 
qu'on  a  o*  >  a ,  retournons  le  triangle  ADB  de  manière  à  lui  faire 
prendre  la  position  AD,  B  dans  laquelle  les  angles  -y  et  o*  tomberont 
en  y,  et  â, ,  on  aura  y  =  y, ,  â  =  â,  ;  le  sommet  D,  doit  nécessai- 
rement tomber  au-delà  du  côté  AC,  puisqu'on  a  (i  > '/,  (  =  '/)> 
d'après  cela  on  voit  que  c?,  sera  plus  grand  que  a,  donc  â  >  a.  Pour 
prouver  que  BD  est  le  plus  petit  et  AD  le  plus  grand  des  quatre  côtés  , 
j'observe  que  AD  ne  peut  être  ni  égal  à  AC ,  ni  plus  petit  que  AC , 
en  sorte  qu'il  faudra  que  AD  soit  plus  grand  que  AC  et  par  suite 
BD  <  BC.  D'abord  si  l'on  admettait  que  AD  fut  égal  à  AC,  alors  BD 
serait  égal  à  BC ,  et  le  triangle  ADB  serait  égal  au  triangle  ACB ,  ce  qui 
est  impossible.  En  second  lieu  ,  si  Ton  avait  AD  <  AC,  il  en  résul- 
terait BD  >  BC ,  et  dans  le  triangle  ACD  l'angle  ACD  devrait  être  plus 
petit  que  l'angle  ADC;  en  même  temps  dans  le  triangle  BCD  on  au- 
rait angle  BCD  >  BDC ,  ce  qui  est  impossible.  Il  s'ensuit  que  AD  >  AC 
et  BD  <  BC.  On  démontrerait  de  la  même  manière  que  l'on  a 
BD,  >  BC,  AD,  <  AC,  ou  bien  AD  >  BC,  BD  <  AC.  Il  est  donc 
prouvé  qu'en  effet  BD  est  le  plus  petit  et  AD  le  plus  grand  des  quatre 
côtés.  —  On  prouverait  par  une  démonstration  semblable  que  réci- 
proquement chacune  de  ces  trois  conditions  entraîne  la  première,  sa- 
voir ,  y  <  1*5,  et  par  suite,  triangle  ADB  <  ACB,  et  que  de  même 
l'existence  de  ces  quatre  relations  est  une  conséquence  nécessaire  de  la 
supposition  triangle  ADB  <  ACB. 

On  voit  que  la  seconde  partie  du  théorème  (2".)  renferme  comme 
un  cas  spécial  la  première  (i".  ),   qui   est   l'énoncé    du   maximum 
Chacune  de  ces  parties  nous  sera  utile  dans  la  suite. 

4.  Entre  tous  les  triangles  de  même  hase  et  de  même  surface,  le 
triangle  isoscèle  est  celui  qui  a  le  plus  petit  périmètre. 

Démonstration.  Soit  G  le  triangle  isoscèle  et  U  un  triangle  non  isos- 
cèle quelconque  de  même  base  et  de  même  surface;  désignons  par  G, 
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un  autre  triangle  isoscèle,  construit  sur  la  même  base,  et  dont  le  péri- 
mètre soit  égal  à  celui  de  U  :  on  aura  (5)  G,  >  U ,  et  (  puisque 
U  =  G),  G,  >  G;  donc  (1)  périmètre  G,  >  périmètre  G,  ou  bien 
périmètre  U   >   périmètre  G. 

5.  Entre  tous  les  triangles  de  même  périmètre ,  le  triangle  équila- 
téral  est  un  maximum,  et  récipro(jueme?it  :  entre  tous  les  triangles  de 
même  surface  le  triangle  équilatèral  a  le  plus  petit  périmètre. 

\'"'  Démonstration.  Le  triangle  maximum  correspondant  au  péri- 
mètre donné  àoV  toujours  être  isoscèle,  que  l'on  prenne  tel  ou  tel 
de  ses  côtés  pour  base;  donc  ses  côtés  pris  deux  à  deux  doivent  être 
égaux;  donc  les  trois  côtés  sont  égaux  entre  eux. 

Cette  démonstration  ne  laisse  à  la  vérité  rien  à  désirer  sous  le 
rapport  de  la  justesse  et  de  la  rigueur;  mais  elle  est  incomplète  en 
ce  qu'elle  ne  montre  pas  clairement  aux  yeux  pourquoi  deux  triangles 
de  même  périmètre  étant  donnés,  dont  l'un  est  équilatèral,  l'autre 
non  équilatèral,  le  premier  est  plus  grand  que  le  second.  Pour  re- 
médier à  cet  inconvénient,  Lhuilier  a  donné  une  démonstration  par 
laquelle  on  s'approche  de  plus  en  plus  du  triangle  équilatèral,  en 
transformant  indéfiniment  le  triangle  non  équilatèral  donné  en  trian- 
gles isoscèles  de  même  périmètre;  mais  cette  démonstration  n'est  pas 
non  plus  absolument  satisfaisante.  J'ai  tâché  de  combler  cette  lacune 
par  la  démonstration  suivante  : 

2""  Démonstration.  Soit  donné  un  triangle  non  isoscèle  quelcon(|ue 
U;  construisons  sur  le  côté  le  plus  grand,  pris  pour  base,  un  triangle 
isoscèle  G  de  même  périmètre;  on  aura  3)  G  >  U  :  représentons 
ce  triangle.  G  par  ABC  [Jig.  3).  Par  hypothèse  la  base  AB  est  pins 
glande  et  chacun  des  côtés  AC  et  BC  plus  petit  que  le  tiers  du  péri- 
mètre. Soit  donc  la  partie  BD  de  la  base  égale  au  tiers  du  périmètre; 
prenons  sur  le  prolongement  du  côté  adjacent  BC  le  point  E  tel 
que  le  triangle  DEB  soit  isopérimètre  au  triangle  ACB  ;  on  aura 
DE  -f-  EC  =  AD  +  AC  (puisque  BD  et  BC  appartiennent  aux  deux  pé- 
rimètres). BC  étant  plus  petit  que  le  tiers  du  périmètre,  il  s'ensuit 
BD  >  BC  et  l'angle  .r  plus  grand  que  l'angle  j,  ensuite  angle 
ADC  >  ECD,  d'où  triangle  ECD  >  ADC  (5,  i".),  et  enfin 
DEB  >  ACB,  ou  triangle  DEB  plus  grand  que  triangle  G.  Soit  main- 
tenant le  triangle  DFB  équilatèral   et  par  suite  ayant   un  ])ériinftre 
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égal  à  celui  de  DEB(ou  G  et  Uj  dont  BD  est  le  tiers;  alors  on  a  triangle 
DFB  >  DEB(3),  donc  DFB  >  G ,  et  à  Jortio ri  BFB  >  U.  —  Cette 
démonstration  est  directe   et   rigoureuse  en  même  temps. 

Le  théorème  réciproque  se  démontre  facilement  par  voie  indirecte, 
comme  le  précédent,  ou  bien  il  peut  être  déduit  de  celui-ci  : 

Second  théorème  fondamental . 

6.  Entre  totis  les  triangles  construits  avec  deux  côtés  donnés,  celui 
dans  lequel  ces  deux  côtés  seront  perpendiculaires  l'un  à  l'autre  sera 
un  maximum. 

Démonstration.  Si  l'on  prend  l'un  des  côtés  donnés  pour  base, 
la  surface  du  triangle  augmente  quand  la  hauteur  augmente;  or 
celle-ci  est  la  plus  grande  possible,  quand  elle  est  égale  à  l'autre 
côté  donné,  c'est-à-dire  quand  ce  côté  est  perpendiculaire  à  ia  base. 

Il  y  a  une  démonstration  de  ce  théorème  plus  analogue  à  celle  qui 
concerne  les  triangles  sphériques  (14).  La  voici  : 

Soit  AB  (Jig-  4^  1'""  des  côtés  donnés  pris  pour  base  fixe;  les  sommets 
de  tous  les  triangles  que  l'on  peut  construire  avec  les  côtés  donnés,  sont 
situés  dans  un  cercle  FCG,  qui  a  le  point  A  pour  centre  et  l'autre  côté 
AC  pour  rayon  ;  tirons  les  droites  FG ,  DE , .  . .  parallèlement  à  la  base 
AB;  elles  rencontreront  en  général  le  cercle  en  deux  points.  Ces  points 
de  rencontre  sont  les  sommets  de  deux  triangles  équivalents,  cons- 
truits avec  les  côtés  donnés,  par  exemple  des  triangles  ADB  et  AEB; 
l'aire  de  ces  triangles  devient  d'autant  plus  grande  que  la  parallèle  est 
plus  éloignée  de  la  base,  et  il  est  clair  que  cette. distance  est  la  plus 
grande  possible  quand  la  parallèle  est  tangente  en  C;  mais,  dans  ce 
cas,  il  n'y  a  qu'un  seul  ti'iangle  ACB  :  dans  ce  triangle,  qui  est  un 
maximum ,  les  côtés  donnés  AB  et  AC  sont  perpendiculaires  l'un  à 
l'autre. 

7.  Entre  tous  les  tiiangles  dont  la  somme  des  deux  côtés  est  don- 
née, celui  dans  lequel  ces  deux  côtés  sont  égaux  et  perpendiculaires 
l'un  à  l'autre  est  un  maximum. 

Démonstration.  Que  l'on  répartisse  la  somme  donnée,  comme  l'on 
voudra,  sur  les  deux  côtés,  le  triangle  maximum  sera  toujours  celui 
qui  aura  ces  deux  côtés  perpendiculaires  l'un  à  l'autre  (6);  il  ne  reste 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  ,,3 

donc  qu'à  démontrer  que  le  triangle  isoscele  est  le  plus  grand  de 
tous  ces  triangles  rectangles.  Imaginons  pour  cela  un  triangle  isos- 
cele construit  sur  l'hypoténuse  de  l'un  de  ces  triangles  rectansfles 
non  isoscèles,  et  dont  la  somme  des  côtés  soit  la  même;  il  sera  plus 
grand  que  le  triangle  non  isoscele,  mais  plus  petit  que  le  triangle 
isoscele  rectangle,  dont  les  côtés  de  l'angle  droit  sont  égaux  à  ses 
côtés. 

Remarquons  encore  que  le  produit  de  deux  parties  d'une  droite 
donnée  est  le  plus  grand  possible,  quand  ces  parties  sont  égales,  ou 
que  le  rectangle  est  le  plus  grand  des  parallélogrammes  à  côtés  donnés, 
et  qu'entre  tous  les  rectangles  de  même  périmètre  le  carré  est  un 
maximum. 

§  II.    Théorèmes  Jondamentaux  pour  les  figures  sphériques. 

S.  Lemme.  Les  sommets  de  tous  les  triangles  sphériques  de  même 
base  se  trouvent  sur  le  grand  cercle,  qui  est  perpendiculaire  à  la  base 
en  son  milieu;  de  deux  quelconques  de  ces  triangles  celui  qui  a  le  plus 
grand  périmètre  est  le  plus  grand ,  et  réciproquement. 

î).  Lemme.  L'aire  d'un  triangle  sphérique  de  base  donnée  est  d'au- 
tant plus  petite  ou  plus  grande  que  le  cercle  qui  passe  par  son  som- 
met et  par  les  points  diamétralement  opposés  aux  extrémités  de  sa  base, 
est  plus  ou  moins  incliné  sur  cette  base  (c'est-à-dire  selon  que  l'angle 
formé  parce  cercle  et  la  base  est  plus  petit  ou  plus  grand).  Il  s'ensuit 
que  les  sommets  de  tous  les  triangles  de  même  surface  se  trouvent  sur 
un  même  cercle,  et  réciproquement  [*],  et  que  tout  autre  triangle  a  une 


[*]  J'ai  démontré  ce  théorème  pour  la  première  fois  dans  un  aiémoire  intitulé  :  De 
In  transformation  tt  de  ta  division  des  figures  sphériques  au  moyen  de  constructions 
géométriques.  {Journal  de  M.  Crelle,  tome  II,  page  45  ,  mars  1827.  )  Fonde  sur  ce 
théorème,  le  Mémoire  dont  je  parle  avait  pour  but  de  rapprocher  les  opérations  de 
la  géométrie  sphérique  de  celles  de  la  géométrie  plane. 

Ce  théorème  avait  déjà  été  démontré,  du  moins  en  partie,  d'abord  par  Lcxell , 
et  plus  tard  par  Lcgendre ;  mais  il  n'est  devenu  d'une  application  facile,  que  par  ce 
complément  indispensable  :  que  le  cercle  qui  contient  les  sommets  de  tous  les  triangles 
équivalents  passe  par  tes  points  opposés  aux  extrémités  de  ta  base.  Nous  en  rappel- 
Tome  VI. —Avril  1841.  l5 
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aire  plus  petite  ou  plus  grande  que  ceux-ci ,  selon  que  son  sommet  se 
trouve  dans  l'espace  compris  entre  la  base  et  le  cercle  ,  ou  bien  au-delà 
de  ce  cercle.  • 


lerons  succinctement  la  démonstration  ,  parce  que  tous  les  lecteurs  ne  sont  peut-être 
pas  à  même  de  recourir  au  Mémoire  cité. 

?<*ous  supprimons  les  figures ,  auxquelles  il  sera  facile  de  suppléer. 

1°.   Les  angles  à  la  base  sont  égaux  dans  le  triangle  sphérique  isoscèle. 

2".  Dans  tout  quadrilatère  sphérique  ABCD  inscrit  dans  un  cercle,  la  somme  des 
angles  opposés  est  la  même ,  en  sorte  que  l'on  a 

A-|-C  =  B-I-D; 

car  si  Ton  joint  le  pôle  P  du  cercle  aux  sommets  du  quadrilatère  au  moyen  des 
rayons  sphériques  (ou  arcs  de  grand  cercle)  PA,  PB,  PC,  PD,  on  obtient  quatre 
triangles  isoscèles  APB,  BPC,  etc.,  dont  chacun  a  les  angles  à  la  base  égaux  entre  eux, 
d'où  résulte 

A-l-C  =B  -f-  D. 

3".  Tirez  la  diagonale  AC  dans  ce  même  quadrilatère  inscrit,  désignez  par  a  et  2, 
les  deux  parties  dans  lesquelles  elle  divise  l'angle  A,  et  de  même  par  7  et  7,  les  parties 
de  l'angle  C,  de  manière  que  les  angles  a  et  7  appartiennent  au  triangle  ABC,  et  a, ,  7, 
au  triangle  ADC,  vous  aurez 

a  +  a,  +  V  -t-  7,  =  B  -I-  D  (2°), 
(a-^7)-B  =  D-(a,  +  7,) 

Fixons  les  trois  sommets  A,  D,  C,  tandis  que  B  décrit  l'arc  ABC;  alors  les  angles 
B,  X,  7  changeront  de  grandeur,  mais  la  différence  a  -H  7  —  B  est  constante,  puis- 
qu'elle reste  toujours  égale  à  la  différence  invariable  D  —  (x,  -f-  7,);  donc  la  hase 
AC  d'un  triangle  sphérique  ABC  étant  connue  de  grandeur  et  de  position ,  et  la  dif- 
férence entre  la  somme  des  a/igles  adjacents  à  la  base  (a  -)-  p)  et  l'angle  au  sommet 
(V)  étant  donnée ,  le  lieu  géométrique  du  sommet  est  un  certain  cercle  P  qui  passe 
toujours  par  les  extrémités  A  et  C  de  la  base. 

4°.  Désignons  en  outre  par  A,  et  C,  les  points  opposés  aux  points  fi.xes  A  et  C;  ils  se 
trouvent  sur  les  cotés  AB  et  BC  prolonges  au-delà  de  B,  de  manière  qu'on  a  deux 
triangles  opposes  au  sommet,  ABC  et  A,BC,,  qui  changent  simultanément  ;  leurs  angles 
au  sommet  commun  B  étant  opposés,  sont  égaux,  et  les  angles  a,  7  et  A,,  C,, 
adjacents  aux  bases  fixes  AC  et  A,C,,  sont  suppléments  les  uns  des  autres,  de  ma- 
nière qu'on  a 

a-i- A,  =  ^,     7  -!-  C,  =77; 
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10.  Leniine.  Quand  des  cercles  se  touchent  sur  la  surface  de  la 
sphère ,  leur  point  de  contact  se  trouve  sur  le  même  grand  cercle  avec 
leurs  pôles,  de  manière  que  le  grand  cercle  qui  passe  par  deux  de  ces 
points,  passe  nécessairement  par  le  troisième. 

Premier  théorème  fondamental. 

H.  I.  Entre  tous  les  triangles  sphériques  de  même  base  et  de  même 
périmètre,   le  triangle  isoscèle  est  un  maximum. 

11.  Entre  deux  de  ces  triangles,  celui  qui  a  l'angle  le  plus  petit  ou 
le  plus  grand  à  la  base ,  ou  dont  l'un  des  côtés  est  le  plus  petit  ou  le 
plus  grand ,  est  le  plus  petit  lui-même ,   et  réciproquement . 

La  démonstration  de  ce  théorème  ressemble  parfaitement  à  celle  du 
théorème  analogue  (5)  ;  on  n'a  qu'à  remarquer  que  les  triangles  sphé- 
riques  correspondants  aux  triangles  plans  lŒD  et  FEG  [fig.  i)  ne 
sont  pas  égaux,  mais  symétriques;  ce  qui  ne  nuit  en  rien  au  raisonne- 
ment (deux  triangles  symétriques  peuvent  toujours  d'ailleurs  être  divi- 
sés en  parties  égales).  Cette  remarque  servira  de  même  pour  les  cas 
suivants,  dans  lesquels  une  différence  pareille  se  fait  remarquer. 

12.  Entre  tous  les  triangles  sphériques  équivalents  et  de  même 
hase ,  le  triangle  isoscèle  a  le  plus  petit  périmètre. 


puisque  (S")  a  -t-  7  —  B  est  constant  et  égal  à  D  —  (a,  -t-  7,),  que  nous  appellerons 
K ,  on  obtiendra  donc 

A,  -I-  B  4-  C.  =  277  —  K  ; 

c'est-à-dire  que  si  la  différence  a  -h  7  —  B  est  constante  dans  le  premier  triangle  ABC, 
la  somme  d«s  angles  et  par-là  même  l'aire  de  l'autre  triangle  A,BC,  sont  aussi  constantes  , 
et  réciproquement.  Mais,  cela  étant,  le  lieu  géométrique  du  sommet  B  est  un  cercle  qui 
passe  toujours  par  les  pointes  fixes  A  et  C;  la  proposition  est  donc  démontrée. 

Pour  le  cas  spécial  où  la  base  fixe  AC  devient  égale  au  diamètre  spherique  du 
cercle  P,  K  est  égale  à  /.éro  (puisque D  =  a,  H-  7, ,  B  :=:  a  -f-  7),  et  réciproquement. 
Dans  ce  cas  on  aura 

A,  +  B  4-C,  =  2ir; 

donc  l'aire  du  triangle  A,BC,  est  égale  au  quart  de  la  surface  de  la  sphère. 

Une  autre  démonstration,  plus  simple  encore ,  du  théorème  gênerai ,  résulte  de  con- 
sidérations stéréométriques. 

i5.. 
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La  démonstration  de  ce  théorème  est  conforme  à  celle  du  théorème 
analogue  donné  ci-dessus  (4). 

13.  Entre  toiis  les  triangles  sphe'riques  de  même  périmètre,  le  triangle 
éqidlate'ral  est  un  maximum  ;  et  entre  tous  les  triangles  sphe'riques 
équivalents,  le  triangle  équilatéral  a  le  plus  petit  périmètre. 

Les  démonstrations  données  ci-dessus  (5)  sont  pareillement  appli- 
cables à  ce  théorème. 

Second  théorème  fondamental. 

li.  Le  triangle  maximum  entre  ceux  que  Von  peut  construire  avec 
deux  côtés  donnés  ^  est  celui  dans  lequel  l'angle  des  deux  côtés  est 
égal  à  la  somme  des  angles  à  la  base,  ou  dans  lequel  la  base  est  un 
diamètre  du  cercle  circonscrit. 

DÉMONSTRATioîf.  Prcuons  l'un  des  côtés  donnés,  par  exemple  AC 
{Jig.  5)  pour  base  fixe;  alors  lelieu  géométrique  des  sommetsdes  triangles 
sera  un  cercle  DBE,  dont  A  est  le  pôle  et  dont  le  rayon  sphérique  est  égal 
à  l'autre  côté  donné  AB.  Soient  A,  et  C,  les  pôles  respectivement  oppo- 
sés à  A  et  C.  Chacun  des  cercles  qui  passent  par  A,  et  C,  est  le  lieu  géo- 
métrique des  sommets  d'un  système  de  triangles  équivalents,  cons- 
truits sur  la  base  AC  (9)  ;  s'il  rencontre  le  cercle  fixe  A  en  deux  points 
D ,  E,  ces  deux  points  seront  les  sommets  de  deux  triangles  ADC  et 
AEC ,  qui  sont  équivalents  et  ont  pour  côtés  les  côtés  donnés.  Re- 
marquons en  passant  qu'il  s'ensuit  :  qu'à  chacun  des  triangles  qui 
peuvent  être  construits  avec  les  côtés  donnés  correspond  en  général 
un  secoiui  triangle  équivalent.  L'aire  augmente  à  mesure  que  le 
cercle ,  lieu  géométrique ,  est  moins  incliné  sur  le  plan  de  la  base 
AC;  or  ce  cercle  doit  d'ailleurs  rencontrer  le  cercle  fixe  A;  il  fera 
donc  avec  la  base  le  plus  grand  angle  possible  quand  il  ne  touchera  le 
cercle  fixe  qu'en  un  seul  point  B  ;  donc  le  triangle  ABC  est  un  maximum 
entre  tous  les  triangles  qui  ont  les  mêmes  côtés  donnés.  Le  pôle  F  du 
cercle  tangent  se  trouve  sur  le  prolongement  du  côté  AB(IO).  Puis- 
que FA,  =  FB  =  FC, ,  on  aura,  dans  le  triangle  A,BC,,  7,  =  a^  +  /5,  ; 
mais  on  a  a  +  a,  ^  y  +  y,  :=  7:  (parce  que  a,,  y,  sont  égaux  aux 
angles   supplémentaires  de   a  et  y)  et  ^^  =i'3;  donc 

a   =   ,3  +  7, 
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c'est-à-dire  que  clans  le  triangle  maximum  ABC,  l'angle  a  qui  est  formé 
par  les  deux  côtés  donnés  AB  et  AC  est  égal, à  tîi  somme  des  deux  autres 
angles  /5  ■+-  y,  ce  qui  était  d'abord  à  démontrer.  Ensuite  divisez  l'angle 
a  au  moyen  d'un  grand  cercle  AG,  de  manière  qu'on  ait  BAG  =  fi, 
CAG  =  y;  alors  on  a  AG  =  BG  =  CG,  donc  G  est  le  pôle  et  BC  le 
diamètre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  ce  qui  démontre  la 
seconde  partie  du  théorème. 

lo.  La  somme  des  deux  côtés  d'un  triangle  sphérique  étant  donnée, 
le  triangle  maximum  est  celui  qui  a  ses  côtés  égaux  et  formant  entre 
eux  un  angle  égal  à  la  somme  des  deux  autres  angles. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  parfaitement  semblable  à  celle 
du  théorème  analogue  sur  les  triangles  plans  (7).  On  pourrait  de  même 
ajouter  des  corollaires  analogues  sur  les  quadrilatères  sphériques. 

§  III.    Théorèmes  plus  généraux  concernant  les  figures  planes 
et  sphériques . 

Remarque  préliminaire,  générale. 

16.  ISous  venons  de  montrer,  en  ce  qui  concerne  les  triangles  plans 
et  sphériques ,  combien  il  est  facile  d'énoncer  les  théorèmes  d'une  ma- 
nière analogue  et  de  mettre  les  démonstrations  en  parfait  accord  ; 
cela  sera  tout  aussi  simple  pour  les  théorèmes  et  les  démonstrations 
concernant  les  autres  figures.  Seulement,  pour  plus  de  brièveté,  nous 
énoncerons  dans  la  suite  en  même  temps ,  et  les  théorèmes  sur  les  fi- 
gures planes,  et  ceux  sur  les  figures  sphériques,  ou  du  moins  on  y  sup- 
pléera par  la  pensée  toutes  les  fois  que  les  expressions  ne  conviendront 
qu'aux  figures  planes.  J'ai  même  tâché  d'arranger  les  démonstrations 
de  manière  à  ce  qu'elles  puissent  servir  indistinctement,  et  presque  sans 
changer  d'expressions,  pour  les  figures  planes  et  sphériques;  mais  par- 
tout où  il  y  avait  une  différence  essentielle,  je  n'ai  pas  manqué  de  l'in- 
diquer, et  de  la  discuter  même.  Pour  mieux  saisir  l'origine  générale 
de  ces  différences,  remarquons,  dès  à  présent,  quelques-unes  des 
propriétés  des  figures  sphériques  et  une  relation  particulière  qui 
existe  entre  elles. 
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1.  Le  périmètre  d'un  polygone  sphérique  convexe  est,  en  gé- 
néral ,  plus  petit  que  tie  grand  cercle  qui  est  sa  limite  ;  de  même 
(  la  sphère  étant  donnée  )  l'aire  ou  la  somme  des  angles  de  ce 
polygone  ne  peut  pas  devenir  aussi  grande  que  l'on  voudra  ; 
mais  elle  a  la  demi-surface  de  la  sphère  pour  limite.  Or  si  l'on  veut 
prendre  indistinctement  pour  l'aire  du  polygone  l'une  ou  l'autre  des 
parties  dans  lesquelles  la  surface  de  la  sphère  est  divisée  par  sa 
circonférence,  on  aura  la  surface  entière  de  la  sphère  pour  limite 
de  surface.  Mais  dans  le  cas  où  l'on  prendrait  l'aire  de  la  plus 
grande  partie,  le  polygone  ne  serait  plus  convexe,  mais  concave; 
c'est  pourquoi  l'on  ne  s'occupe ,  en  général  ,  que  de  l'aire  de  la 
plus  petite  partie.  Cependant  ces  deux  parties  sont  liées  entre  elles 
de  manière  que,  l'une  d'elles  étant  donnée,  l'autre  est  connue,  et 
que,  l'une  devenant  un  maximum  sous  certaines  conditions,  l'autre 
sera  en  même  temps  un  minimum.  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire 
sur  les  polygones  est  pareillement  vrai  pour  les  courbes  convexes  et 
fermées. 

IL  Les  figures  polaires  fournissent  des  réciproques  à  tous  ces 
théorèmes  :  pour  chaque  théorème  qui  s'applique,  sous  certaines 
conditions,  aux  côtés  et  aux  angles,  au  périmètre  et  à  l'aire,  etc.  , 
d'un  polygone  de  n  côtés,  il  y  a  toujours  pour  le  polygone  po- 
laire un  certain  théorème  correspondant ,  qui  dépend  du  pre- 
mier et  qui  s'obtient  en  substituant ,  tant  dans  les  données  de  la 
question  que  dans  les  propriétés  dérivées ,  un  côté  à  un  angle ,  le  pé- 
rimètre contre  l'aire,  le  maximum  au  minimum,  etc.  [*].  Mais  nous  ne 
ferons  dans  la  suite  aucun  usage  de  cette  loi  de  réciprocité,  parce  qu'elle 
ne  s'applique  pas  également  aux  figures  planes.  Nous  n'indiquerons 
que  la  propriété  suivante  qui  en  découle. 


[*]  C'est  ainsi  que  l'on  peut  déduire  immédiatement  du  théorème  i^H)  les  théorèmes 
suivants  : 

I-  Entre  tous  les  triangles  équivalents  qui  ont  le  même  angle  au  sommet ,  celui  qui 
a  des  angles  égaux  à  la  base  possède  un  périmètre  minimum. 

n.  De  deux  de  ces  triangles ,  celui  qui  a  le  côté  le  plus  grand  ou  le  plus  petit,  ou 
dont  l'un  des  angles  à  la  base  est  le  plus  grand  ou  le  plus  petit,  aura  de  même  un 
plus  grand  périmètre,  et  réciproquement . 
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Il  y  a  une  certaine  relation  constante  entre  le  périmètre  de  l'une  et 
l'aire  de  l'autre  de  deux  figures  polaires  sphériques,  laquelle  relation 
sert  à  trouver  une  quelconque  de  ces  deux  quantités ,  quand  l'autre 
est  donnée.  Elle  consiste  en  ce  que,  si  l'on  prend  la  quatrième  partie 
d'un  grand  cercle  (le  quadrant  )  pour  unité  de  longueur  et  la  huitième 
partie  de  la  surface  de  la  sphère  (l'octant)  pour  unité  de  surface,  que 
l'on  désigne  ensuite  par  u  le  périmètre  de  l'une  de  ces  figures  et 
par  y^  la  surface  de  l'autre,  exprimées  au  moyen  de  ces  unités;  alors 
on  aura  toujours 

u  +/=   4, 

c'est-à-dire  que  pour  deux  figures  sphériques  polaires  la  somme  du 
périmètre  (u)  de  l'une  d'elles  et  de  l'aire  [f)  de  l'autre  est  égale  à 
quatre. 

Les  corollaires  suivants  découlent  de  cette  loi  : 

Quand  l'une  des  deux  quantités  u  et  f  devient  un  maximum  ou 
un  minimum  ,  Vautre  devient  en  même  temps  un  minimum  nu  un 
maximum. 

Quand  la  rectification  ou  la  quadrature  dune  courbe  sphérique 
peut  être  exécutée ,  alors  la  courbe  polaire  est  respectivement  carrable 
ou  rectijlable ,  et  dans  le  cas  contraire  elle  ne  l'est  pas. 

En  rectifiant  ou  en  carrant  l'une  de  ces  courbes ,  on  obtient  simulta- 
nément l'aire  ou  le  périmètre  de  l'autre ,  etc. 

Théorème  principal. 

17.  Entre  toutes  les  figures  isopérimètres  planes  {pu  sphériques] ,  le 
cercle  est  un  maximum;  et  réciproquement  entre  toutes  les  figures 
planes  équivalentes,  le  cercle  a  le  plus  petit  périmètre. 

Démonstration.  Il  est  clair  qu'il  y  a  une  infinité  de  figures  d'un  péri- 
mètre donné  qui  ont  diverses  formes  et  diverses  aires.  On  comprend  de 
même  que  l'aire  ponrra  devenir  aussi  petite  qu'on  voudra,  mais  non 
pas  aussi  grande  qu'on  voudra,  puisqu'elle  reste  évidemment  tou- 
jours comprise  dans  l'intérieur  du  cercle  décrit  d'un  des  points  de  son 
contoiu'  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  la  moitié  du  périmètre 
donné.  Mais  puisque  des  figures  de  périmètre  donné  peuvent  avoir 
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différentes  aires  ,  sans  pouvoir  toutefois  grandir  indéfiniment ,  il  faut 
qu'il  y  ait  entre  elles  une  figure  maximum  ou  plusieurs  maxima  de 
différentes  formes,  c'est-à-dire  plusieurs  figures  de  différentes  formes 
et  d'une  même  aire ,  plus  grande  que  celle  des  autres  figures.  Re- 
marquons encore  qu'une  figure  dont  l'aire  peut  être  agra/iciie  sans 
changer  de  périmètre,  n'est  pas  un  des  maxima.  Il  s'ensuit  que 
chaque  figure  maximum  est  convexe,  et  qu'elle  ne  peut  pas  avoir 
de  lignes  droites  dans  son  périmètre  ,  ou  du  moins  qu'il  n'y  a  pas 
deux  lignes  droites  consécutives ,  car  elle  pourrait  encore  devenir  plus 
grande  dans  chacun  de  ces  deux  cas. 

Soit  EFGH  [Jig.  6)  une  des  figures  maxima.  A  chaque  point  A  du  péri- 
mètre correspond  un  second  point  B  ,  placé  de  manière  que  ces  deux 
points  divisent  le  périmètre  en  deux  parties  égales,  de  sorte  qu'on  a, 
quant  à  la  longueur,  ligne  AEFB  =  AHGB.  Supposons  que  A  et  B  aient 
cette  propriété,  alors  la  droite  AB  divise  de  même  l'aire  de  la  figure  en 
deux  parties  égales,  car  si  l'une  d'elles,  par  exemple  AHGBA,  était  plus 
grande  que  l'autre  AEFBA  ,  on  pourrait  transformer  la  seconde  en  la 
rendant  égale  à  la  première ,  puisqu'elles  sont  isopérimètres  et  qu'elles 
ont  la  base  ^AB  en  commun  ;  l'aire  de  la  figure  entière  se  serait  ainsi 
accrue  sans  changer  de  périmètre ,  ce  qui  serait  contraire  à  l'hypo- 
thèse ;  donc  les  deux  parties  doivent  être  équivalentes.  Si  elles  étaient 
de  différentes  formes  ,  on  pourrait  changer  l'une  d'elles,  par  exemple 
AEFBA,  de  manière  qu'elle  devienne  symétriquement  égale  à  l'autre 
AGHBA,  la  ligne  AB  étant  l'axe  de  symétrie;  et  la  figure  nouvelle, 
composée  de  ces  deux  parties,  serait  équivalente  de  périmètre  et  d'aire 
à  la  figure  primitive  ;  elle  serait  donc  aussi  une  des  figures  maxima. 
Admettons  donc  que  AEFBA  soit  la  partie  transformée  devenue  symé- 
trique à  AGHBA;  il  s'ensuit  que  le  prolongement  de  la  perpendicu- 
laire DI ,  abaissée  d'un  point  quelconque  D  du  demi-périmètre  AHGB 
sur  l'axe  AB,  rencontre  l'autre  moitié  AEFB  en  un  point  G  équidis- 
tant  de  l'axe,  de  manière  qu'on  a  DI  ^  CI  ,  et  que  les  triangles  ADB 
et  ACB  sont  égaux  ou  symétriques.  Si  les  angles  homologues  D  et  C 
dans  ces  deux  triangles  n'étaient  pas  droits ,  on  pourrait  agrandir  si- 
multanément l'aire  de  ces  triangles  sans  rien  changer  à  la  longueur 
de  leurs  côtés  AD  et  BD  ,  AC  et  BC  (6),  ni  à  la  grandeur  des  segments 
de  la  figure,  AHD.  DGB,  BFC,  CEA;  la  base  commune  AB  changerait 
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seule;  mais  par-là  l'aire  de  la  figure  entière  deviendrait  plus  grande 
(puisque  le  quadrilatère  ADBC  en  fait  partie),  sans  que  le  périmètre 
changeât  de  grandeur,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse;  donc  les 
angles  D  et  C  sont  des  angles  droits.  Et  comme  en  laissant  les  points 
A  et  B  fixes,  D  peut  représenter  un  point  quelconque  du  demi-péri- 
mètre AHGB,  il  s'ensuit  que  la  figure  en  question  est  un  cercle.  Il  est  vrai 
que  la  moitié  AHGB  de  ce  cercle  appartient  seule  à  la  figure  primitive, 
et  que  l'autre  moitié  AEFBA  de  celle-ci  pouvait  être  de  forme  diffé- 
rente; mais  puisque,  comme  nous  venons  de  le  démontrer,  la  moitié 
non  changée  de  la  figure  est  toujours  un  demi-cercle  (AHGBA),  puis- 
qu'en  outre  on  peut  choisir  arbitrairement  et  les  points  de  division  A 
et  E,  et  la  moitié  qui  doit  rester  invariable,  la  figure  entière  ne  peut 
être  qu'un  cercle.  11  n'y  a  donc  pas  plusieurs  figures  de  différentes 
formes  ayant  la  propriété  d'unir  la  plus  grande  aire  possible  k  un 
périmètre  donné  ;  il  n'y  en  a  qu'une  seule ,  le  cercle. 

Remarques  I.  Le  théorème  réciproque  se  déduit  indirectement  de 
celui-ci.  Il  en  est  de  même  pour  la  plupart  des  théorèmes  réciproques 
dont  nous  aurons  à  nous  occuper  dans  la  suite;  c'est  pourquoi  leurs 
démonstrations  seront  toujours  sous-entendues. 

IL  Rappelons  encore  ici,  en  ce  qui  concerne  les  figures  sphé- 
riques,  que  toutes  les  fois  que  l'on  aura  recours  à  un  théorème, 
fondamental  ou  autre,  concernant  les  figures  planes,  pour  en  déduire 
une  démonstration ,  on  devTa  avoir  égard  en  même  temps  au  théorème 
analogue  sur  les  figures  sphériques.  Ayant,  par  exemple,  démontré 
ci-dessus  que  dans  les  triangles  ADB  et  ACB  les  angles  U  et  G  sont 
droits,  on  en  conclura  pour  les  figures  sphériques.  que  chacun  de 
ces  angles  est  égal  à  la  somme  des  angles  à  la  base  (14 ,. 

18.  Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  (17)  mérite  en 
effet  le  nom  de  théorème  principal,  car  il  contient,  il  résume  poiu- 
ainsi  dire  les  principes  les  plus  essentiels  à  la  solution  de  la  plupart 
des  questions  concernant  les  maxima  et  les  minima  d'aire,  de  pé- 
rmietre,  etc.  ,  dans  les  figures  planes  et  sphériques.  Les  solutions 
qu'on  en  tire  pour  ces  questions  sont  même  aussi  naturelles,  aussi 
simples  et  aussi  immédiates  que  possible,  car  elles  dérivent  sradueile- 
ment  du  théorème  principal,  dont  elles  font  pour  ainsi  dire  partie,  ou 
plutôt  elles  se  présentent  comme  des  théorèmes  sur  les  différentes  pai-- 
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ties  de  la  figure  qui  en  est  l'objet.  De  même  que  le  cercle  a  la  double 
propriété  d'avoir  entre  toutes  les  figures  isopérimètres  ou  équivalentes 
respectivement  la  plus  grande  aire  ou  le  plus  petit  périmètre,  de  même 
ses  différentes  parties  sont  douées  de  propriétés  semblables  ,  desquelles 
ces  théorèmes  découlent.  Ainsi  ces  théorèmes  sont  liés  avec  le  théo- 
rème principal,  de  telle  manière  qu'ils  en  dérivent  comme  des  co- 
rollaires, ou  du  moins  que  leurs  démonstrations  en  résultent  pour 
la  plupart  immédiatement.  Et  pourtant  quelques-uns  d'entre  eux 
offriraient  de  grandes  difficultés  si  l'on  essayait  de  les  démontrer 
isolément  et  indépendamment  du  théorème  principal;  c'est  là,  je 
crois  la  raison  pour  laquelle  ils  n'ont  encore  été  énoncés  ni  démontrés 
par  personne  ,  que  je  sache. 

Il  serait  utile  d'adopter  des  dénominations  fixes  pour  les  différentes 
parties  dans  lesquelles  le  cercle  lui-même  et  l'espace  qui  l'environne 
peuvent  être  divisés  au  moj^en  de  cordes,  de  sécantes  et  de  tan- 
gentes, et  de  poser  certains  lemnies  préliminaires;  cela  nous  aide- 
rait à  énoncer  les  théorèmes  suivants  avec  plus  de  facilité,  et  à  les 
manier  avec  plus  de  sûreté.  Mais  comme  la  discussion  complète  de  ces 
mahères  nous  mènerait  trop  loin,  nous  n'en  présenterons  ici  qu'une 
légère  esquisse. 

On  a  donné  les  noms  de  segment  et  de  secteur  à  certaines  parties 
de  l'aire  du  cercle;  il  faudrait  de  même  consacrer  des  dénominations 
spéciales  aux  parties  qui  sont  limitées  : 

a)  par  plusieurs  cordes  et  les  arcs  intermédiaires; 

b)  par  plusieurs  angles  circonscrits  et  les  arcs  intermédiaires; 

c)  par  des  cordes  et  des  angles  circonscrits  et  les  arcs  intermé- 
diaires, etc. 

J'ai  choisi  respectivement  les  expressions  suivantes  : 

a.  partie  de  cercle  entre  n  cordes  ; 

b.  pairie  de  cercle  entre  m  angles  circonscrits  ; 

c.  partie  de  cercle  entre  n  cordes  et  m  angles  circonscrits ,  etc. 

Il  resterait  encore  à  rechercher  sous  quelles  conditions  chacune  de 
ces  parfies  de  cercle  sera  déterminée,  ou  bien,  si  l'on  suppose  certains 
éléments  donnés,  quelles  seront  les  limites  entre  lesquelles  les  autres 
éléments  seront  renfermés,  etc.  On  peut  suivre  dans  ces  recherches  une 
marche  toute  géométi'ique,  en  faisant  varierle  cercle  ou  ses  éléments  d'une 
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manière  continue;  on  parviendra  ainsi  à  se  convaincre  parrintuitionini- 
médiate  de  l'existence  de  certaines  relations,  et  des  propriétés  qui  sont 
contenues  dans  les  théorèmes  auxiliaires  dont  nous  venons  de  parler. 
Nous  les  pourrons  donc  supposer  connus  dans  la  suite,  comme  on  le  fait 
habituellement  pour  quelques-uns  d'entre  eux;  par  exemple,  on  su[)- 
pose  qu'il  y  a  toujours  un  cercle  auquel  un  polygone  de  côtés  donnés 
peut  être  inscrit. 

Pour  faire  mieux  comprendre  ce  que  nous  venons  de  dire,  nous 
allons  traiter  de  la  manière  indiquée  la  partie  de  cercle  la  plus  simple, 
le  segment.  ' 

i".  L'aire  du  cercle  est  divisée  en  deux  segments  aa  et  a^i  \  fi^.  7) 
par  une  corde  quelconque  a;  le  plus  petit  de  ces  segments  peut  être 
nommé  segment  à  an^le  aigu,  et  l'autre  segment  à  aw^le  obtus,  les- 
quelles dénominations  sont  emjjruntées  aux  angles  que  la  corde 
forme  avec  l'arc.  Segment  rectangulaire  est  donc  synonyme  de  demi- 
cercle. 

2*^.  La  corde  a  et  le  cercle  K  étant  donnés,  les  aires  et  les  arcs  (a,  /3) 
des  segments  restent  constants,  pendant  que  la  corde  change  arbitrai- 
rement de  position. 

3".  La  corde  a  étant  seule  donnée,  lorsque  le  cercle  grandit  ou  di- 
minue, l'arc  le  plus  grand  [i  varie  dans  le  même  sens,  tandis  qu»- 
le  petit  arc  a  varie  en  sens  contraire,  et  les  aires  des  segments 
augmentent  et  diminuent  comme  les  arcs  correspondants.  L'accroisse- 
ment et  la  diminution  du  grand  arc  /S  surpassent  la  diminution  et  l'ac- 
croissement du  petit  arc  a;  la  même  relation  existe  entre  les  segments 
correspondants.  —  Le  cercle  obtient  son  minimum  lorsque  son  dia- 
mètre devient  égal  à  a;  alors  on  a  a  =  p  et  ay.  =  ap  :  quand  au 
contraire  le  cercle  devient  infiniment  grand,  l'arc  a  atteint  sa  limite, 
la  corde  a;  de  même  le  segment  atj.  atteint  sa  limite,  zéro,  tandis  que 
/3  et  a/3  deviennent  infiniment  grands.  Donc,  pendant  que  le  cercle 
obtient  toutes  les  valeurs  possibles,  les  arcs  a  et  /5  parcourent  en- 
semble toutes  les  valeurs  entre  a  et  oo  ,  et  les  aires  des  segments 
aa.  et  «,3  prennent  toutes  les  grandeurs  entre  o  et  oo  . 

On  remarque  encore  : 

4"-  Qu'étant  données  deux  des  quatre  quantités  suivantes  :  1  ) 
le  cercle  K,  2  )  la  corde  a,  3)   l'arc  a  ou  [j.    \]  l'aire  du  segment 

16.. 
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aa  ou  afj,  les  deux  autres  sont  absolument  déterminées,  saut  le  cas 
où  l'arc  et  l'aire  seraient  donnés  ,  car  alors  deux  segments  seraient 
possibles  en  général,  savoir,  le  segment  à  angle  aigu  et  celui  à  angle 
obtus,  comme  on  verra  dans  la  suite  (33).  On  suppose  toutefois,  que 
les  quantités  données  ne  s'excluent  pas  mutuellement,  en  ayant  égard 
aux  limites  indiquées  ci-dessus  (3"). 

Conséquences  du  théorème  principal. 

19.  Si  le  périmètre  dune  figure  se  compose  d'une  droite  de  longueur 
arbitraire  G  et  d'une  ligne  L  de  forme  arbitraire ,  et  si  en  même 
temps  la  longueur  de  la  ligne  L  ou  l'aire  de  la  figure  est  donnée ,  celle-ci 
est  un  maxinucm ,  ou  la  ligne  L  est  un  minimum,  quand  cette  fiigure 
est  un  demi-cercle. 

Démonstration.  Toute  figure  comprise  dans  ce  théorème  peut  être 
considérée  comme  la  moitié  d'une  figure  symétrique,  dont  la  droite 
G  est  l'axe  de  symétrie,  et  dont  le  périmètre,  égal  à  sL,  est  donné. 
Mais  Taire  de  la  moitié  est  nécessairement  un  maximum  dès  que  la 
figure  entière  en  est  un.  Donc  notre  théorème  est  une  conséquence 
du  théorème  du  n"  17  [*]. 

Il  s'ensuit  en  particulier  :  qu'entre  tous  les  segments  de  cercle  à  arcs 
égaux  ou  à  aires  égales ,  c'est  le  demi-cercle  quia  l'aire  la  plus  grande 
ou  l'arc  le  plus  petit. 

20.  Entre  toutes  les  figures  dont  le  périmètre  est  composé  dune 
droite  dotmée  a  et  dune  ligne  prise  à  volonté  L,  le  segment  de  cercle  a  la 
plus  graruîe  aire  pour  des  longueurs  égales  de  la  ligne  1,,  et  la  plus  petite 
ligne  L  quand  les  aires  sont  égales. 


[*]  On  pourrait  dcmonlrer  séparément  ce  théorème ,  et  en  déduire  inversement  le 
théorème  principal;  la  démonstration  sera  même  très  courte,  si  l'on  renonce  en  partie 
à  la  rigueur  et  à  la  généralité  que  nous  avons  tâché  de  maintenir.  On  n'a  qu'à  suppo  - 
ser  qu'une  figure  ma.viraum  existe  ;  dès  lors  il  ne  sera  pas  difficile  de  démontrer 
qu'elle  ne  peut  être  que  le  demi-cercle,  parce  qu'on  pourra  faire  grandir  chaque  autre 
figure,  telle  que  AEFBA  ifig.  6)  (dans  laquelle  AB  représente  la  droite  G  qui  est 
à  volonté,  et  AEFB  représente  la  ligne  donnée  L) ,  toutes  les  fois  que  l'angle  ACB  ne 
sera  pas  droit  pour  chacun  des  points  C  de  la  ligne  AEFB. 
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Démotist ration.  Supposons  la  ligne  L  de  forme  quelconque,  et  qu'elle 
compose  avec  la  droite  a  le  périmètre  de  la  figure  rtL ,  on  peut  tou- 
jours construire  sur  a  un  segment  de  cercle  dont  l'arc  a  soit  égal  à 
L  (18),  a  et  L  étant  situés  du  même  côté  de  a.  Complétons  le  cercle,  et 
désignons  l'autre  arc  par  [j  ;  alors  le  cercle  de  périmètre  a  +  ^  est  plus 
grand  que  la  figure  limitée  par  L  -i-  ,^  (1 7)  ;  ainsi  ay.  -h  a[-j  >  «L  H-  «,>  ; 
donc  ay.  >  aL. 

Remarque.  On  déduira  de  ce  théorème  une  règle  générale,  qui  nous 
sera  bien  utile  dans  la  suite.  La  voici  : 

Dam  toute  figure  dont  l'aire  doit  être  un  maximum  sous  des  con- 
ditions quelconques ,  chaque  partie  du  périmètre  qui  est  libre  d'avoir 
une  jorme  quelconque  entre  deux  points  donnés ,  doit  être  un  arc  de 
cercle. 

21.  Entre  toutes  lesjigures  dont  le  périmètre  est  composé  de  deux 
droites  données  a,  h  et  d'une  ou  de  deux  lignes  à  volonté  1  etlf,  c  est 
la  partie  de  cercle  comprise  entre  les  droites  a.  et  h,  prises  comme 
cordes  (18) ,  qui  a  l'aire  maxima  quand  la  somme  des  lignes  1  -t-  1,  =  L 
est  donnée,  et  la  somme  minima  L  om  1  -h  1, ,  quand  l'aire  est  donnée. 

Démonstration.  SoitR  le  segment  de  cercle,  et  F  une  quelconque  des 
autres  figures  dont  nous  venons  de  parler.  Ajoutons  à  K  les  deux  seg- 
ments de  cercle  aa  et  b^j,  de  manière  à  compléter  le  cercle  R,  ;  ajou- 
tons les  mêmes  segments  à  la  figure  F,  de  manière  à  obtenir  une  fi- 
gure F,  ;  alors  R,  et  F,  seront  de  même  périmètre,  L  -j-  a  -h  /5;  mais 
l'aire  de  R,  est  plus  grande  que  celle  de  F, ,  donc  aussi  K  >  F. 

Remarqiœ.  On  voit  qu'il  est  indifférent  que  les  droites  a  et  h  se  suc- 
cèdent immédiatement  dans  le  périmètre,  qu'elles  aient  ou  qu'elles 
n'aient  pas  d'extrémité  commune,  qu'il  y  ait  une  seule  ligne  L  ou  deux 
lignes  /  et  /, . 

22.  Si  au  lieu  des  droites  a.  et  h,  leur  somme  s  =  a  H-  b  e.î<  donnée , 
les  autres  conditions  restant  les  mêmes ,  l'aire  de  la  partie  de  cercle  est 
un  maximum  maximorum ,  et  la  somme  \,=^\-\-\f  est  un  minmuim 
minimorum,  lorsque  les  deux  droites  sont  égales,  c'est-à-dire  lors- 
qu'on rt  a  =  b  =  4  s. 

Démonstration.  Prenons  «  et  A  de  longueurs  différentes,  et  construi- 
sons la  partie  de  cercle  renfermée  pac  elles  de  manière  qu'elles  aient 
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un  point  C  commun  (on  aura  alors  /,  =;  o  et  /=  L);  joignons  les 
autres  extrémités  A  etB  par  la  droite  AB,  la  figure  en  question  sera 
composée  du  triangle  ACB  et  du  segment  ALB;  mais  ce  triangle  s'ac- 
croîtra quand  les  côtés  a  et  b  deviennent  égaux  ;  la  figure  entière 
croit  par  là,  et  plus  encore  quand  elle  se  convertit  en  une  partie  de 
cercle  entre  les  côlés  égaux,  pris  comme  cordes,  C.  Q.  F.  D. 

25.  La  partie  de  cercle  entre  n  cordes  a ,  b ,  c  , est  un  maximum 

entre  toutes  les  figures  dont  le  périmètre  est  composé  de  ces  mêmes 
côtés  droits  et  d'autres  lignes  à  volonté  1,  1, ,  L, . . . .  dont  le  nombre 
est  arbitraire  depuis  i  jusqu'à  n  et  dont  la  somme  =  1j;  et  les  aires  de 
toutes  ces  figures  étant  égales  ;,  son  périmètre  est  un  minimum. 

Ce  théorème  se  démontre  comme  celui  du  n°  21. 

2i.  Si  dans  le  théorème  précédent  les  cordes  a,  b,  c, —  ne  sont 
pas  données  isolément,  mais  si  leur  somme  s  est  donnée ,  l'aire  de  la 
partie   de  cercle  est  un  maximum  entre  les  maxima,  et  la  somme 

L  des  autres  parties  du  périmètre  1,  1, ,  l^, est  un  minimum  entre 

les  minima,  lorsque  ces  droites  sont  égales  entre  elles.  —  Ce  théorème 
est  encore  applicable  au  cas  où  l'on  se  donnerait  quelques-unes  des 
droites  et  seulement  la  somme  des  autres ,  et  au  cas  où  les  sommes  de 
différents  groupes  de  droites  seraient  données;  ce  seraient  alors  les 
droites  appartenant  au  même  groupe  qui  devraient  être  égales  entre 
elles. 

Ce  théorème  se  démontre  de  la  même  manière  que  le  théorème 
du  n°  22. 

25.  Pour  le  cas  spécial  où  la  somme  L  =  Z  +  Z,  4-  •••  est  égale  à 
zéro ,  on  a  les  théorèmes  suivants  qui  sont  connus  : 

I.  Un  polygone  de  côtés  a,  b,  c,...,  dormes ,  e<tt  un  nuiximum  lors- 
qu'il est  une  partie  de  cercle  entre  les  cordes  a ,  b  ,  c ,  — ,  c'est-à-dire 
lorsqu'il  est  inscriptible  dans  un  cercle. 

II.  Un  polygone  de  n  côtés  et  de  périmètre  doiiné  est  un  maximum, 
lorsqu'il  a  les  côtés  égaux  et  qu'il  est  inscriptible  à  un  cercle ,  c  est- 
à-dire  lorsqu'il  est  régulier;  et  réciproquement  entre  les  périmètres  de 
tous  les  polygones  équivalents  de  n  côtés,  celui  du  polygoTie  régidier 
est  un  minimum. 

26.  Quand  on  cherchera  donc  quel  polygone  a  l'aire  maxima 
pour  \m  périmètre  constant,  ou  le  périmètre  minimum  pour  une  aire 
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constante,  le  nombre  de  côtés  étant  variable  ,  on  n'aura  qu'à  s'occu- 
per des  polygones  réguliers ,  et  l'on  trouvera  la  loi  suivante  : 

Les  aires  des  polygones  réguliers  isopérimètres  forment  une  série 
croissante ,  qui  commence  par  le  triangle  et  se  termine  par  le  cercle  ; 
et  les  périmètres  des  poljgnnes  équivalents  jorment  une  série  décrois- 
sante,  à  partir  du  triangle  jusqu'au  cercle. 

Démonstration.  Deux  polygones  réguliers  isopérimètres  d'un 
nombre  de  côtés  différents  étant  donnés,  par  exemple  un  pentagone 
ABCDE  et  un  quadrilatère  ahcd,  on  peut  considérer  ce  dernier  comme 
un  pentagone  dont  l'un  des  côtés  serait  nul,  ou  bien,  en  prenant  ar- 
bitrairement un  point  e  sur  un  des  côtés  de  ce  quadrilatère ,  par 
exemple,  sur  ad,  le  considérer  comme  un  pentagone  ahcde ,  dont  l'un 
des  angles  e  serait  égal  à  deux  angles  droits;  le  quadrilatère  régulier 
peut  donc  être  regardé  comme  un  pentagone  irrégidier  :  donc  son  aire 
est  plus  petite  que  celle  du  pentagone  régulier  ABCDE. 

Remarque  1.  On  trouverait  des  lois  semblables  et  pour  le  théorème  du 
n"  24  et  pour  un  grand  nombre  des  théorèmes  suivants,  en  supposant 
toujours  la  somme  des  côtés  rectilignes  a,  h,  c,...,  donnée,  et  en 
variant  leur  nombre  ;  mais  il  suffit  d'avoir  appelé  sur  ce  point  l'atten- 
tion du  lecteur.  * 

IL  La  démonstration  qu'on  vient  de  lire  est  remarquable  pai 
sa  simplicité,  et  il  est  bien  étonnant  qu'on  ne  l'ait  pas  encore  don- 
née. Toutes  les  démonstrations  que  je  connais  de  ce  théorème  pour 
les  figures  planes  sont  plus  ou  moins  prolixes  et  embarrassées;  la  plus 
élégante  de  toutes  est  celle  qu'en  donne  Lhuilier ;  mais  il  paraît  qu'il 
n'en  existe  encore  aucune  pour  les  figures  sphériques.  Aussi  ne  suis-je 
parvenu  à  trouver  la  démonstration  donnée  ci-dessus,  qui  s'applique 
également  aux  deux  espèces  de  figures  ,  qu'après  en  avoir  fait  plusieurs 
pour  les  figures  planes,  et  tenté  inutilement  de  les  appliquer  d'une 
manière  analogue  aux  figures  sphériques. 

27.  L  Entre  toutes  les  figures  dont  le  périmètre  est  composé  d'un 
nombre  n  de  cotés  rectilignes  a ,  b  ,  c , .  .  .  ,  donnés ,  d'une  droite  G  de 
longueur  arbitraire ,  et  dun  nombre  (  qui  peut  varier  depuis  i  jus- 
qu'à n  inclusivement)  de  lignes,  I,  1,,  Ij,.  .  .,  de  forme  quelconque , 
la  partie  de  cercle  entre  G  pris  pour  diamètre  et  les  cordes  a,  b,  c, . . . , 
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^st  un  maximum  tant  que  la  somme  L  =  1  -h  1,  -h .  .  .  reste  la  même . 
et  son  périmètre  est  un  minimum  entre  ceux  de  toutes  les  figures  qui 
lui  sont  équivalentes. 

II.  Un  théorème  aîialogue  s'applique  au  cas  où  la  somme  des  n 
droites  a,  b,  c, .  . .,  serait  donnée;  il  faut  alors  qu  elles  soient  égales 
entre  elles. 

lll.Sidans  les  deuxcas  (I  et  II)  les  lignes  \,  \,...,  sont  toutes  rudles, 
lafigure  se  change  en  un  polygone  de  n  +  i  côtés ,  inscrit  à  un  cercle 
qui  aura  le  côté  arbitmire  G  pour  diamètre. 

La  démonstration  est  fondée  sur  les  théorèmes  précédents  et  res- 
semble à  celle  du  théorème  (19). 

28.  Entre  toutes  les  figures  dont  le  périmètre  est  composé  des  deux 
côtés  AB,  AC  d'un  angle  droit  A,  et  d'une  ligne  arbitraire  L,  le  qua- 
drant de  cercle  a  la  double  propriété  d'avoir  une  aire  maxima  pour  la 
même  longueur  de  la  ligne  L,  et  la  ligne  L  minima  pour  1  une  même  aire 
donnée. — Ce  théorème  a  pareillement  lieu  quand  la  ligne  Lest  composée 
de  droites  données  a,  b,  c, .  .  . ,  et  de  lignes  arbitraires  l,  /,,  Zj, .  .  .  ; 
c'est  alors  la  partie  de  cercle  entre  les  cordes  a,  b, .  .  . ,  et  les  rayons 
AB,  AC  qui  est  un  maximum  ;  de  même  quand  la  somme  et  le  nombre 
des  droites  a,  b,  c,.  .  . ,  sont  donnés. 

Dans  tous  ces  cas  ou  peut  considérer  la  figure  en  question  comme 
moitié  d'une  autre  figure ,  qui  aurait  la  droite  AB  ou  AC  pour  axe  de 
symétrie;  ces  théorèmes  découlent  alors  immédiatement  des  théo- 
rèmes précédents  (19  et  27). 

29.  I.  Si  la  ligne  L  doit  partir  d'im  certain  point  B  du  côté  donné 
AB,  le  maximum  ou  le  minimum  (28)  a  lieu  lorsque  la  figure  est  la 
moitié  d'une  partie  de  cercle  dont  l'autre  côté  AC  est  l'axe  de  symé- 
trie ,  de  manière  que  le  centre  du  cercle  est  sur  ce  côté  auquel  par 
suite  L  est  perpendiculaire. 

II.  Le  point  B  étant  donné  sur  le  côté  BD,  si  l'angle  BDC,  au  lieu 
d'être  droit,  est  aigu,  les  théorèmes  restent  les  mêmes ,  car  la  figure 
s'est  seulement  accrue  d'un  triangle  constant  BAD,  que  l'on  obtient  en 
abaissant  du  point  B  une  perpendiculaire  BA  au  côté  CD;  le  centre  du 
cercle  se  trouve  encore  sur  le  côté  CD. 

30.  Entre  toutes  les  figures  limitées  par  les  côtés  AB  et  AC  d'un 
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angle  donné  BAC,  qui  peuvent  être  de  longueur  quelconque ,  et  par  une 
ligne  L  de  longueur  donnée  mais  de  Jorme  arbitraire ,  le  secteur  de 
cercle  est  un  maximum. 

Démonstration.  Qu'on  construise  la  même  figure  symétriquement  sur 
un  des  cotés,  par  exemple  sur  AC,  de  manière  que  la  figure  ABLC  soit 
d'un  côté  et  que  la  figure  AB,L,C  soit  de  l'autre  côté  de  AC  ;  alors  il 
faut,  pour  que  l'aire  soit  la  plus  grande  possible,  que  la  ligne  BLCL,B,, 
de  même  que  sa  moitié  L ,  soient  des  arcs  d'un  cercle  dont  le  centre 
se  trouve  sur  le  côté  AC;  mais  par  les  mêmes  raisons  ce  même  centre 
de  L  doit  être  sur  le  côté  AB  ;  il  est  donc  au  point  d'intersection  A 
des  côtés  AB,  AC. 

Une  autre  démonstration  découle  de  (29,  I). 

51.  I.  Ce  théorème  {'^Q)  a  pareillement  lieu  pour  le  cas  où  la  ligne  L 
est  composée  de  droites  données  a,  b,  c,...,  et  de  lignes  arbitraires 
I ,  i, ,  I2  V  >  1^  partie  du  secteur  de  cercle  entre  les  rayons  AB,  AC  et 
les  cordes  a,  b,  c,...,  est  alors  un  maximum. 

II.  Faisant  décroître  les  lignes  1,  1,,  K,. .  .  jusqu'à  ce  quelles  de- 
viennent nulles ,  on  obtient  un  théorème  concernant  le  polygone  dont 
un  angle  BAC  est  donné  avec  tous  les  côtés  a  ,  b  ,  c , . . . ,  non  adjacents 
à  cet  angle  [*]. 

Ces  théorèmes  et  le  théorème  (50),  se  transforment  en  plusieurs 
autres  ,    donnés    ci  -  dessus ,    quand   on   fait    successivement    l'angle 

A   =  -,r,     ^    TT,     =  in. 
2 

52 .  Entre  tous  les  secteurs  de  cercle  isopérimètres ,  celui  dont  lare 
est  égal  au  diamètre  est  un  maximum. 

Démonstration.  Toute  aire  de  secteur  est  égale  à  la  moitié  d'un 
triangle  rectangle,  dont  les  côtés  qui  comprennent  l'angle  droit  sont 
respectivement  égaux  à  l'arc  et  au  diamètre  ;  mais  ce  triangle  est  un 
maximum  quand  il  est  isoscèle  (7)  :  donc,  etc. 

Remarque.  Ce  théorème  ne  s'applique  pas  complètement  aux  secteurs 


[*]  II  s'ensuit  en  particulier  :  qu'entre  totu  les  triangles  dont  l'angle  au  sommet  A 
et  la  base  a  sont  donnés,  c'est  le  triangle  isoscèle  qui  est  un  maximum  ;  et  qu'entre 
tous  les  triangles  équivalents ,  qui  ont  le  même  angle  A  au  sommet,  c'est  le  triangle 
isoscèle  qui  a  la  plus  petite  base  a. 
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de  cercle  sphériques  ,  car  ce  n'est  pas  au  diamètre  sphérique  mais  an 
diamètre  rectiligne  véritable  que  l'arc  doit  alors  être  égal.  Aussi  de- 
vient-il difficile  de  le  démontrer  géométriquement ,  tandis  qu'on  } 
parvient  sans  peine  au  moyen  du  calcul. 

Les  deux  théorèmes  se  correspondent  du  reste  de  la  manière  sui- 
vante : 

I.  L'angle  au  centre  appartenant  au  secteur  maximimi  reste  le  même, 
tant  sur  la  sphère  que  dans  le  plan ,  quelle  que  soit  du  reste  la  lon- 
gueur du  périmètre;  il  est  toujours  égal  à  -  go". 

IL  L'aire  du  secteur  plan  est  égale  au  carré  du  rayon,  l'aire  du  sec- 
teur sphérique  est  égale  au  carré  de  la  corde  rectiligne  qui  correspond  à 
son  rayon  sphérique. 

Pour  le  cas  spécial  où  le  périmètre  du  secteur  sphérique  est  égal 
au  périmètre  d'une  moitié  de  grand  cercle,  ce  secteur  correspond  à  lui 

erand  cercle,  et  son  aire  est  égale  à  ar^,  ou  à  —  de  la  surface  de  la 
sphère  dont  r  est  le  ra)'on. 

33.  De  deux  segments  de  cercle  à  angles  aigus  et  à  arcs  de  même 
longueur,  celui  auquel  appartient  l'angle  le  plus  grand  ou  la  plus  petite 
corde ,  est  le  plus  grand;  et  de  deux  segments  à  angles  obtus  et  à 
arcs  de  même  longueur,  le  plus  grand  est  celui  dont  l'angle  est  plus 
petit  ou  dont  la  corde  est  plus  grande. 

Démonstration.  Soient  ALBet  A,L,B,  deux  segments  à  angles  aigus; 
soit  en  outre  arc  L  =  arcL,  et  corde  \E  <  corde  A,B,  ;  de  C,  centre 
de  L,  menons  les  rayons  CA  et  CE,  et  prenons  sur  leurs  prolonge- 
ments deux  points  de  manière  que  la-  droite  qui  les  unit  soit  parai 
lèle  à  AB  et  égale  à  A,B,  {Jîg.  8)  ;  construisons  enfin  le  segment  A,L,B, 
sur  cette  corde  qui  sera  située  au-delà  de  AB  ;  on  sait  50)  que  le 
secteur  CALBCest  plus  grand  que  CA,L,B,C;  donc,  en  retranchant  de 
part  et  d'autre  le  triangle  ACB,  on  a  ALB  >  AA,LjB,BA:  donc,  à  for- 
tiori, segment  ALB  >  segment  A,L,B,. 

La  seconde  partie  du  théorème  se  démontre  d'une  manière  ana- 
logue. 

Remarques .  I.  Entre  les  segments  à  angles  aigus  et  ceux  à  angles 
obtus   se  trouve  placé   le  segment   rectangulaire   ou   le   demi-cercle 
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qui  est  le  maximum  des  segments  à  arcs  égaux  (19);  les  segrnents 
des  deux  genres  diminuent  à  mesure  qu'ils  s'en  éloignent,  et  puis- 
qu'ils décroissent  d'une  manière  continue,  il  faut  que  pour  chaque 
segment  d'une  espèce  il  y  en  ait  un  de  l'autre  espèce  qui  lui  soit 
équivalent  ;  il  y  a  donc  toujours  deux  et  seulement  deux  différents 
segments  d'arc  et  d'aire  donnés;  il  faut  toutefois  pour  cela  que 
l'aire  donnée  soit  plus  petite  que  celle  du  demi-cercle  dont  l'arc  a  la 
longueur  donnée.  Cela  confirme  encore  ce  que  nous  avons  avancé  ci- 
dessus  (18,  4). 

II.  Il  y  a  des  théorèmes  analogues  concernant  d'autres  tigiu-es 
construites  sur  deux  bases  inégales  AB  et  A,B,,  et  dont  le  reste  du  péri- 
mètre L  et  L,  est  composé  de  droites  données  a,  h,c,...  communes  aux 
deux  figures,  et  d'autres  parties  arbitraires  /,  /, ,  /.,,...  ,  de  même 
somme  de  part  et  d'autre,  en  sorte  qu'on  ait  L  =  L,  ;  les  démons- 
trations découlent  du  n"  31. 

o4.  Entre  toutes  les  figures  dont  les  périmètres  sont  composes  des 
côtés  d'un  angle  A  donné,  dont  l'un  AB  est  déterminé,  tandis  que  l'autre 
AC  est  arbitraire ,  et  d'une  ligne  quelconque  L  menée  de  B  au  côté  AC , 
mais  ne  le  dépassant  pas^  la  partie  de  cercle  convexe  qui  est  comprise 
entre  la  sécante  AB  et  la  tangente  AC  est  un  maximum  tant  que  le 
périmètre  ne  varie  pas ,  c'est-à-dire  tant  que  la  somme  L -H  AC  reste 
la  même  [et  réciproquement). 

Démonstration.  Soit  BUC  [Jig.  9)  un  arc  de  cercle  qui  touche  AC  au 
point  C;  soit  en  même  temps  L  H-  AC  la  longueur  voulue;  ABLCA  sera 
la  partie  de  cercle  en  question.  Nous  avons  donc  à  démontrer  qu'il 
n'y  a  pas  d'autre  ligne  L, ,  menée  du  point  B  à  un  autre  point  E  ou  F 
du  côté  AC,  sans  dépasser  ce  côté,  qui  forme  une  figure  de  même  péri- 
mètre et  de  même  ou  de  plus  grande  aire. 

Imaginons  d'abord  la  ligne  L,  qui  joint  B  et  E  ;  le  segment  BLC  et 
la  figure  BL,EC  auront  la  même  base  BC  et  des  périmètres  égaux;  ou 
aura  donc  (20)  BLC  >  BL.EC,  et  par  suite  ABLCA  >  ABL.EA. 

Tirons  la  ligne  L,  de  B  en  F  ;  pour  qu'elle  renferme  la  plus  grande 
aire  possible,  il  faut  qu'elle  soit  un  arc  de  cercle  (20,  reumrque\ 
et  qu'elle  s'élève,  du  moins  en  partie,  au-dessus  de  l'arc  L; 
mais  alors  elle  rencontre  encore  cet  arc  dans  un  point  autre  que  B. 
et  puisque,  en  outre,  le  prolongement  deL,  l'arc  CD,  la  rencontre 

17.. 
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évidemment,  on  est  conduit  à  deux  cercles  ajant  trois  points  com- 
muns, ce  qui  est  impossible.  —  Si  cette  manière  de  raisonner  ne  pa- 
raît pas  absolument  satisfaisante ,  on  pourra  recourir  à  la  suivante , 
plus  directe  encore. 

Quelle  que  soit  la  forme  de  la  ligne  L, ,  tirée  de  B  en  F,  il  faut  quelle 
rencontre  l'arc  CD,  prolongement  de  L,  dans  un  certain  point  G  (car 
elle  ne  peut  ni  passer  entre  le  cercle  et  le  côté  AC ,  ni  dépasser  ce  côté)  ; 
on  a  donc  un  triangle  mixtiligne  FGC ,  dans  lequel  FG  -+■  CG  >  CF 

ou  CF  -  CG  <  FG;  (a) 

et  puisque  les  figures  ABLCA  et  .ABL,FA  sont  isopérimètres,  on  a 

BLC  -H  CF  =  BL.G  +  GF.  (g) 

Retranchant  l'inégalité  (a)  de  l'équation  (ê),  il  vient 

BLC  4-  CG  >  BL.G,         (7) 

ce  qui  démontre  que  le  segment  de  cercle  BLCG  est  plus  grand  que  la 
figure  BL|G,  construite  sur  la  même  base  BG.  INlais  on  a  encore  à 
ajouter  le  triangle  CFG  à  la  première  partie  ;  donc,  à  fortiori, 

ABLCA  >  ABL.FA. 

Remarquons  encore ,  relativement  à  l'étendue  et  aux  limites  de  ce 
théorème,  qu'il  subsiste  toujours,  quelque  gi-and  que  puisse  être 
le  périmètre  par  rapport  au  côté  donné  .AB ,  sauf  le  cas  où  l'on 
établirait  la  condition  que  la  ligne  L  fie  doit  pas  non  plus  dépasser 
le  prolongement  de  ce  côté  AB  ;  car  alors  le  théorème  ne  con- 
tinue à  avoir  lieu  que  jusqu'à  ce  que  le  point  D  tombe  en  B  ,  et 
que  le  côté  AB  soit  tangent  en  B  au  cercle  L.  Au-delà  de  ces  li- 
mites le  théorème  se  changerait  en  un  des  suivants  (37).  Si,  au  con- 
ti-aire  ,  le  périmètre  diminue  ou  si  l'angle  A  s'accroît ,  le  point  C 
s'approche  du  sommet  A  jusqu'à  ce  qu'il  l'atteigne  enfin;  alors  la 
figure  se  change  en  un  segment  de  cercle  (  appartenant  à  la  corde 
AB),  limite  en  quelque  sorte  des  figures  comprises  dans  notre  théo- 
rème, car  il  correspond  à  AC  =  o,   et  si  l'on  continue  à  diminuer 
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le  périmètre  ou  à  augmenter  l'angle  A,   la   figure  ne  change  plus, 
mais  le  côté  AC  n'est  plus  tangent  au  cercle,  il  le  coupe  en  A. 

35.  Si  n'est  pas  la  somme  L  +  AC  qui  est  donnée  comme  dans  le 
théorème  précédent^  mais  la  différence  L  —  AC  ou  AC  —  L,  l'aire  de 
la  figure  est  un  minimum  {au  lieu  d'un  maximum)  quand  celle-ci  est 
une  partie  de  cercle  concave  (fig.  lo)  entre  la  sécante  AB  et  la  tan- 
gente AC. 

Car  joignons  par  la  droite  BA,  le  point  B  à  un  point  A,  suffisam- 
ment éloigné  ,  pris  sur  le  prolongement  de  AC;  comme  L—  AC  ou 
AC  —  L  est  donné  et  que  AA,  est  connu ,  on  connaîtra  de  même 
A^C  +  L;  or  il  est  clair  que  ABLC  devient  un  minimum  quand  l'aire 
A,BLC  est  un  maximum,  ce  qui  a  lieu  quand  la  condition  énoncée 
dans  notre  théorème  est  satisfaite. 

36.  Si ,  sous  les  conditions  des  deux  derniers  théorèmes  (  54  et  35) , 
la  ligne  L  doit  être  composée  de  droites  données  a,  b,  c,. . .  et  de  parties 
arbitraires  1 ,  1, ,  Ij , . . .  ,  la  figure  sera  un  maximum  ou  un  minimum , 
selon  quelle  sera  une  partie  convexe  ou  concave  de  cercle ,  comprise 
entre  la  sécante  AB ,  la  tangente  AC  et  les  cordes  a ,  b,  c , .  . . 

La  discussion  des  limites  entre  lesquelles  ces  deux  théorèmes  sont 
possibles,  rentre  dans  les  recherches  mentionnées  ci-dessus  (18}. 

Nous  ajouterons  seulement  que  l'angle  A,  le  côté  AB  et  les  droites 
a,  b,  c,.  .  .  étant  donnés,  il  y  aura  en  général  deux  valeurs  déter- 
minées du  périmètre ,  pour  lesquelles  la  partie  de  cercle  en  question 
se  transforme  en  polygone,  parce  que  alors  les  arcs  /,  /,,  ...  de- 
viennent nuls  :  dans  l'intervalle  compris  entre  ces  deux  polygones  le 
théorème  est  impossible. 

o7.  Entre  toutes  les  figures  isopérimètres  dont  le  périmètre  est  com- 
posé de  deux  côtés  AB  et  AC,  de  longueur  arbitraire ,  formant  entre 
eux  un  angle  donné  k,  et  d'une  ligtie  quelconque  L  ,  qui  les  joint,  sans 
les  dépasser _,  celle-là  est  un  maximum,  qui  est  une  partie  convexe 
de  cercle  ABLC  A  {fig.  1 1),  entre  l'angle  circonscrit  A  [en  sorte  que 
L  est  alors  un  arc  de  cercle  tangent  aux  côtés  AB  et  AC).  Et  si, 
au  lieu  du  périmètre,  c'est  la  différence  entre  la  ligne  L,  [  au  lieu  de  L) 
et  la  somme  des  côtés  AB  et  AC  qui  est  donnée,  la  figure  est  un  mi- 
nimum, lorsqu'elle  est  une  partie  concave  de  cercle  ABL,CA  entre 
l'angle  circonscrit  A. 
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Démonstration.  Si  l'on  joint  un  point  quelconque  D  de  la  ligne  L 
avec  le  point  A,  au  moyen  d'une  droite  AD,  les  parties  DB  et  DC 
doivent  être  des  arcs  de  cercle ,  tangents  aux  côtés  AB  et  AC ,  pour  que 
la  figure  soit  un  maximum  (54);  et  comme  le  point  D  est  absolu- 
ment arbitraire,  il  faut  que  toute  la  ligne  L  soit  un  arc  de  cercle,  qui 
est  tangent  en  même  temps  aux  deux  côtés. 

Remarques.  I.  Si  l'angle  A  devient  =  -ou  >  ;:,  la  partie  de  cercle 
convexe  se  transforme  en  un  cercle  entier ,  et  le  théorème  perd  alors 
tout  caractère  propre  :  la  partie  concave  devient  nulle  sous  la  même 
condition. 

II.  Si  les  côtés  de  l'angle  A  sont  limités  au  moyen  d'ime  droite 
EF  ou  GH,  qui  est  donnée  avec  ses  angles  adjacents  E,  F  ou  G,  H, 
ces  théorèmes  s'appliquent  également  aux  figures  EBLCF  et  EBL,CF,  ou 
(tBL,CH  et  GBLCH,  dont  la  première  est  un  maximum  quand  le  péri- 
mètre est  donné,  tandis  que  la  dernière  est  un  minimum  quand  la  diffé- 
rence (EB-4-CF)  —  L,  ou  (BG-4-  HC)  —  L  est  donnée.  Ces  théorèmes 
restent  les  mêmes,  quand  on  a  A  ^  o ,  et  que  par-là  les  côtés  EG  et  FF 
sont  parallèles. 

58.  Quand  la  lignehouh^  [Z7)doit  être  composée  de  droites  données 
a  ,  b ,  c , . . . ,  et  darcs  arbitraires  1 ,  1 ,  , . . . ,  la  figure  est  pareillement  un 
maximum  ou  un  minimum  ^  lorsqu'elle  est  une  partie  de  cercle  con- 
vexe ou  concave  entre  les  cordes  a ,  b,  c,. . .  et  l angle  circonscrit  A. 

Les  limites  sont  données  par  le  cas  où  les  lignes  l,  l, ,  l^,---  deNien- 
nent  nulles  ;  alors  la  figure  devient  un  polygone ,  dont  les  côtés  AB  et 
AC  sont  égaux. 

59.  I.  Entre  toutes  les  Jigures  dont  les  périmètres  sojit  composés 
des  côtés  AB ,  AC  dun  angle  donné  A ,  arbitraires  en  longueur ^  plus 
d'une  ligne  L  qui  les  joint  sans  les  dépasser,  et  pour  lesquelles  la  somme 
des  lignesl.  et  AC  est  donnée ,  la  figure  maxima  est  la  paitie  de  cercle 
concexe  entre  la  tangente  KC  et  la  normale  AB  [qui  passe  par  le 
centre]. 

II .  Si  la  différence  entre  L  et  AC  est  donnée ,  la  figure  minima 
est  une  partie  de  cercle  concave .  entre  la  tangente  AC  et  la  nor- 
male AB. 

III.  Ces  deux  théorèmes  ont  également  lieu  quand  la  ligne  L  est  com- 
posée de  droites  données  a,  b,  c,...  et  de  lignes  arbitraires  1, 1,  ,  Is,--- 
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Démonstration.  On  n'a  qu'à  répéter  la  même  figure  symétriquement 
au-delà  de  AB;  ces  théorèmes  découlent  alors  immédiatement  des  pré- 
cédents (57  et  38). 

40.  I.  Entre  toutes  les  figures  isopérimètres,  dont  les  périmètres 
sont  composés  des  côtés  AC  et  AF,  BD  et  BE  de  deux  angles  A  et  B 
donnés,  lesquels  côtés  sont  de  longueur  arbitraire,  plus  dune  ou  de 
deux  lignes  à  volonté  letl,,  qui  joignent  les  extrémités  de  ces  côtés, 
si  l'on  suppose  que  les  figures  ne  sortent  pas  des  deux  espaces  angulaires 
A  e<  B,  la  partie  de  cercle  convexe  AClDBEl.F  [fig.  11,  a)  entre 
les  angles  circonscrits  A  ef  B  est  un  maximum.  —  Ou  bien,  si  c'est 
la  différence  entre  la  somme  des  cotés  du  plus  petit  angle\  et  le 
reste  du  périmètre,  c'est-à-dire  si  c'est  la  différence  (AC  +  AF  ) 
— (  BD  4-  BE  -H  1  -+- 1 ,  )  ^«/  est  donnée ,  la  figure  minimum  est  la  partie 
de  cercle  concave  AClDBEl,  FA  {fiig.i-,,b\  entre  les  angles  circon- 
scrits k  etB. 

Démonstration-  Complétons  le  cercle  au  moyen  des  arcs  a  et  /5- 
alors  la  partie  convexe  ACZDBE/.F  =  K  {fiig.  ,3,  a)  est  composée 
du  cercle  aZ|3/,  =R,  et  des  deux  parties  concaves  Aa  et  B,?  entre 
les  angles  A  et  B.  Imaginons  une  quelconque  F  des  figures  comprises 
dans  le  théorème,  et  retranchons -en  les  mêmes  parHes  Aa  et  Bp 
entre  les  angles  A  et  B;  il  reste  une  figure  F,  dont  le  périmètre,  comme 
il  est  facile  de  le  voir,  est  egaZau  périmètre  du  cercle  K,  ou  plus  petit. 
de  manière  qu'on  a  toujours  R,  >  F,  ,  et  ensuite  K  >  F. 

Le  raisonnement  suivant  peutégalement  servir  à  cette  démonstration. 
On  montrera  d'abord  que  le  maximum  ne  peut  pas  être  limité  par  les 
seuls  côtés  des  angles  A  et  B,  qu'il  ne  peut  donc  pas  être  un  quadrila- 
tère, mais  que  les  lignes  /  et  /,  sont  nécessaires.  On  voit  ensuite  que 
ces  lignes  doivent  être  des  arcs  de  cercle  (20)  tangents  aux  côtés  (54 
ou  37) ,  et  qu'ils  appartiennent  à  un  même  cercle  (38).  Car  si  l'on 
joint  deux  points  quelconques  x  et  x,  des  arcs  /et  Z,  au  moyen  d'une 
droite  xx,  =  a,  celle-ci  partage  la  figure  en  deux  parties,  dont  cha- 
cune est  un  maxiuuim,  lorsqu'elle  est  une  partie  de  cercle  entre  l'an^ïle 
A  ou  B  et  la  corde  a  (38). 

IL  La  forme  de  la  figure  maximum  n'est  pas  absolument  détermi- 
née, car  les  arcs  Zet/,  peuvent  changer  de  grandeur  comme   ils  vou- 
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liront,  pourvu  que  leur  somme  reste  constante  et  que  le  cercle  ne 
varie  pas.  Si  donc  l'un  des  angles,  par  exemple  A,  reste  fixe,  l'autre  B 
pourra  tourner  autour  du  cercle  pour  occuper  toutes  les  positions 
depuis  celle  où  son  côté  BE  tombe  sur  le  prolongement  du  coté  AF 
jusqu'à  celle  où  l'autre  côté  BD  tombe  sur  le  prolongement  de  AC.  Une 
des  positions  intermédiaires  est  celle  dans  laquelle  la  droite  AB ,  qui 
joint  les  sommets  des  deux  angles  ,  divise  en  deux  parties  égales  et  ces 
angles  et  la  figure  elle-même.  Pour  la  limite  donnée  par  la  coïncidence 
de  BE  et  du  prolongement  de  AF  [fig-  12,  c) ,  le  théorème  peut  être 
énoncé  de  la  manière  suivante  : 

Entre  les  figures  isopérimètres,  dont  le  périmètre  est  composé  de  trois 
droites  consécutives  CA ,  AB ,  BD  de  longueur  arbitraire ,fornuiîit  entre 
elles  deux  angles  donnés  A  ei  B ,  et  d'une  ligne  arbitraire  L ,  qui  joint  la 
première  et  la  dernière  des  droites ,  sans  les  dépasser,  la  figure  nmxi- 
mum  est  celle  dans  laquelle  la  ligne  L  est  un  arc  du  cercle ,  tangent 
aux  trois  droites.  —  Il  existe  un  théorème  analogue  pour  la  partie  con- 
cave du  cercle. 

111.  Ajoutons  le  corollaire  suivant,  qui  concerne  le  cas  dans  lequel 
la  diagonale  AB  passe  par  le  centre  du  cercle ,  et  partage  la  figure  en 
deux  moitiés  symétriques. 

Entre  toutes  les  figures  dont  les  périmètres  sont  composés  de  trois 
droites  consécutives  CA ,  AB ,  BD ,  formant  entre  elles  les  angles  don- 
nés \k.et  \B,  et  d'une  ligne  arbitraire  1 ,  qui  joint  les  côtés  extérieurs 
AC  et  BD  satis  les  dépasser,  la  somme  des  lignes  1 ,  AC  et  BD  restant 
constante,  la  figure  maximum  est  celle  dans  laquelle  1  est  un  arc  de 
cercle  qui  a  son  centre  sur  le  côté  placé  au  milieu  AB  et  qui  est  tan- 
gent aux  côtés  extérieurs  AC  et  BD. 

41.  Si  les  conditions  restent  les  mêmes  que  dans  le  théorème  pré- 
cédent (40),  sauf  qu'au  lieu  des  angles  A  e<  B,  c'est  leur  somme  S  qui 
est  donnée,  la  figure  est  un  maximum  maximorum ,  lorsque  ces  angles 
sont  égaux. 

Démonstration.  Supposons  les  angles  inégaux,  soit  A  >  B,  et  la  par- 
tie de  cercle,  comme  ci-dessus  (40,  II) ,  de  la  forme  [fig.  12,  c\;  tjrons 
la  droite  A,  B, ,  de  manière  qu'on  ait  angle  CA,B,  =  DB,A,  et  triangle 
AA,B,   équivalent  à  triangle  ABB,  ;  alors  la  figure  A,  CLDB,  est  équi- 
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valente  à  ACLDB.  Si  les  triangles  étaient  isopérimètres,  c'est-à-dire 
si  l'on  avait 

AA, -hA.B,  =:AB-hBB,, 

le  triangle  AA,B,  serait  plus  grand  que  le  triangle  ABB, ,  parce  que 
l'angle  a:  est  plus  grand  que_y  (3,11);  mais  les  triangles  sont  sup- 
posés être  équivalents  :  donc 

AA, -+-A,B,  <  AB  +  BB,, 

et  par  suite ,  périmètre  A,  CLDB,  <  périmètre  ACLDB.  Mais  il  est  clair 
que  la  première  figure  étant  équivalente  à  la  seconde,  quoique  son 
périmètre  soit  plus  petit,  pourra  avoir  une  aire  plus  grande  que 
celle-ci  à  même  périmètre,  d'autant  plus  qu'elle  aussi  pourra  être  une 
partie  de  cercle. 

C'est  la  facilité  de  son  application  aux  figures  sphériques  qui  nous  a 
fait  choisir  cette  démonstration;  car  il  y  en  a  de  plus  simples  et  de  plus 
directes  pour  les  figures  planes  seules.  Par  exemple,  tirons  la  droite 
A,  B,  de  manière  qu'on  ait 

angle  A,  =  angle  B,  et  AA ,  +  A,  B,  =  AB  4-  BB,  ; 

alors,  puisque  œ  >  j,\e  triangle  AA,  B,  est  plus  grand  que  ABB,  (3,  II), 
et  à  périmètre  égal  la  figure  A, CLDB,  plus  grande  que  ACLDB,  etc. 
—  Enfin  la  figure  dont  nous  nous  occupions  dans  le  n"  40,  III,  peut 
servir  à  une  autre  démonstration  du  même  théorème. 

4-2.  I.  Entre  toutes  lesjigiires  isopcriinètres  dont  les  périmètres  sont 
composés  : 

1°.  Des  côtés  de  lojigueur arbitraire  de  m  angles  donnés  A,  B,  C, ... 
dont  la  somme  est  plus  grande  que  (m  —  2  )  -  ; 

2°.  De  lignes  quelconques ,\,  1, ,  L,.--»  dont  le  nombre  est  arbitraire 
depuis  I  jusqu'à  m  et  qui  joignent  des  côtés  de  différents  angles; 

Si  l'on  cjcige  en  outre  qu'aucune  de  ces  Jigures  ne  sorte  des  espaces 
angulaires,  lajigure  maximum  est  une  partie  de  cercle  convexe  entre 
les  ang les  circomcrits  A  ,  B ,  C, . . . 

Si  A,  le  plus  petit  des  angles  donnés,  est  assez  petit  pour  que  son 
angle   supplémentaire  soit  plus  grand  que  la  somme  des  angles  sup- 
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plémentaires  de  ions  les  autres  angles  donnés ^  et  si  l'on  connaît 
en  même  temps  la  dijférence  entre  la  somme  des  côtés  de  l'angle  A 
et  le  reste  du  périmètre,  la  figure  est  uji  minimum,  lorsqu'elle  est  une 
partie  de  cercle  concave  entre  les  angles  circonscrits  A ,  B ,  C, . . . 

Cette  partie  de  cercle  concave  est  de  même  forme  que  celle  que  nous 
avons  considérée  dans  le  n°  4'0.  Dans  la  suite,  la  seconde  partie  sera 
toujours  sous-entendue. 

II.  Si  Von  donne  seulement  la  somme  des  angles  et  non  chaque 
angle  à  part ,  la  figure  est  un  maximum  maximonim ,  lorsque  ces 
angles  sont  égaux,  et  que  la  figure  est  également  une  partie  de  cercle 
entre  eux. 

La  démonstration  de  ces  théorèmes  est  analogue  à  celle  du 
n"  40. 

43.  I.  L'aire  dun  polygone  de  m  côtés,  dont  les  angles  et  le  péri- 
mètre sont  donnés  [*],  est  un  maximum  lorsque  ce  poljgone  est  cir- 
conscriptible  à  un  cercle  [**]. 

IL  Si  le  périmètre  seul  est  donné,  le  polj'gone  de  m  côtés  est  un  maxi- 
mum, quand  il  est  equiangle  et  circonscriptible  à  un  cercle,  c'est-à-dire 
quand  il  est  régulier. 

Ces  théorèmes  découlent  comme  limites  des  précédents  (42)  quand 
on  y  fait  diminuer  la  somme  des  angles  donnés  jusqu'à  ce  qu'elle  de- 
vienne égide  A  [m  —  2  )  ti  ;  les  arcs  /,  /,,...,  deviennent  alors  nuls  ,  et  la 
figure  se  change  en  un  polygone  de  m  côtés. 


[*]  Il  suffit  pour  le  polygone  plan  de  m  côtés  ,  que  m  —  i  angles  soient  donnes, 
car  le  dernier  angle  est  alors  déterminé.  Quant  au  polygone  spherique  de  m  côtés,  il 
faut  remarquer  que  son  aire  serait  fixée  dès  que  ses  m  angles  seraient  donnés  :  il  faut 
donc  énoncer  ainsi  le  théorème  en  ce  qui  le  concerne  :  Si  les  angles  d'un  polygone  sphe- 
rique de  m  côtés  sont  donnés ,  son  périmètre  est  un  minimum  lorsqu'il  est  circonscrip- 
tible à  un  cercle;  le  théorème  sur  les  figures  planes  devient  plus  analogue  à  celui- 
ci,  quand  on  suppose  donnés  les  angles  et  l'aire. 

[**]  Je  crois  que  c'est  Lhuilier  qui ,  dans  son  ouvrage  mentionne  ci-dessus ,  a  ete  le 
premier  à  énoncer  ce  théorème  pour  les  figures  planes.  Il  le  démontre  au  moyen 
du  calcul,  d'une  manière  très  ingénieuse,  mais  assez  compliquée.  On  ne  le  retrouve 
plus  dans  les  auteurs  qui  lui  sont  postérieurs  ;  ils  paraissent  avoir  reculé  devant  la  dé- 
monstration . 


PURES  ET  APPLIQUEES.  ,  3(j 

On  peut  aussi  démontrer  directement  ces  théorèmes,  conformément 
au  n°  40. 

44.  I.   Si  le  périmé  Ire  diuic figure  doit  être  composé  : 

1°.  Des  côtés  de  longueur  arbitraire  de  m  angles  donnés  A,  H,  C, .  .  . 
dont  la  somme  est  plus  grande  que  (m  —  i  )7r: 

2°.  D'une  droite  g  de  longueur  arbitraire  ; 

3°.  De  lignes  quelconques  1,1,,  l.j, .  . .; 

Si  en  outre  la  figure  doit  être  rcnjermée  dans  les  espaces  angulaires 
donnés,  et  si,  à  l'exception  de  la  droite  g ,  la  longueur  de  tout  le  reste  du 
périmètre  est  donnée,  l'aire  comprise  est  un  nuiximum ,  quaiul  la  fi- 
gure est  une  partie  de  cercle  entre  les  angles  circonscrits  A,  B ,  C , . .  . , 
et  le  diamètre  g. 

Si  donc  la  base  g  aboutit  par  son  extrémité  à  un  des  côtés  des  angles, 
il  faut  qu'elle  soit  perpendiculaire  sur  lui. 

On  obtient  le  corollaire  suivant,  en  faisant  diminuer  les  angles  jus- 
qu'à ce  que  leur  somme  soit  égale  à  [m  —  i)-. 

II.  Entre  tous  les  polygones  que  l'on  peut  construire  sur  une  base  ar- 
bitraire g  la  somme  s  des  deux  angles  adjacents  à  cette  base  étant  sup- 
posée égale  à  n  ou  1 8o°,  et  les  autres  angles  étant  donnés  ainsi  que 
la  somme  des  côtés  (la  base  g  non  comprise) ,  le  polygone  maximum 
est  celui  qui  est  composé  de  côtés  tous  tangents  au  cercle  dont  la 
base  g  est  le  diamètre.  Les  angles  à  la  base  sont  donc  droits. 

Si,  au  lieu  des  angles  A,  B,  C, ,  la  somme  de  deux,  de  trois,  etc., 

d'entre  eux  est  donnée ,  qu'ils  se  suivent  ou  non  dans  le  périmètre, 
l'aire  est  la  plus  grande  possible  quand  ils  sont  égaux. 

Ces  théorèmes  découlent  du  précédent  (42),  quand  on  répète  la  fi- 
gure symétriquement  de  l'autre  côté  de  la  base  g. 

43.  I.  Sil'on  supprime  la  droite^,  et  si  l'on  suppose  que  la  somme 
des  m  angles  soit  plus  grande  que  {m  —  |)7r,  que  l'angle  A  soit  plus 
petit  que  \  - ,  et  que  de  ses  côtés  A  A, ,  AA, ,  l'un  .AA.,  soit  arbitraire , 
tandis  que  le  reste  du  périmètre  est  donné;  lafigure  est  un  maximum , 
lorsqu'elle  est  une  partie  de  cercle  entre  les  angles  circonscrits  B,  C , . . . , 
la  tangente  AAj  et  la  normale  AA, . 

Quand  la  somme  des  angles  devient  =  in—  l)-,  le  théorème 
s'énonce  ainsi  : 

i8.. 
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II.  Si  les  angles  d'un  polygone  sont  donnés ,  si  l'un  des  angles  A, 
adjacents  à  sa  base  AA ,  est  égal  à^  ~,  et  l'autre  A  plus  petit  que  1 7:  ;  si 
en  outre  la  somme  de  tous  les  côtés ^  moins  la,  base,  est  donnée;  ce  poly- 
gone est  un  maximum,  lorsque  ces  côtés  sont  tangents  à  un  cercle  dont 
le  centre  est  sur  In  base  AA , . 

III.  Si ,  au  lieu  des  a?igles  A,  B,  C,...,  leur  somme  est  donnée,  la 
figure  devient,  dans  les  deux  cas  précédents  (I  et  II),  un  maximum 

maximonmi ,  lorsqu'on  a 

B   =  C  =  D  =    ...    =   2A, 

les  conditions  indiquées  plus  haut  étant  d'ailleurs  remplies  ;  en 
outre,  les  côtés  compris  entre  les  angles  B,  C,  D,...,  seront  égaux, 
et  chacun  deux  sera  double  du  côté  perpendiculaire  sur  la  base 
en  A,. 

Ces  théorèmes  découlent  du  n"  42,  tout-à-fait  comme  ceux  du  n°  i4 . 

m.  I.  Le  périmètre  d'une  figure  étant  composé  : 

i".  Des  côtés  de  m  angles  donrw's  A,  B,  C,  D, . . . ,  dont  la  somme  est 
plus  petite  que  (m  —  2)-; 

■2°.  De  lignes  arbitraires!,  1,,  Ij,... ; 

Si  les  angles  A  ei  B  sont  aigus  tous  les  deux ,  et  si  de  leurs  côtés 
AA,  ,  AA2  et  BB,  ,  BBj,  deux,  par  exemple  AA,  et  BB,,  ne  forment 
qu'une  même  droite  AB,  si ,  en  outre,  tout  le  périmètre,  à  l'exception 
de  la  base  AB,  est  donné,  l'aire  de  la  figure  est  un  maximum  lorsqu'elle 
est  une  partie  de  cercle  entre  les  angles  circonscrits  C,  D,  . . . ,  les  tan- 
gentes AAo ,  BB„ ,  et  la  normale  AB. 

II.  Etatit  donnés  les  angles  dun  poljgone,  avec  cette  condition  que 
les  angles  A  et  B,  adjacents  à  la  base  AB,  soient  aigus,  ou  tout  au  plus 
droits;  si  en  outre  la  somme  de  tous  les  côtés,  excepté  la  base,  est  donnée, 
le  poljgone  est  un  maximum,  lorsque  tous  ces  côtés  sont  tangents  a  un 
cercle  dont  le  centre  est  sur  la  base  AB.  De  plus  : 

III.  Les  angles  étant  arbitraires,  le  poljgone  est  un  maxinuim  . 
lorsque  C  =;  D  =  .  .  .  =  2A  —  2B;  alors  tous  les  côtés,  à  l'exception 
de  la  base,  sont  égaux ,  ou 

IV.  Si  l'angle  A,  qui  n'est  pas  plus  graïui  que  |  n,  est  seul  donné  de 
grandeur,  le  polygone  est  un  maximum  lorsque  2B  =:  C  =  D  ^.  .  .  . 
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En  même  loups  tous  les  cotés  sont  égaux  ^  à  l'exception  de  ceux  (jui 
jbnnent  l'angle  A. 

Il  ne  sera  pas  inutile  d'énoncer  séparément  l'application  de  ce  théo- 
rème (IV)  au  quadrilatère  et  au  triangle  : 

1°.  Entre  tous  les  quadrilatères  que  l'on  peut  construire  a\ec 
un  angle  donné  A  <  |  tt  et  avec  trois  cotés  BC,  CD,  DA,  dont 
la  somme  est  donnée,  le  plus  grand  est  celui  dans  lequel  l'angle 
C  =  D  =  2B,  et  le  côté  BC  =  CD;  —  et  si  A  =  |  ;:,  il  faut  en  outre 
qu'on  ait  aAD  =  BC  =  CD. 

2°.  Entre  tous  les  triangles  ABC  qui  ont  le  même  angle  donné 
A  <  I^t:  adjacent  à  la  base  AB,  et  dont  la  somme  des  côtés  AC  -t-  BC 
est  la  même,  celui-là  est  un  maximum  dans  lequel  l'angle  au  sommet  l\ 
est  le  double  de  l'autre  angle  à  la  base  B  [*];  —  et  si  A  =  ^- ,  on  a 
C  =:  2B  =^  ^TT,  eten  outre  BC  =  2CA ,  ce  qui  est  une  propriété  connue. 

47.  I.  Si  le  périmètre  dunejigwe  est  composé  : 

\°.  Des  côtés  de  m  atigles  donnés  A,  B,  C,.. .,  dont  la  somme  est  plus 
grande  que  (m —  1)7:; 

2°.  Des  lignes  arbitraires  1,1,,  L,...  ; 

Si  la  longueur  des  côtés  AA,  et  AAj  qui  forment  l'angle  A  est  arbi- 
traire,  tandis  que  la  longueur  du  reste  du  périmètre  est  donnée,  laji- 
gure  maximum  est  la  partie  de  cercle  entre  les  angles  circonscrits 
B,  C, .  .  .  et  l'angle  au  centre  A.  —  Les  côtés  AA,  et  AAo  sont  donc  des 
rayons  du  cercle;  si  l'un  d'eux  aboutit  par  son  extrémité,  non  à  un 
arc  (Z),  mais  à  un  côté  d'un  angle ,  il  est  perpendiculaire  sur  lui. 

II.  Si  la  somme  de  deux  angles  quelconques  kt  et  k..  d'unpnljgo/ic. 
entre  lesquels  un  seul  angle  A  est  compris,  est  égale  à  n,  et  si  en  nu'mv 
temps,  et  les  autres  angles  A,  B,  C,...,  et  la  somme  de  tons  les  côtés 
non  adjacents  à  l'angle  A  sont  donnés ,  ce  poljgone  est  un  maximum 
hrsque  les  côtés  arbitraires  AA,  et  AAj  sont  des  rajons  dun  cercle  au- 
quel  tous  les  autres  côtés  sont  tangents;  de  manière  que  les  angles 
.\, ,  A 2  sont  égaux  et  droits. 


[*]  !\lùiTie  dans  ce  cas,  le  plus  simple  de  tous,  il  est  impossible  de  consUuiie 
gcomctriqucment  la  figure  inaxima  ,  car  elle  suppose  rexccution  de  la  trisection  de 
l'angle  supplémentaire  de  A  ,  qui  est  égal  à  3B. 
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III.  Si  l'angle  A  seul  est  donné,  les  autres  cojiditions  restant  les 
mêmes,  le  poljgone  est  uti  maximum  lorsque  les  autres  angles 
B,  C, . . .,  X  sont  égaux  ;  en  même  temps  les  côtés  compris  entre  ces 
angles  devieiment  égaux ,  de  même  que  ceux  qui  sont  adjacents  au 
premier  et  au  dernier  angleBA.,  et  XAj,  qui  sont  de  longueur  moitié  des 
autres.  —  Dans  ce  cas  la  figure  s'approche  d'un  secteur  de  polygone  ré- 
gulier, ce  qu'elle  devient  en  effet  quand  l'angle  A  est  commensu- 
rable  à  t.. 

Ces  théorèmes  sont  indépendants  de  la  grandeur  de  l'angle  A  ;  s'il 
devient  successivement  =  n,  i-,  les  théorèmes  se  changent  en  ceux  des 
n°  44  et  42. 

48. 1.  Si,  toutes  choses  restant  les  mêm£s,  l'un  des  côtés  de  l'angle  A, 
par  exemple  AA,,  est  donné,  de  manière  que  l'autre  AA,  seulement 
demeure  arbitraire,  la  figure  est  un  maximum  lorsqu'elle  est  une  partie 
de  cercle  convexe  entre  les  angles  circonscrits  B,  C, .  .  . ,  la  sécante 
AAo  et  la  normale  AA,. 

Pour  une  certaine  longueur  de  la  partie  donnée  du  périmètre,  la 
figure  se  change  en  un  polygone ,  limite  des  figures  du  théorème. 

II.  Si  l'angle  A  est  plus  petit  que  \  -,  et  si,  comme  dans  le  cas  pré- 
cédent, AAj  est  donné  de  même  que  la  lojigueur  du  reste  du  périmètre , 
j  compris  le  côté  AA,,  la  partie  de  cercle  entre  les  angles  circonscrits 
B,  C,...,  la  tangente  AA,  et  la  sécante  AA, ,  est  un  maximum. 

La  limite  est  encore  donnée  par  im  polygone. 

49.  I.  Entre  toutes  les  figures  de  pérbnètre  donné  et  composé  : 

\°.  De  n  droites  données ,  a,  b ,  c , . . .  ; 

■2°.  Des  côtés  non  déterminés  des  m  angles  dojinés  A,  B,  C. .  . .  dont 
la  somme  est  plus  grande  que  (m  —  2)  ;t  ; 

3°.  De  lignes  arbitraires  1,  1,,  I2,  ■  .  .,  dont  le  nombre  est  arbitraire 
de  I  jusqu'à  m  -f-  n  ; 

Si  les  figures  ne  dépassent  aucun  des  espaces  compris  dans  les  m 
angles,  la  partie  convexe  de  cercle  entre  les  n  cordes  a  ,  b  ,  c, . . . , 
et  les  m  angles  circonscrits  A,  B,  C, . . . ,  est  un  maximum. 

IL  Si,  au  lieu  d'un  certain  nombre  de  côtés  ou  d'angles,  c'est  leur 
somme  qui  est  donnée,  les»  autres  conditions  restant  les  mêmes,  l'aire 
de  la  figure  augmente  quand  on  rend  les  éléments  appartenant  à  la 
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même  somme,  égaux  entre  eux;  il  s  ensuit  que  pour  un  même  périmètre, 
une  même  somme  des  n  droites  et  une  même  somme  des  m  angles,  la 
Hgure  qui  a  ses  côtés  et  ses  angles  égaux  est  un  maximum  imiximorum. 

A  la  limite  de  ces  deux  théorèmes,  pour  une  certaine  longueur  du 
périmètre,  la  partie  de  cercle  se  change  en  un  polygone  qui  est  en  partie 
inscrit  et  on  partie  circonscrit  au  cercle,  et  qui  peut  avoir  chaque 
nonibrede  côtés  depuis^  +  m-\-i ,  qui  est  leplus  petit  nombre,  jusqu'au 
plus  grand  an  -h  m  ou  n  ■+■  im (selon  qu'on  am  >  n  ou  n  >  m);  cela 
dépend  de  la  manière  dont  on  fait  suivre  les  angles  et  les  côtés  dans  le  pé- 
rimètre.  Ces  théorèmes  renferment  du  reste  plusieurs  des  précédents. 

50.  I.  Si  les  périmètres  des  figures  contiennent,  outre  les  parties 
énumérées  ci-dessus  (49,  I),  une  droite  g  de  longueur  arbitraire,  et  si  la 
somme  des  m  a?igles  donnés  est  plus  grande  que  (m  —  i);:,  la  figure 
maxima  est  une  partie  de  cercle  convexe  entre  les  cordes  a,  b,  c,..., 
les  angles  circonscrits  K,  ^,C,...,et  le  diamètre  g,.  En  faisant  diminuer 
le  périmètre  jusqu'à  une  certaine  longueur,  on  obtient  la  limite  des 
parties  de  cercle  qui  est  un  polygone. 

IL  Le  périmètre  restant  toujours  composé  comme  dans  (49,  I),  si 
l'angle  A  est  plus  petit  que  \n,  si  Vun  de  ses  côtés  AA,  et  kk^,  par 
exemple  A  A, ,  iiest  pas  compris  dans  la  longueur  donnée  du  périmètre, 
et  si  lu  somme  de  tous  les  angles  est  plus  grande  que  (m  —  |)  k,  la  figure 
maximum  est  une  paHie  de  cercle  entre  les  cordes  a,  b,  c, . . . ,  les  angles 
circonscrits  B,  ,C,. .  . ,  la  tangente  AA»  et  la  normale  AA,. 

Si  lecôté  AAa  était  donné  sépai-ément,  il  faudrait  qu'il  fût  unesécanle 
de  la  partie  de  cercle. 

III.  Si  l'angle  A  est  d'^  grandeur  quelconque,  mais  donnée,  si  ses 
deux  côtés  ne  sont  pas  compris  dans  la  partie  de  périmètre  donnée , 
et  si  la  somme  des  m  angles  est  plus  grande  que  (m  —  i)-,  il  faut  que 
dans  le  maximum  A  soit  un  angle  au  centre,  et  que  ses  côtés  A  A ,  et  AA, 
soient  des  rayons  de  la  partie  de  cercle. 

Ce  dernier  théorème  en  renferme  plusieuis  autres,  que  l'on  obtient 
quand  on  fait  successivement  A  =  tt,  a-,  ou  quand  on  supprime  les  // 
côtés  a,b,  c,.  ..  ,  ou  les  m  angles  A ,  B,  C , .  .  .  .Sa  limite ,  que  l'on  ob- 
tient en  diminuant  jusqu'à  un  certain  point  la  |)arlie  de  périmètre  don- 
née, est  un  polygone. 
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Bemarque  générale. 

51.  La  plupart  des  théorèmes  précédents  s'appliquent  aux  polygones 
limites  des  parties  de  cercle  ;  mais  si  l'on  examine  ces  polygones 
indépendamment  des  recherches  précédentes,  si  l'on  donne  à  leurs  élé- 
ments variables  d'autres  valeurs  que  celles  qui  appartiennent  aux 
limites  des  parties  de  cercle,  on  voit  que,  même  sous  ce  nouveau  point 
de  vue,  ces  polygones  limites  ne  sont  encore  que  des  cas  particuliers. 
Car  quand  on  sort  de  ces  valeurs  limites  en  assujétissant  la  figure  à  rester 
toujours  un  polygone  de  même  nombre  de  côtés  (qui  ne  doit  ni  con- 
tenir des  arcs  /,/,,...,  ni  se  changer  en  partie  de  cercle) ,  le  maximum 
est  assujéti  à  des  conditions  absolument  différentes,  qui  changent  en- 
core, selon  que  les  valeurs  données  aux  éléments  sont  plus  grandes 
ou  plus  petites  que  les  valeurs  limites. 

On  parvient  à  ces  propriétés  du  polygone,  en  discutant  les  cas  de 
maximum  et  de  minimum  d'une  manière  plus  générale  et  plus  complète 
qu'on  ne  l'a  fait  jusqu'ici;  dans  tous  les  cas  où  les  éléments  nécessaires 
pour  la  détermination  complète  du  polygone  ne  sont  pas  tous  don- 
nés, on  recherchera  les  conditions  de  maximum  et  minimum  relatives 
aux  autres  éléments.  Le  nombre  des  divers  cas  est  très  grand  même 
quand  on  ne  s'occupe  que  des  différentes  combinaisons  des  côtés, 
des  angles,  de  la  somme  de  plusieurs  côtés  ou  angles,  et  de  l'aire.  11 
paraît  du  reste  que  ces  recherches  devront  être  fondées  (à  l'instar  de 
la  théorie  sur  l'égalité  des  polygones)  sur  les  propriétés  du  quadrila- 
tère, de  manière  qu'il  importerait  de  discuter  d'abord  toutes  les  ques- 
tions que  le  quadrilatère  peut  offrir;  mais  leur  nombre  s'élève  jusqu'à 
25  ou  3o,  et  l'on  ne  pourra  guère  répondre,  avec  les  moyens  dont  nous 
disposons  maintenant,  qu'à  la  moitié  d'entre  elles.  Au  surplus  il  est  pro- 
bable que  les  divers  cas  sont  tellement  enchaînés  entre  eux,  qu'il  suf- 
fira d'en  démontrer  quelques-uns;  les  autres  découleront  immédiate- 
ment de  ceux-là . 

Théorèmes  qui  concernent  plusieurs  figures  en  même  temps,  ou  des 
figures  qui  sont  déterminées  par  des  limites  fixes  ou  par  des  éléments 
donnés. 

52.  I.  Si  nous  appelons  S  la  somme  des  deux  figures  aa  et  b/5, 
construites  sur  des  bases  a  et  h,  respectivement  domiées ,  et  avec  des 
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lignes  arbitraires  a  et  [^  dont  la  somme  ^  =  a  + 13  est  également  donnée, 
S  sera  un  maximum  lorsque  les  figures  sont  des  segmetits  de  cercles 
de  rayons  égaux ,  pourvu  que  le  segment  ayant  pour  corde  la  plus  pe- 
tite base  b  soit  un  segment  à  angle  aigu. 

Démonstration.  Supposons  qu'il  existe  un  cercle  ABC  [fig.  i3)  dans 
lequel  les  bases  données  ael  b,  prises  comme  cordes,  soutendent  des 
arcs  a  et  /5,  dont  la  somme  soit  égale  à  c-,  mais  plus  petite  que  la  cir- 
conférence du  cercle;  il  est  clair  qu'alors  la  somme  des  deux  seg- 
ments ar/.  -i-  b[i  est  un  maximum  sous  les  conditions  données.  Car,  la 
figure  flZ»'/  restant  invariable,  si  l'on  fait  varier  comme  on  voudra  les 
arcs  a  et /3,  mais  de  manière  que  leur  somme  soit  toujours  égale  à  7, 
l'aire  des  figures  renfermées  par  ces  arcs  et  par  l'arc  fixe  y  sera  toujours 
plus  petite  que  celle  du  cercle  ABC  ;  donc  la  somme  des  aires  des  deux 
figures  formées  par  ces  arcs  et  par  les  bases  données  a  et  b  sera  plus 
petite  que  celle  des  aires  des  segments  du  cercle  «a et  b^-i.  Le  segment  bp 
ayant  pour  base  la  plus  petite  corde,  est  nécessairement  à  angle  aigu, 
tandis  que  l'autre  segment  peut  être  indifféremment  ou  à  angle  aigu 
ou  à  angle  obtus. 

Il  reste  encore  à  démontrer  que  le  cercle  supposé  existe  dans  tous 
les  cas. 

Le  plus  petit  des  cercles  dans  lesquels  les  bases  données  ae\.b  puis- 
sent être  des  cordes,  est  celui  qui  a  la  plus  grande  corde  a  pour  dia- 
mètre. Supposons  pour  un  moment  que  le  cercle  ABC  soit  ce  cercle  M, 
alors  trois  cas  sont  possibles,  savoir  : 

(0  a  +  ,s  =  7, 

(2)  a  -^  ,3    >    7, 

(3)  y.  ■+-  [i   <   7. 

Dans  le  premier  cas  le  cercle  M  satisfait  aux  conditions  du  théorème. 

Dans  le  second  cas  faisons  croître  le  cercle  M,  en  écartant  en  même 
temps  l'une  de  l'autre  les  cordes  aetb-,  les  centres  de  tous  les  cercles 
ainsi  obtenus  resteront  évidemment  entre  les  cordes  a  et  b  dans  l'espace 
nby,  et  puisque  d'après  cela  les  deux  segments  sont  à  angles  aigus, 
chacun  des  arcs  a  et  ,5,  et  conséquemment  leur  somme  ira  continuelle- 
ment en  diminuant;  cette  somme  s'approchera  ainsi  de  plus  en  plus  de 
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(7,  jusqu'à  ce  qu'elle  lui  devienne  égale  pour  un  certain  cercle  M,  qui 
satisfait  aux  conditions  du  théorème. 

Dans  le  troisième  cas  on  fera  également  grandir  le  cercle,  mais  en 
rapprochant  en  même  temps  la  corde  a  de  la  corde  b;  alors  le  centre 
est  dans  le  segment  aa,  dont  l'angle  devient  obtus,  tandis  que 
celui  du  segment  hfi  reste  aigu;  l'arc  a  croit  donc  et  l'arc  ,3  diminue. 
Mais  l'accroissement  de  a  surpasse  évidenmient  le  décroissement  de  ,3  : 
la  somme  a  -f-  /5  va  donc  en  grandissant,  et  puisque  en  outre  a  peut 
acquérir  toute  grandeur  voulue ,  tandis  que  Çj  ne  peut  jamais  devenir 
plus  petit  que  h ,  la  somme  a  -i-  /i  obtiendra  toutes  les  valeurs  possi- 
bles et  deviendra  aussi  égale  à  a  pour  un  certain  cercle  31 ,  ,  qui  sera 
le  cercle  cherché. 

On  peut  donc  toujours  satisfaire  aux  conditions  du  théorème,  pourvu 
que   G  >  a  -\-  h,  mais  on  ne  le  peut  que  d'une  manière  seulement. 

Dans  tous  les  cas  le  segment  hf-i  sur  la  plus  petite  corde  est  constam- 
ment à  angle  aigu  ,  tandis  que  l'autre  tiv.  peut  être  à  angle  aigu ,  droit 
ou  obtus. 

IL  Le  théorème  ci -dessus  (I)  ne  se  rapporte  qu'au  maximum 
absolu  ou  principal  de  la  somme  des  deux  figures,  qui  varient  autant 
que  les  éléments  donnés  le  permettent.  Si  l'on  veut  traiter  cet  objet 
d'ime  manière  plus  complète,  on  s'y  prendra  ainsi  qu'il  suit: 

Que  l'on  répartisse  comme  on  voudra  la  somme  g  sur  a  et  fj ,  parties 
des  périmètres  des  figures  av.  et  b^,  toujours  est-il  que  chacune  d'elles, 
de  même  que  leur  somme  S,  sera  un  maximiun,  lorsque  ces  figures 
sont  des  segments  de  cercle.  Nouspouvons  donc  admettre  que  les  figures 
aa  et  /^(5  sont  des  segments  de  cercle.  Si  l'on  fait  maintenant  varier  leurs 
arcsa  e\^  d'une  manière  continue,  sous  la  condition  que  toujoiu'sa -t-j'S 
soit  égal  à  c ,  la  somme  de  leurs  aires  aa  -{-  bf:i  =  S  changera  aussi 
continuellement;  et  l'on  peut  se  demander  :  Sous  quelles  condi- 
tions, et  combien  de  Jais  cette  somme  devient  un  maximinn  ou  un  mini- 
mum ? 

La  discussion  ultérieure  de  cette  question  donne  le  résidtat  suivant  : 
Si  les  cordes  a  et  b  de  deux  segments  de  cercle  aa  et  hfj ,  et  la  somme 
de  leurs  arcs  g^  a-{-f:j  sont  donne'es,  la  somme  de  leurs  aires  S=  aa  +  b,5 
est  en  général  un  nmxinunn  ou  un  minimum  quand  les  arcs  appar- 
tiennent à  des  cercles  de  rajons  égaux;  si  tn/cun  des  d^ux  segments 
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ne  doit  ctic  plus  grand  que  le  cercle  entier,  la  condition  d'ai'oir  des 
rayons  égaux  fie  peut  être  remplie  que  de  trois  numières  au  plus  ; 
mais  si  les  segments  peuvent  aussi  être  plus  grands  que  le  cercle,  le 
nombre  des  cas  satisfaisant  à  la  condition  augmentera,  et  d'autant 
plus  que  la  somme  g  sera  plus  grande  relativement  aux  cordes  a  et  h . 

Pour  le  cas  particulier  où  ni  a  ni  ,S  ne  doivent  être  plus  grands  que 
le  cercle,  l'existence  des  cercles  dans  lesquels  un  maximum  ou  un 
minimum  a  lieu,  peut  être  démontrée  de  la  manière  suivante  : 

Si  l'on  regarde  les  droites  a  et  b  comme  cordes  d'un  cercle  quel- 
conque ,  et  si  l'on  désigne  les  petits  arcs  qu'elles  soutendent  par  a  et  ,3 , 
et  les  grands  arcs  par  a,  et  ,3, ,  on  peut  former  avec  ces  quantités  les 
quatre  sommes  différentes  a  4-  jS ,  y.,-{-  fi,  v.-h  ft,,  a,  +  fi,,  et  l'on 
aura  à  rechercher  combien  il  y  a  de  cercles  dans  lesquels  une  de  ces 
sommes  est  égale  à  7. 

Nous  avons  déjà  démontré  ci-dessus  (  I  )  que ,  en  ce  qui  concerne 
les  sommes  a.  -\-  f,  et  a,  -j-  fi,  dans  lesquelles  entre  le  plus  petit  arc  fi 
soutendu  par  la  plus  petite  corde  è ,  il  y  a  toujours  un  et  seulement  un 
cercle  M,  qui  satisfait  à  l'une  ou  l'autre.  Il  reste  donc  à  examiner  com- 
bien il  y  a  de  cercles  correspondants  à  une  des  sommes  a  -f-  ,5,  et 
a ,  -h  j*?, ,  c'est-à-dire  au  cas  où  le  segment  ayant  la  plus  petite  des  bases 
pour  cordes  est  à  angle  obtus. 

Désignons  par  N  le  cercle  dans  lequel  la  somme  du  plus  petit  arc  a 
soutendu  parrt,  et  du  plus  grand  arc  fi,  soutendu  par  la  plus  petite 
corde  b  devient  un  minimum  =  7,  ;  trois  relations  sont  alors  possi- 
bles entre  !7,  et  c;  on  aura 

(0  -,  >  ^, 

ou  ^2)  7,     =     7. 

OU  (3)  G,     <     7. 

Pour  le  cas  (i)  il  est  clair  qu'il  n'y  a  pas  de  cercle  qui  satisfasse  à  la 
condition  ci-dessus; 

Pour  le  cas  (2)  le  cercle  N  lui-même  est  le  cercle  cherché  ; 

Pour  le  cas  (3) ,  enfin,  il  y  a  deux  cercles  qui  remplissent  la  condi- 
tion exigée  ;  on  s'en  assure  par  le  raisonnement  suivant  : 

11  est  clair  que  la  somme  des  deux  grands  arcs  a,  -t-  ^,  est  un  mi- 
nimum dans  le  cercle  M,  qui  a  la  jjIus  grande  corde  a  pour  diamètre. 

19.. 
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Dans  ce  cas,  à  proprement  parler,  a,  n'est  plus  un  grand  arc,  car 
on  a  a.^  —  (/..  Soit  cTî  cette  somme  minimum,  il  y  a  alors  trois  combi- 
naisons possibles;  on  a 


{a) 

^,    <   7, 

et  en  même  temps 

^2      *^      ^? 

ou 

[b] 

^.  <  'y, 

5-2  =  'y, 

ou 

¥) 

^,  <  7, 

^2  >  ^- 

Pour  chacune  de  ces  trois  relations  on  peut ,  en  partant  des  cercles  N 
et  M,  parvenir  à  deux  cercles  qui  remplissent  la  condition  ci-dessus 
énoncée. 

A.  Dans  l'hypothèse  [à)  faisons preiJiièrement  croître  le  cercle  N,  la 
somme  des  arcs  a  -+-  fi,  croîtra  de  même  (parce  que  au  commencement 
elle  est  un  minimum  égal  à  (7,  ,  et  que  /3,  croît  plus  vite  que  v.  ne  di- 
minue),  et  puisque  j3,  peut  devenir  de  grandeur  quelconque,  tandis 
que  a  ne  peut  diminuer  que  jusqu'à  la  limite  a,  il  faut  qu'on  par- 
vienne à  un  cercle  N,  qui  satisfasse  à  cette  condition,  que  a -t- /S, 
soit  égal  à  (7.  —  Secondement  faisons  croître  le  cercle  M,  la  somme 
a,  -l-j5,  croîtra  avec  lui,  et  nous  parviendrons  à  un  cercle  Mj,  dans  le- 
quel on  aura  a,  H-  |3,  ^=  c  ^  lequel  est  donc  le  cercle  en  question. 

B.  Dans  l'hypothèse  (è),  c'est  premièrement  le  cercle  M  lui-même 
qui  satisfait  à  la  condition.  —  Secondement  lorsque  l'on  fait  croître  le 
cercle  N,  a  +  jS,  augmente  en  même  temps  jusqu'à  ce  que  l'on  par- 
vienne enfin  à  un  cercle  N,  dans  lequel  on  aura  a-\-  [i,  =7. 

C.  Faisons  dans  l'hypothèse  (c)  croître  premièrement  le  cercle  N; 
on  parviendra  comme  ci-dessus  à  un  cercle  N,  qui  rend  a-h  fi,  =  c; 
—  secondement  faisons  diminuer  le  cercle  N;  par  cela  même  a  +  fii 
croîtra,  et,  avant  d'atteindre  le  cercle  minimum  jM  ,  on  parviendra  à 
un  cercle  N,  dans  lequel  a.  -\-  fi,  est  égal  à  c. 

On  démontrera  géométriquement,  au  moyen  du  théorème  (I),  que 
les  segments  des  différents  cercles,  qui  remplissent  la  condition  men- 
tionnée ci-dessus ,  ont  les  propriétés  suivantes  : 

(a)  Dans  tous  les  cercles  désignés  par  N, ,  la  somme  des  segments 
aa-+-  bfi,  est  un  maximum  relatif; 
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{fi)  La  somme  av.,  -1-  bfi,  dans  les  cercles  M^  et  M  (dans  le  cas  Bj,  et 
la  somme  aa  ■+-  bfit  dans  le  cercle  N, ,  sont  des  minima  ; 

(v)  Dans  le  cercle  désigné  par  N,  an  cas  spécial  (2),  la  somme  des 
segments  nu-h  bfi,  n'est  ni  un  maximum  ni  un  minimum,  car  ce  cas 
peut  être  considéré  comme  limite  des  deux  parties  du  cas  (C^,  puisque 
les  cercles  N,  et  N.  se  confondent  tous  les  deux  avec  le  cercle  N ,  et 
par  conséquent  neutralisent  leurs  propriétés  opposées. 

Il  y  a  encore  deux  limites  pour  la  somme  des  segments  en  question  ; 
on  parvient  à  ces  limites  en  faisant  continuellement  diminuer  l'un  des 
arcs  a  et /5  (et  ici  ce  ne  sont  plus  les  petits  arcs,  mais  des  arcs  quel- 
conques soutendus  par  les  cordes  a  et  h  que  nous  désignons  par  y. 
et  j'S);  en  dernier  lieu  /3  coïncidera  avec  sa  corde  b,  ou  a  avec  la  corde 
correspondante  a;  la  somme  rta  +  (^,3  diminue  simultanément,  elle 
est  donc  un  minimum  lorsque  a  ou  fi  ont  atteint  leurs  limites.  Chacun 
de  ces  minima  limites  n'est  composé  que  d'un  seul  segment  ac/.'  ou  bfi\ 
l'autre  segment  devenant  nul;  les  arcs  de  ces  segments  seront  relative- 
ment a'  =  17  —  b  ou  fi'  =  (7  —  a;  et  puisque  de  ces  deux  segments 
celui  qui  a  la  plus  petite  corde  est  plus  petit,  on  a  ac/.'  >  bfi'. 

III.  Ces  résultats  subissent  différentes  modifications ,  selon  les  diffé- 
rentes longueurs  relatives  des  cordes  a  et  b.  Considérons,  par  exemple, 
les  deux  cas  spéciaux  suivants  : 

1°.  Soit  a  =  b;  alors  les  cercles  N  et  M,  N,  et  M,  se  confondent,  le 
cercle  No  devient  impossible,  et  quant  aux  autres  cercles,  il  faut  avoir 
égard  aux  relations  suivantes: 

(a)  Si  l'on  a  a  >  r.a  ou  o-  =  ttk,  c'est-à-dire  si  la  sonune  donnée  <7 
n'est  pas  plus  petite  que  le  cercle  M,  qui  a  a  pour  diamètre,  les  arcs 
a,  et  fj{=a)  forment  pour  le  maximum  principal  (ï)  une  circonfé- 
rence entière  de  cercle  M,  ,  c'est-à-dire  que  les  segments  av.,  et  hf  com- 
posent l'aire  du  cercle  M,.  Dans  le  cercle  M,,  dans  lequel  la  somme 
rta,  +  bf,,  est  un  minimum  (II,  fj),  les  deux  segments  sont  égaux  et 
tous  les  deux  à  angle  obtus;  leur  somme  est  donc  plus  grande  que 
l'aire  du  cercle  Mo. 

((i)  Si  l'on  a  c  <  -«,  le  maximum  principal  est  le  seul  possible;  il 
a  lieu  quand  les  deux  segments  sont  égaux  et  à  angle  aigu. 

Dans  les  deux  cas  les  maxima  limites  (II)  ne  changent  pas. 
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2".  Si  l'on  a  b  =  o,  [1,  et  bfi  deviennent  également  nuls,  tandis  que 
|S,  est  la  circonférence  du  cercle  entier,  et  bfi,  est  l'aire  de  ce  cercle. 

Dans  ce  cas  le  maximum  principal  n'est  donc  qu'un  seul  segment 
trj.  ou  ay.,,  et  le  cercle  N  dans  lequel  la  somme  a -h  fi,  (  ^  a  -H  a,  )  de- 
vient un  minimum  =  7,  (II)  est  doué  de  la  propriété  particulière  :  que 
la  somme  des  taw^etites  AD  et  BD ,  menées  aux  extrémités  de  la  corde 
a  et  se  coupant  en  D ,  est  égale  à  a  +  ('3, ,  c'est-à-dire  quelle  est  égale 
a  la  somme  du  petit  arc  a  et  de  la  circonférence  du  cercle  entier  (S,. 
Le  minimum  Cj  de  la  somme  a,  -i-  jS,  qui  a  lieu  pour  le  cercle  M  dont 
a  est  le  diamètre,  est  alors  égal  à  4  r.a. 

(a)  Si  7,  <  c-,  et  en  même  temps  70  >  c-(II,  Cj,  les  deux  cercles  N,  et 
N,  ont  lieu,  et  comme  nous  avons  vu  que  «a  H-  bfi,,  ^c'est-à-dire  la  somme 
du  segment  av.  et  du  cercle  entier  INj  )  est  un  maximum  dans  le  premier, 
av.,  -H  fcjj,   est  un  minimum  dans  le  second,  et   l'on   a   N,  >  N   et 

No  <N(ii,c;i. 

(|S)  Quand  on  a  r^  <  7,  ÎNL  au  lieu  de  No  est  le  cercle  dans  lequel 
rta,  +  bfjf  devient  un  minimum. 

On  peut  énoncer  ainsi  les  deux  théorèmes  a)  et  (|S)  : 
Si  l'on  mène  une  corde  AB  =  a  dtuis  un  cercle  quelconque  jS,  ,  et  si 
l'on  tire  par  ces  extrémités  les  tangentes  AD  et  BD  ,  la  somme  des  aires 
du  cercle  entier  et  du  segment  à  angle  aigu  est  un  maximum  ou  un 
minimum,  selon  que  In  somme  de  ces  tangentes  est  plus  petite  ou  plus 
grande  que  la  somme  de  la  circonjérence  entière  et  du  petit  arc ,  c'est- 
à-dire  selon  qu'on  a 


AD  -^  BD 


il  est  bien  entendu  qu'ici  l arc  a  et  le  cercle  fi,  peuvent  changer  et 
avoir  des  rayons  différents  quelconques,  pourvu  que  la  corde  a  reste 
constante  et  que  la  somme  r/.-\-fj,  soit  toujours  égale  à  a. 

La  somme  ay.,  -1-  bfj,  est  de  même  lui  minimum  dans  tous  les  cas. 
IV.   Les  corollaires  suivants  découlent  des  tliéoremes  précédents  : 
i".  Un  segment  à  angle  aigu  bfj  est  plus  grand  que  le  secteur  Cy 
dans  le  même  cercle  C  si  l'arc  du  secteur  est  égal  au  double  de  la  diffé- 
rence entre  l'arc  et  la  corde  du  serment,  c'est-à-dire  si  7  =  2  (/3  —  b). 
—  Ce  théorème  est  du  reste  pareillement  applicable  aux  segments  qui 
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surpassent  le  demi-cercle  jusqu'à  un  certain  segment  à  angle  obtus  cjui 
est  précisément  égal  au  secteur,  et  au-delà  duquel  le  secteur  devient  plus 
grand  que  le  segment.  —  De  même  la  différence  entre  les  aires  du  cercle 
et  du  polygone  convexe  inscrit  est  plus  grande  qu'un  secteur  dont 
l'arc  est  égal  à  deux  fois  la  différence  entre  les  périmètres  de  ces  fi- 
gures, si  toutefois  le  centre  C  du  cercle  n'est  pas  en  dehors  du  poly- 
gone. De  même  la  différence  de  deux  segments  à  angles  aigus  hy.  —  bf'j, 
ayant  la  même  corde  b,  est  plus  grande  qu'im  secteur  Cy  du  plus  petit 
des  deux  cercles,  si  l'on  a  7=2  (a  —  jj). 

a".  Si  trois  segments  de  cercles  ac/.,  a  fi  et  .t/,  sont  ])lacés  du  même 
côté  de  leur  corde  commune  a,  et  que  leurs  arcs  soient  liés  par  l'équa- 
tion 2j'3  =  a  -+-  y,  les  aires  des  lunules  ufi  et  /s*/  sont  liées  par  les  rela- 
tions suivantes: 

(0-  Si  fi    <   -,     on  a     a^S   >   fiy; 

(2).  Si  (i  >   r,     on  a     y,3   <   f^-/. 

53.  Les  concluions  restant  les  mêmes  que  dans  le  iluorème  [h'i,  1), 
saiij  ([lie  la  somme  s  =  a  -H  b  est  donnée  au  lieu  des  bases  a  et  h,  la 
somme  S  ^es  deux  segments  a  a  ei  b,S  est  d autant  plus  petite  que  la 
différence  entre  a  et  h  est  plus  petite,  de  manière  que  la  somme  S  est 
un  minimum  maximorwn,  lorsqu'on  aa  =^h  =  {s,et  que  cette  sonmie 
devient  la  plus  grande  possible  ou  un  maxinuan  limite  ,  lorsque,  pur 
exemple,  on  aa  =  s  et  b=o;  alors  c'est  le  segment  aa  qui  est  ce 
maximum  ,  tandis  que  h^î  est  nul. 

Démoîistraiion.  Prenons  a  et  b  de  grandeurs  quelconques,  mais  dif- 
férentes; soit  pour  fixer  les  idées  a  >  b{fig.  14),  et  admettons  qiie 
les  segments  aa  et  bÇ,,  dont  la  somme  représente  dans  ce  cas  k 
maximum  principal,  appartiennent  à  un  même  cercle,  et  que  leurs 
cordes  AC  et  BC,  c'est-à-dire  a  et  b,  aient  une  extrémité  C  commune. 
Soit  en  outre  a, -\- b,  =a  ^  b  =  s ,  et  de  plus  a,  —  b,  <a  —  b;  ou 
aura  d'abord  le  triangle  AC.B  >  ACIÎ  (5).  Imaginons  les  segments  de 
cercle  «,«,  et  *,/5, ,  construits  sur  les  bases  a,  et  /;,  ,  dont  la  somme 
est  le  maximum  dans  ce  cas;  les  trois  arcs  a,  ,  /5,  et  7  forment  une 
figure  plus  petite  que  le  cercle  isopérimètre  a(îy,  et  puisque  cette 
figure  est  composée  des  segments  rt,a,,  b,fi,,  cy  et  du  triangle  AC.R. 
il  faut  que  a,'/.,  ■+■  b,f:i,  soit  plus  petit  que  av.  -4-  hf:,. 
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S4.  Etant  données  les  droites  a ,  1j  ,  c ,  d , .  ■  •  j  bases  dun  Jiombre  quel- 
conque défigures  ?Lrj.^  bjS, cy ,  dâ, ...,etla somme  g  =  a  4-  (3  -+- y  4-  (?,..., 
des  lignes  a,  [i,  y,  â,...,  qid complètent  lefirs périmètres^  la  somme  de 
leurs  aires  ne  peut  être  un  maximum  que  quand  ces  figures  sont  toutes 
des  segments  de  cercles  égaux ,  il  faut  en  outre,  pour  le  maximum 
principal,  que  le  segment  ayant  la  plus  grande  base  puisse  seul  être 
à  angle  obtus. 

Ce  théorème  découle  du  précédent  (32,  I). 

Ou  peut  se  demander  s'il  n'y  a  pas  plusieurs  cas  dans  lesquels  les 
figures  satisfassent  aux  conditions  du  théorème,  qui  consistent  en  ce 
que  ces  figures  soient  des  segments  de  même  cercle ,  et  qu'aucune 
d'elles  ou  que  celle  seulement  qui  a  la  plus  grande  corde  soit  à  angle 
obtus  ;  et  si  dans  chacun  de  ces  cas  la  somme  des  aires  est  un 
maximum  ? 

Soit  a  la  plus  grande  des  bases,  et  M  le  plus  petit  cercle  que  nous 
puissions  considérer,  c'est-à-dire  soit  M  le  cercle  qui  a  cette  base  a 
pour  diamètre  :  inscrivons  dans  ce  cercle  les  autres  bases  b,  c,  d,..., 
comme  cordes;  appelons  /5,  y,  o*,...  les  plus  petits  arcs  qui  leur  cor- 
respondent, et  a,  a,  les  arcs  correspondants  à  a  (a,  deviendra  le 
plus  grand  arc,  quand  nous  ferons  croître  dans  la  suite  le  cercle);  trois 
lelations  sont  alors  possibles  :  on  a 

(i)  a   -h  ,î   4-  y  +   o'  -)-    ...    <    cr, 

ou  (2)  a  +   jî   4-   y  4-   c?  -+-    ...    =   <7, 

ou  (3)  a  4-   ,3   4-  y   4-   c?  4-    ...    >    7. 

I.  Dans  la  première  hypothèse  faisons  croître  le  cercle  M  et  prenons 
a,  au  lieu  de  a;  on  parviendra  toujours  à  im  cercle  M,  dans  lequel 
on  aura 

7.,    4-    /î    4-    y    4-    c?    -4-    ...     =(7; 

car ,  supposé  même  que  la  somme  jS  4-  y  4-  c?  4-  . . .  décroisse  au  com- 
mencement plus  que  l'arc  a,  ne  croît ,  l'inverse  devra  pourtant  arriver 
plus  tard ,  puisque  a,  peut  grandir  jusqu'à  l'infini ,  tandis  que 
j3  -+-  y  4-  c?  4-  ...,  ne  peut  diminuer  jusqu'à  la  limite  i  4-  c  4-  r/4-.... 
La  somme  pourra  donc  toujours  atteindre  la  grandeur  donnée  7;  mais 
il  est  clair  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  manière  de  remplir  la  condition. 
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II.  Dans  le  second  cas  (2)  le  cercle  M  lui-même  satisfait,  et  si  a, 

augmente    au    commencement    moins    rapidement    que    la    somme 

]3  -4-  y  -f-  0*  -t-  . . . ,  ne  diminue,  l'on  parvient  en  outre,  comme  ci-dessus 
(I) ,  à  un  cercle  M,  dans  lequel  on  a 


III.  Dans  le  troisième  cas  on  obtient  d'abord,  en  faisant  croître  le 
cercle  M ,  un  cercle  M3 ,  dans  lequel  on  a 

a  -h  fi  -Jf  y  -+■  â  +  .  .  .  =  c, 

car  tous  ces  arcs,  a,  /3,  -/,...,  diminuent.  Si  en  outre  </.,  augmente  au 
commencement  moins  rapidement  que  la  somme  ('5  -+-  y  -f-  <?  -t-  . . . ,  ne 
diminue,  de  manière  que  la  somme  a,  -\-  fi  -h  '/  -\-  ...,  soit  d'abord 
décroissante  ,  il  faut  qu'il  y  ait  un  certain  cercle  M^,  dans  lequel  cette 
somme  deviert  un  minimimi  =  c, ,  et  au-delà  duquel  elle  commence  à 
croître  indéfiniment,  puisque  l'arc  a,  n'a  pas  de  limite.  Donc,  si  g,  est 
plus  petit  que  g  ,  il  doit  y  avoir  entre  M  et  M,„  un  cercle  M^ ,  dans  lequel 
a,  -h  p  -H  y  -h  ... ,  est  égal  à  c,  et,  le  cercle  augmentant  continuelle- 
ment, on  trouvera  encore,  après  avoir  dépassé  M,„,  un  cercle  M,  dans 
lequel  on  aura  a,  -+-  /3  -h  y  +  . . .  =  c. 

Les  différents  cercles  que  nous  venons  de  signaler  offrent  les  proprié- 
tés suivantes  : 

(a)  Dans  tous  les  cercles  désignés  par  M,,  la  somme  des  segments 
«a,,  .6/3,  cy,...,  est  un  maximum;  de  même  la  somme  aa-+-/'j3-t-cy4-... 
est  un  maximum  dans  le  cercle  M,. 

[b)  Dans  le  cercle  M^  la  somme  au,  -H  bfi  -f-  cy  + .  .  .  est  un  mi- 
nimum. 

Si  dans  le  cas  III ,  <j,  est  égal  à  7,  les  cercles  M,  et  M,  se  confondent 
avec  le  cercle  M,„,  qui  ne  peut  en  conséquence  offrir  ni  un  minimum, 
ni  un  maximum. 

Il  reste  à  examiner  lequel  des  deux  maxima  (III),  qui  ont  lieu  en 
même  temps  dans  les  cercles  M,  et  M^ ,  est  le  plus  grand  ou  le  maxi- 
nuim  principal. 

Remarque.  Le  théorème  précédent  peut  servir  entre  autres  à  ré- 
soudre le  problème  suivant  : 

Tome  ^'l    — ."ivim.  iS^i.  *** 


i54  JOURNAL  DE  INIATHÉMATIQUES 

Entourer  un  poljgone  convexe  donné  a\>ec  un  fil  flexible  de  lon- 
gueur aussi  donnée  a,  de  manière  qu'il  passe  par  tous  les  sommets  des 
angles  de  ce  poljgone  et  qu'il  comprenne  un  espace  maximum. 

A  l'égard  des  figures  sphériques,  on  peut  énoncer  le  problème  de 
la  manière  suivante  : 

Un  certain  nombre  de  points  fixes  étant  donnés  sur  In  limite  dun 
pays ,  et  le  périmètre  étant  aussi  donné,  déterminer  les  frontières  de 
manière  que  Faire  comprise  soit  un  maximum. 

53.  Si  l'on  suppose  que  les  figures  du  théorème  précédent  soient  des 
segments  de  cercle  et  qu'ils  puissent  être  indistinctement  plus  grands 
ou  plus  petits  que  le  cercle  entier,  leur  somme  ,  les  autres  conditions 
restant  les  mêmes ,  est  un  maximum  ou  un  minimum ,  aussi  souvent 
que  leurs  arcs  ont  le  même  rajon. 

On  verra  aisément  que  le  nombre  de  cas  dans  lesquels  ces  conditions 
peuvent  être  satisfaites  est  très  grand,  et  même  encore,  quand  on  ex- 
clut les  segments  plus  grands  que  le  cercle,  et  que  l'on  peut  seulement 
prendre  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  segment  correspondant  à  chaque 
corde.  Pour  reconnaître  si  certains  cercles  sont  possibles  ou  non ,  on 
se  servira  de  cercles  auxiliaires,  pareils  au  cercle  M,„,  employé  dans 
le  n"  54,  III  ;  ces  cercles,  qui  doivent  avoir  la  propriété  que  la  somme 
des  arcs  soutendus  par  les  cordes  données  a,  b,  c,...,  soit  un  minimum, 
seront  l'objet  d'un  problème  préliminaire;  toutefois,  pour  chacune 
des  cordes,  on  dira  d'avance  si  l'on  aura  à  prendre  le  plus  grand  ou 
le  plus  petit  arc.  Il  faudra  rechercher  leur  propriété  caractéristique, 
qui  est  la  suivante  pour  un  cas  très  particulier. 

Soient  les  cordes  données  égales  a  =  b  =  c  =^ . . . ,  en  nombre  impair 
an  +  I  ;  si  on  les  inscrit  à  un  cercle  variable  M,„ ,  et  que  ion  ajoute 
les  plus  grands  arcs  a ,  de  n  cordes  aux  petits  arcs  a  des  autres  n  -+-  i 
cordes,  la  somme  totale  na,  -1-  (n  +  i)a  est  un  minimum,  quand  elle 
est  égale  à  la  somme  AD  +  BD ,  des  tangentes  AD .  BD  menées  aux 
extrémités  de  l'une  des  cordes  a. 

Un  théorème  analogue  à  celui  du  n"  52,  III,  2°,  découle  de  cette 
propriété. 

t>6.   Les  théorèmes  52  et  54  se  prêtent  à  im  grand  nombre  d'appli- 
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cations,  que  nous  allons  indiquer,  les  unes  en  peu  de  mots  et  les 
autres  avec  détail. 

Nous  remarquerons  d'abord  que,  pour  les  parties  de  cercle  les  plus 
compliquées,  on  peut  établir  des  théorèmes  analogues  à  celui  du  n''  o2. 
qui  ne  se  rapporte  qu'à  la  partie  de  cercle  la  plus  simple. 

Nous  allons  énoncer  ces  théorèmes  sommairement,  sans  les  discuter 
un  à  un. 

I.  La  somme  des  aires  de  deux  figures  ¥  et  l\,  dont  le  périmètre 
de  chacune  est  composé  d'un  certain  nombre  de  lignes  en  partie  don- 
nées, et  en  parties  arbitraires ,  comme  da?is  les  théorèmes  depuis 
n"  21  jusqu'à  n"  50,  et  dont  la  somme  des  périmètres  est  donnée,  m- 
peut  être  un  maximum  que  lorsque  ces  figures  sont  des  parties  de 
cercle  à  rayons  égaux;  ou  si  ces  figures  sojit  supposées  être  des  par- 
ties de  cercle,  la  somme  de  leurs  aires  est  en  général  un  maximum 
ou  un  minimum  toutes  les  fois  quelles  appartiennent  à  des  rayons 
égaux. 

Il  est  facile  de  vérifier  cette  assertion  au  moyen  du  théorème  32,  1. 
Pour  que  la  somme  F  +  F,  devienne  un  maximum ,  ces  figures  doi- 
vent être  d'abord  des  parties  de  cercle  ;  elles  contiendront  donc  des  arcs 
L  et  L,  ;  puis  si  dans  l'étendue  de  ces  arcs  on  retranche  de  ces  figures 
deux  segments  à  angles  aigus  aa.  et  bfi ,  et  que  l'on  suppose  pour  un 
moment  que  les  cordes  a  et  b  et  la  somme  des  arcs  a  -4-  ('5  soient  don- 
nées ,  la  somme  des  segments  av.  -f-  b^  doit  être  un  maximum  ;  donc 
les  arcs  a  et  |3,  et  conséquemment  aussi  les  arcs  l.  et  L,,  ont  des  rayons 
égaux. 

II.  Si  l'on  exige  que  les  Jigures  F  et  V, ,  dont  la  somme  des  péri- 
mètres est  donnée,  soient  des  parties  de  cercle  seulement  entre  des  angles 
circonscrits  donnés  [que  par  conséquent  leurs  périmètres  ne  contien- 
nent pas  de  cordes  données),  la  somme  de  leurs  aires  est  un  minimum, 
lorsqu'elles  ont  des  rajons  égaux.  Les  deux  maxima  limites  ont  lieu 
quand  l'une  ou  l'autre  des  figures  devient  nulle.  On  pourrait  cher- 
cher lequel  est  le  plus  grand.  Quand  F  et  F,  sont  des  parties  de  cercle 
dans  un  seul  angle  circonscrit,  F  dans  A  et  F,  dans  B,  ces  limites 
sont  isopérimètres,  et  alors  F,  est  plus  petit  que  F  si  l'on  a  A  >  B. 

Ce  même  théorème  (II)  peut  encore  être  considéré,  quant  aux  tieure^ 
planes,  comme  un  cas  particulier  du  suivant 

20.. 
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III.  La  somme  des  aires  de  deiuc  figures  F  et  F,  qui  sont  données 
de  forme,  c'est-à-dire  qui  doivent  être  semblables  a  deux  autres  figures 
données  f  et  {,,  et  dont  la.  somme  des  périmètres  U  +  U,  est  dotuiée, 
est  un  minimum  quand  ces  aires  sont  proportionnelles  aux  périmètres, 
c'est-à-dire  quand  F  :  F,  =  U  :  U,. 

Le  théorème  du  n"  54  sert  à  étendre  ces  propositions  (I  et  IL)  à  un 
nombre  quelconque  de  parties  de  cercle  arbitraires. 

On  déduira  encore  immédiatement  des  théorèmes  52  et  54  la  série 
suivante  de  propositions,  concernant  des  figures  qui  dépendent  d'é- 
léments fixes  ou  qui  sont  renfermées  entre  des  limites  fixes. 

o7.  I.  Si  le  périmètre  dorme  U  d'une  figure  doit  passer  par  les  ex- 
trémités d'une  droite  donnée  AB  =  a  (fig.  i5),  et  si  ce  périmètre  est 
plus  petit  que  la  circonférence  du  cercle ,  dont  a  est  le  diamètre ,  en 
sorte  que  U  soit  plus  petit  que  -a ,  l'aire  de  la  figure  est  un  maximum 
lorsqu'elle  est  composée  de  deux  segments  de  cercle  égaux  aa  et  bjS , 
construits  sur  la  corde  AB. 

Si  l'on  a  U  =  na ,  ou  U  >  na,  la  condition  que  le  périmètre  passe 
par  A  et  B ,  ne  détermine  ])his  la  forme  de  la  figure,  qui  est  alors  un 
cercle. 

II.  Si  le  périmètre  \]  est  de  longueur  constante,  tandis  que  la  droite  a 
augmente  ou  diminue,  l'aire  diminue  ou  augmente  en  même  temps  (55). 
Si  a  a  diminué  jusqu'à  ce  qu'on  ait  U  =na,  l'aire  ne  change  plus, 
car  la  figure  reste  alors  constamment  un  cercle. 

38.  I.  Entre  toutes  les  figures  dont  les  périmètres  sont  composés 
d'une  droite  G  de  longueur  arbitraire  et  d'une  ligne  L  de  forme  arbi- 
traire, mais  de  longueur  donnée,  et  qui  doit  passer  par  un  point  A 
placé  de  manière  que  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  la 
droite  G  soit  égale  à  une  longueur  donnée  p,  si  L  est  plus  petit  que/;;:; 
entre  toutes  ces  figures,  dis-je,  la  figure  maximum  est  celle  dans  la- 
quelle la  ligne  L  est  composée  de  deux  arcs  de  cercle  égaux  a  et  p  qui 
ont  leurs  centres  sur  G  (o7,  I).  —  Si  l'on  a  au  contraire  L  =  pr:,  ou 
L  >  p-,  la  figure  est  toujoui's  un  demi-cercle  dont  L  est  la  demi-cir- 
conférence et  G  le  diamètre. 

II.  L'aire  d'une  figure  dont  le  périmètre  se  compose  d'une  droite 
donnée  et  fixe  AB,  d'ime  autre  droite  fixe  G ,  maisde longueur  arbitraire 
et  de  deux  lignes  quelconques  a  et  p,  dont  la  somme  7  est  donnée,  et 
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qui  joignent  les  deux  extrémités  de  la  droite  AB  à  des  points  quelconques 
lie  la  droite  G,  cette  aire  ne  peutètre  un  maximum  que  lorsque  la  droiteG 
est  normale  aux  arcs  a  et  [i  qui  sont  des  arcs  de  cercle  à  rayons  égaux. 

Si  un  angle  fixe  GH  est  donné  au  lieu  de  la  droite  G,  et  si  la  droite  fixe 
AB  est  comprise  dans  l'espace  de  cet  angle ,  a  et  fi  doivent  être  respecti- 
vement normales  à  ses  côtés  G  et  H,  et  avoir  des  rayons  égaux. 

III.  Si  l'on  exige  que  le  périmètre  d'une  figure  soit  composé  d  une 
droite  fixeG  de  longueur  arbitraire  et  d'une  ligne  L  donnée  de  longueur 
seulement,  et  que  cette  ligne  L  passe  par  un  certain  nombre  de  points 
donnés  A ,  B,  C,...,  qui  sont  tous  placés  du  même  côté  de  la  droite  G, 
cette  figure  ne  peut  être  un  maximum  que  lorsque  toutes  les  parties 
de  la  ligne  L,  soit  qu'elles  joignent  deux  points  fixes  consécutifs,  soit 
qu'elles  joignent  le  premier  et  le  dernier  point  fixe  aux  extrémités  de 
la  droite  G,  sont  des  arcs  de  cercle  à  rayons  égaux  (5i) ,  et  lorsque  ces 
dernières  deux  parties  tombent  normalement  sur  la  droite  G  -  I  ). 

Il  existe  un  théorème  analogue  pour  le  cas  où  un  angle  (iH  est 
donné  au  lieu  de  la  droite  fixe  G,  ek-. 

.*>9.  Si  le  périmètre  L  de  longueur  donnée  (fig.  16)  doit  passer  pat 
un  point  A  et  se  terminer  à  une  ligne  G,  donnée  de  position,  et  si  Von 
n  L  <  rra,  où  nous  désignons  par  a  In  perpendiculaire  AB  abaissée 
de  \  sur  G,  l'aire  de  la  figure  renfermée  est  un  maximum,  lorsque  L 
est  composé  de  deux  arcs  de  cercle  à  rayons  égaux  a  et  fi,  qui  ont 
la  droite  AB  pour  corde  commune  et  qui  par  conséquent  coupent  sous 
des  angles  égaux  la  droite  G.  —  Si  l'on  a  L  =  -a  ou  L  >  -a,  la 
figure  en  question  est  toujours  un  cercle  ACD ,  tangent  à  la  droite  G. 

60.  Soient  données  de  position  deux  droites  parallèles  (i  et  4 
(fig.  17),  dont  la  distance  perpendiculaire  est  égale  à  a;  soit  en  outre 
donnée  la  longueur  L  du  périmètre  d'une  figure,  lequel  doit  être  tracé 
de  manière  à  atteindre  aux  deux  droites  sans  les  dépasser,  et  peut 
avoir  de  commun  avec  chacune  tf  elles  ou  un  seul  point  ou  une  partie 
ijuelconque  de  sa  longueur;  l'aire  de  la  figure  renfermée  est ,  selon 
les  différentes  longueurs  du  périmètre  donné ,  un  maximum  quand  elle 
a  les  formes  suivantes  : 

1".  Si  l'on  a  L  =  Tia:  le  cercle  -/y,  tangent  à  G  et  Vi ,  dont  a  est  le 
diamètre,  est  un  maximum , 
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■3.°.  Si  Pou  a  h  <C  ~sl:  le  périmètre  de  la  figure  maximum  est  com- 
posé de  deux  arcs  de  cercle  égaux  a  et  [i ,  qui  ont  la  perpendiculaire 
AB  =  a  pour  corde  commune,  et  qui  coupent  les  droites  G  et  H  sous 
des  angles  égaux  : 

3" .  Si  l'on  a  L  >  ;:a  :  /e  maximum  est  limité  par  deux  demi-cercles 
et,  et  |5, ,  tangents  à  G  ei  H,  c'est-à-dire  appartenant  au  diamètre  a . 
et  par  les  deux  droites  CD  et  EF,  parties  égales  de  G  et  H. 

61.  Si  le  périmètre  d'une  figure  est  composé  d'une  droite  AB  et  une 
longueur  donnée  2b  et  de  position  fixe  (fig.  18),  et  d'une  ligne  quel- 
conque L ,  donnée  de  longueur  seulement  ;  si  Von  exige  en  outre  que  la 
ligne  L  ne  dépasse  jamais  une  droite  G,  parallèle  à  la  droite  AB  à  la 
distance  a.  mais  que  toujours  elle  j  atteigne  en  un  point  ou  qu'elle 
ait  une  certaine  partie  commune  avec  cette  droite;  la  figure  ainsi 
formée ,  pour  être  un  maximum,  devra  prendre  des  formes  différentes 
selon  les  différentes  longueurs  de  la  ligne  L ,  savoir  : 

i'\  Pour  la  plus  petite  valeur  de  L,  que  nous  désignons  parie ,  L 
se  compose  de  deux  droites  égales  AC  et  BC ,  et  la  figure  est  un  triangle 
isoscèle  AGE ,  limite  des  figures  en  question  ; 

■2'^.  Pour  une  certaine  longueur  y,  L  se  change  en  un  arc  de  cercle 
ACB.  auquel  la  droite  G  est  tangente  en  C;  la  figure  est  un  segment 
de  cercle  A7  Cy  B  ; 

3".  Pour  une  certaine  longueur  2b  +  7:a,  L  je  compose  de  deux 
demi-cercles  égaux  r}  et  i  et  de  la  partie  DE ,  qui  lui  est  commune 
avec  la  droite  G;  ces  demi-cercles  sont  tangents  à  la  ligne  G  en  D  et 
en  E,  et  leurs  diamètres ,  qui  sont  de  longueur  a,  sont  perpendiculaires 
aux  deux  droites  données  ;  la  figure  maximum  est  donc  composée 
dans  ce  cas  d'un  rectangle  ADEB  et  des  deux  demi-cercles  Ao'D  et  BeE. 

Dans  les  longueurs  intermédiaires  et  au-delà  de  la  plus  grande,  la 
figure  se  transjorme  de  la  manière  suivante  : 

4°.  Si  l'on  a  Y  >  L  >  2C,  la  ligne  arbitraire  L  est  composée  de 
deux  aies  de  cercle  égaux  a  et  jS .  qui  coupent  la  droite  G  dans  le 
même  point  connu  C  et  sous  des  angles  égaux  ; 

5".  Si  Ton  a  7  <  L  <  -ib  -h  rra,  elle  se  compose  de  deux  arcs  de 
cercle  égaux  a,  et  jS,  tangents  à  la  droite  G  en  A,  ef  B,  et  d'une  droite 
A,  B, ,  dont  le  milieu  est  sur  le  point  fixe  C; 
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6°.  Si  L  >  2h  +  7:a,  ta  ligne  L  est  composée  de  deux  arcs  de 
cercle  a,  et  jSj  de  même  rayon  et  de  la  droite  Aj  Bj,  <]ui  est  de  lon- 
gueur constante  ab,  mais  variable  de  position;  les  deux  arcs  sont 
tangents  à  la  droite  G  en  A2  et  Bj  et  forment  ensemble  un  cercle 
entier;  le  plus  gra?id  des  arcs  peut  indifféremment  être  pincé  en  A 
ou  en  B 

Dans  tous  ces  cas  il  est  bien  facile  de  déterminer  les  aires  au  nioven 
des  valeurs  données  de  a,  è  et  L;  dans  le  dernier  cas,  par  exemple, 
l'aire  de  la  figure  est  égale  à 

lab-^- — 7 . 

II.  Si  la  droite  G  a  une  positionjixe  quelconque  [on  suppose  quelle 
ne  passe  pas  entre  les  extrémités  de  la  droite  AB) ,  si  par  exemple  elle 
est  plus  éloignée  de  B  que  de  A  (fig.  ig),  la  ligne  L  prend  les  diffé- 
rentes fonnes  suivantes  pour  que  la  figure  renformée  soit  un  niaximnin 
dans  chaque  cas. 

Pour  sa  limite  minimum  la  ligne  L  est  composée  de  deux  droites 
AC  et  BC  qui  coupent  la  droite  G  dans  le  même  point  C  et  sous  des 
angles  égaux  et  dont  la  somme  est  moindre  que  la  somme  des  deux 
droites  qui  joignent  tout  autre  point  de  la  droite  G  avec  les  points  A 
et  B  ;  quand  on  a  L  >  AC  -f-  BC ,  elle  est  Jormée  par  deux  arcs  de 
cercle  y.  et  ,3  de  même  rayon  r,  qui  coupent  la  droite  C  dans  le  même 
point  D  [placé  entre  G  et  E)  et  sous  le  même  angle  9;  si  L  continue  de 
croître,  le  point  I)  se  meut  de  C  vers  E,  tandis  que  le  rayon  r  et 
l'angle  9  diminuent  ;  quand  la  ligne  L  a  atteint  une  certaine  longueur 
s,  elle  n'est  plus  qu'un  seul  arc  de  cercle  AcEsB,  tangent  en  F.  à  la 
droite  G  et  l'angle  9  est  nul;  '^  reste  nul  pendant  l'accroissement  ul- 
térieur de  L ,  et  dès-lors  la  ligne  L  est  composée  de  deux  arcs  de  cer- 
cle a,  et  ,'5,  de  même  rayon  v,  qui  sont  tangents  à  la  droite  G  en  A, 
et  B, ,  et  de  la  droite  A,  B,  ;  ces  deux  points  A,  et  B,  s'éloignent  d  abord 
du  point  E,  en  s' approchant  respectivement  des  points  G  et  F,  tandis 
que  le  rayon  r  décroît;  chacun  des  arcs  «,  et  ^^  est  plus  petit  que  la 
demi-circonjérence ;  enfin  on  arrive  au  point  où  l'arc  jS,  devient  une 
demi-circonférence ,  décrite  sur  le  diamètre  BF,  qui  est  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  point  B  sur  la  droite  G;  là  le  rayon  r  est  un  mini- 


i6o  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

nium,  le  point  B,  tombe  en  F  et  le  point  ki  atteint  sa  distance  maxi- 
mum au  point  E  dans  la  direction  EC  ;  si  L  continue  de  croître,  l'arc  {i, 
devient  de  plus  en  plus  grand  et  a,  de  plus  en  plus  petit  par  rapport 
à  la  demi  circonférence  correspondante ,  le  point  A,  marche  dès  lors 
dans  le  même  sens  cjue  B, ,  et  le  rajon  r  et  la  partie  droite  A,  B,  crois- 
sent inde'finiment . 

62.  Si  l'on  doit  construire  une  figure  F  de  périmètre  donné  sous  la 
condition  quelle  ait  avec  chacun  des  côtés  dun  polygone  donné  P,  ou 
un  point  commun  ou  u?ie  partie  commune;  pour  que  l'aire  de  la  figure 
inscrite  soit  loi  maximum ,  il  faut  que  toutes  les  parties  de  son  péri- 
mètre ,  qui  joignent  deux  côtés  consécutifs  du  polygone  V,  soient  des 
arcs  de  cercle  égaux _,  et  que  les  deux  arcs  qui  coupent  un  même  côté 
du  poljgone  P  forment  avec  lui  des  angles  égaux  qui  seront  nuls , 
quand  le  côté  respectif  a  une  certaine  partie  commune  avec  le  périmè- 
tre de  la  figure  F,  ou  quand  les  deux  arcs  ont  le  même  centre  (61 ,  II  ). 

La  considération  des  limites  de  la  figure  F  nous  conduit  à  quelques 
résultats  intéressants  que  nous  allons  discuter. 

65.  I.  Quand  on  fait  varier  le  périmètre  de  la  figure  F  inscrite,  tandi.s 
que  le  polvgone  P  reste  le  même,  il  est  difficile  de  déterminer  d'une 
manière  générale  les  limites  de  ce  périmètre  et  la  forme  correspondante 
de  la  figure  F,  principalement  si  l'on  admet  que  P  puisse  être  un  po- 
lygone quelconque.  La  difficulté  reste  la  même  quand  on  ne  désigne 
par  P  que  des  polygones  convexes,  et  quand  on  suppose  en  même  temps 
que  la  figure  F  soit  comprise  dans  leurs  espaces  intérieurs;  car  il  y  a 
des  cas  où  cette  condition  est  contraire  à  la  nature  du  problème.  On 
sait  bien  que  le  périmètre  de  la  figure  F  aura  alors  une  limite  supé- 
rieure, qui  est  le  périmètre  du  polygone  P  lui-même;  mais  la  forme 
de  sa  limite  inférieure,  du  minimum  du  périmètre  de  F,  dépend  des 
propriétés  du  polygone  P.  Il  y  a  pourtant  certains  cas  dans  lesquels  la 
figure  se  transforme  à  cette  limite  en  un  polygone  rectiligne  F,  inscrit 
au  polvgone  P,  et  du  même  nombre  de  côtés.  Les  côtés  du  polygone  F, 
peuvent  considérés  comme  des  arcs  de  cercle  d'un  rayon  infini,  et  cha- 
cim  des  côtés  du  polygone  P  doit  former  des  angles  égaux  avec  les  deux 
côtés  du  polygone  F,  qui  le  coupent.  C'est  en  conséquence  de  cette 
propriété  que  le  périmètre  du  polygone  F,  est  un  minimum  entre  ceux 
de  tous  les  polygones  inscrits  au  polygone  donné  P  (  ou  ,  comme  on  le 
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verra  dans  la  suite,  qu'il  est  du  moins  un  des  polygones  a  périmètre 
mmmium ,.  Il  reste  à  voir  si  réciproquement  un  polygone  inscrit  F.,  qui 
remplit  la  condition  que  ses  angles  extérieurs  soient  divisés  en  deux 
parties  égales  par  les  côtés  du  polygone  P,  peut  toujours  être  consi- 
dère comme  limite  de  la  figure  F.  Pour  cela,  il  faut  savoir  s'il  est  tou- 
jours possible  d'inscrire  à  chaque  polygone  P  donné  un  autre  polygone 
f,  qui  ait  cette  propriété;  ou  bien  si  le  polvgone  P  doit  répondre  à 
certaines  conditions  pour  que  cela  soit  possible;  et  enfin,  quand  F, 
est  inscriptible,  s'il  présente  vraiment  la  limite  de  la  figure  F. 

On  se  convaincra  facilement  que,  dans  certains  cas,  le  polvgone  F, 
doue  des  propriétés  exigées,  existe;  car  on  n'a  qu'à  le  supposer  donné, 
etl  on  aura  de  suite  le  polygone  correspondant  P,  puisque  les  droitesqui 
partagent  les  angles  extérieurs  du  polygone  F,  en  deux  parties  égales 
sont  les  côtés  du  polygone  P. 

On  répond  à  toutes  ces  questions  au  moyen  des  considérations  sui- 
vantes. 

II.  Supposons  que  le  polygone  F,  soit  inscrit  au  polvgone  P 
comme  on  l'exige;  désignons  les  angles  consécutifs  de  celui-ci  par 
A,,  Aj,  A3,...,A,„,  et  les  angles  du  polygone  F,  par^,,  a^,  a„...,a,„, 
en  nommant  a ,  l'angle  dont  le  sommet  est  sur  le  côté  A,  A, ,  a.  celui 
qui  est  sur  le  côté  A.A, ,  etc.  On  aura  alors 


/2A, 


a,, 


(A)  (  2A3 

2A,„  =a„ 


-2H 


On  tire  de  ces  équations  les  conséquences  suivantes  ; 

i^.Si  le  nombre  m  des  côtés  des  polygones  est  impair  et  -  .,.  ^  . , 
les  angles  du  polygone  ¥,  sont  immédiatement  déterminés  par  les  angles 
du  poljgone  donné  P;  car  chacun  des  angles  de  F,  est  égal  à  la  diffé- 
rence entre  la  somme  des  angles  à  indice  impair  et  la  somme,  des  angles 
a  indice  pair  du  polygone  P,  en  comptant  chaque  fois  les  angles  de 
manière  que   des  deua:  angles  de    P    voisins  de  ' Catigle    cherché, 

T.jnii-  \I    -.Avp.it  1841.  ,^, 
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l'un  soit  le  premier,    l'autre    le   dernier  ;  en  sorte  que  l'on  ci,  par 
exemple , 

(B)  fl„,  =  (A,  +  A3 -h  ...  H- A,„^,)-(A2  + A, -+-  ...  +  A2„). 

2*^.  Si  au  contraire  le  nombre  des  côtés  est  pair,  si  l'on  a  u\  =  an, 
les  angles  du  poljgone  F,  ne  sont  pas  de'terminés  comme  dans  le  pre- 
mier cas;  mais  ceux  du  polygone  P  sont  assujétis  à  une  certaine  con- 
dition,  de  manière  que  celui-ci  ne  peut  être  un  polygone  quelconque. 
Cette  condition  consiste  en  ce  que  la  somme  des  angles  pairs  doit  être 
égale  à  celle  des  angles  impairs  ;  on  aura  donc 

(C)  A,   +   A3  -»-    .  .  .    +  A2„_,    =  A2  -h  A,   +    ..  .   H-  A2„. 

Dans  le  premier  0.18(1")  le  polygone  F,  est  toujours  possible  et  ab- 
sokunent  déterminé,  sans  que  le  polygone  P  soit  assujéti  à  aucune 
condition  ;  mais,  vu  la  restriction  ci-dessus  (I) ,  il  cesse  de  représenter 
la  limite  de  la  figure  F,  dès  qu'un  de  ses  angles  devient  négatif,  ce 
qui  peut  facilement  arriver,  comme  on  le  voit  par  la  forme  de  l'équa- 
tion (B). 

Mais  dans  le  second  cas  (2°),  si  les  angles  de  P  remplissent  la  condi- 
tion (C)  ,  le  polygone  F,  n'est  pas  encore  entièrement  déterminé,  car 
une  infinité  de  polygones  /,  restent  possibles ,  lesquels  sont  tous  ins- 
crits au  polygone  P  sous  la  condition  donnée  et  avec  un  périmètre 
minimum,  c'est-à-dire  qu'ils  ont  tous  des  périmètres  égaux  et  plus 
petits  que  ceux  de  tout  autre  polygone  inscrit  au  polygone  P.  Parmi 
tous  ces  polygones  yi  se  trouvera  aussi  le  polygone  F,,  limite  de 
la  figure  F,  et  ce  ne  peut  être  que  celui  d'entre  eux  dont  l'aire  est  un 
maximum. 

Les  raisonnements  suivants  serviront  à  faire  voir  comment  on  trou- 
vera le  polygone  F,  dans  les  deux  cas,  ou  les  polygones  J\  dans  le  der- 
nier cas,  en  même  temps  qu'ils  montreront  leurs  propriétés  d'un  nou- 
veau point  de  vue. 

III.  A.  Soit  donné  un  polygone  P  d'un  nombre  impair  in  -\-  1 
de  côtés.  D'un  point  quelconque  a,  pris  sur  le  premier  côté  A,  A3, 
faisons  partir  un  rayon  de  lumière  sous  un  angle  arbitraire  a  ; 
supposons  qu'il  subisse  sur  le  second  côté  ou  une  reflexion  ou  une 
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réfraction  telle  que  le  rayon  réfracté  se  propage  suivant  la  même 
droite  que  le  rayon  réfléchi,  mais  en  sens  contraire;  la  même  chose  se 
reproduira  sur  le  troisième,  sur  le  quatrième  côté,  etc.,  jusqu'à  ce 
que  le  rayon  soit  enfin  rejeté  du  dernier  côté  sur  un  point  b  du  pre- 
mier, avec  lequel  il  formera  l'angle  ,3.  Prenons  maintenant  ce  point  h 
pour  point  de  départ,  le  rayon  sera  encore  réfléchi  ou  réfracté  dans  le 
point  h  même,  ensuite  sur  tous  les  autres  côtés,  et  il  reviendra  pour  la 
seconde  fois  sur  le  côté  A,  Aj,  qu'il  rencontrera  dans  le  point  c,  et  sous 
un  angle  7.  Alors  les  relations  suivantes  ont  lieu  : 

i".  On  a  toujours  -j  ■=  a.\ 

2".  Si  le  point  de  départ  a  change  arbitrairement  de  position  sur  le 
co/e'AïAj,  tandis  que  l'angle  a  reste  constant ,  la  droite  ac  et  le  che- 
min parcouru  ne  changent  pas  de  longueur;  pour  cela  il  faut  qu'on 
prenne  toutes  les  parties  du  chemin  avec  le  signe  -H  ,  si  le  rayon  a  étr 
réfléchi  sur  tous  les  côtés;  mais  s'il  a  aussi  été  réfracté ,  on  donnera 
des  signes  contraires  aux  parties  du  chemin  parcourues  avant  et 
après  la  réfraction:  les  parties  du  chemin  doivent  donc  chafigerde  signe 
après  chaque  refraction. 

3°.  Pour  chaque  angle  donné  a,  //  j  a  une  position  du  point  de  dé- 
part a,  telle  que  le  point  b  coïncide  avec  lui;  et,  réciproquement  pour 
chaque  position  du  point  a,  on  peut  déterminer  l'angle  7.,  de  manière 
que  le  point  b  tombe  en  a. 

^''.  Il  existe  toujours  une  seule  grandeur  de  l'angle  a,  pour  Icujuelle 
o«  a  ac  =  o ,  c'est-à-dire  pour  laquelle  le  point  de  retour  c  coïncide 
avec  le  point  de  départ  a ,  quelle  que  soit  la  position  de  celui-ci  sur  la 
droite  A,  A 2;  le  chemin  du  rajon  est  alors  un  polygone  f,  f/e  4"  -I-  a 
côtés  inscrit  au  poljgone  P.  de  manière  qu'il  jr  jasse  deux  tours  et 
qu'il  j  ail  deux  sommets  d'angles  sur  chacun  des  côtés  de  celui-ci. 
Dans  ce  cas  l'angle  fi,  est  égal  à  a;  le  rajon  retourne  donc  après 
le  premier  circuit  sous  le  même  angle,  sur  le  premier  côté  sous  lequel  il 
en  est  parti;  les  côtés  de  chacun  des  polygones  f,  sont  donc  parallèles 
deux  à  deux.  Le  périmètre  du  polygone  fj  est  constant,  si  l'on  a  égard 
au  sens  du  rayon  (a°).  Les  sommets  des  angles  a  et  h  sont  toujours  éga- 
lement éloignés  ttun  point  fixe  m  sur  le  côté  A,  A, ,  de  sorte  quon  a  tou- 
jours am  =   bm,  et  la  même  chose  a  lieu  sur  tous  les  côtés  du  po- 
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IjgoiieP;  donc  si  Von  met  a  pw  m,  b  j  tombe  aussi;  le  rayon  revient 
donc  sur  son  chemin  après  n  avoir  décrit  qu'un  seul  tour  qui  est  le  polj- 
goneF,  (7e  an  H-  i  côtés;  on  peut  donc  considérer  le  double  de  celui-ci 
comme  un  des  poljgones  désignés  par  fj  :  ce  polygone  spécial  est 
Justement  le  polygone  F,  dont  nous  avons  parlé  ci-dessus  (Il  ;  le  double 
de  son  aire  est  en  même  temps  un  maximum  entre  les  aires  des  poly- 
gones fa . 

B.  Soit  donné  un  polygone  P  d'un  nombre  pair  an  de  côtés.  Sup- 
posons que  d'un  point  a,  pris  sur  le  premier  côté  AiA^,  parte  un 
rayon  de  lumière  sous  un  angle  arbitraire  a,  qu'il  se  meuve  comme 
ci-dessus,  et  qu'après  un  premier  tour  il  retombe  sous  un  angle  p 
sur  un  point  b  du  même  côté  AiAj,  etc.  Alors  ont  lieu  les  lois  sui- 
vantes : 

1°.  On  a  toujours 

a  —  ,S  =  [\,  H-  A3  4-  ...  +  A2„_,)  —  (A.  H-  A4  4-  ...  -1-  A,„    =  a. 

1°.  Si  la  différence  u  est  commensurable  avec  n,  le  rayon  de  lumière 
retournera  sur  le  premier  côté  après  un  certain  nombre  de  tours  sous 
le  même  angle  qu'il  en  était  parti  au  comme?icement  ;  s'il  y  arrive  donc 
dans  le  point  t  et  sous  l'angle  z,  on  aura  t  =  a;  si  a  reste  cons- 
tant tandis  que  le  point  a  change  de  position  ^  le  chemin  du  rayon  et 
la  droite  at  restent  aussi  constants ,  etc. 

3".  Soitn  :=  o,  c'est-à-dire  soit  la  somme  des  angles  pairs  du  poly- 
gone P  égale  à  la  somme  de  ses  angles  impairs;  alors  on  a  jS=a, 
c'est-à-dire  que  le  rayon  revient  déjà  après  un  seul  tour  rencontrer  le 
premier  côté  sous  le  même  angle  sous  lequel  il  est  parti.  Hi  le  point  a 
change  de  position ^  sans  que  la  grandeur  de  l'angle  a  varie,  le  chemin 
du  rayon  et  la  distance  des  deux  points  a  et  h  restent  constants. 
Quelle  que  soit  la  position  du  point  a,  il  y  a  toujours  un  angle  cor- 
respondant a,  qui  fait  que  b  tombe  sur  a;  le  rayon  décrit  donc  tou- 
jours un  polygone  f,  du  même  nombre  de  côtés  et  du  nwme  périmètre , 
qui  est  inscrit  au  polygone  donné  P  :  parmi  ces  polygofies  f,  quon 
peut  obtenir  ainsi,  se  trouve  celui  que  nous  avons  désigné  ci-dessus  (II) 
par  F,  et  qui  est  la  limite  de  la  figure  F;  c^est  celui  d'entre  eux  dont 
l'aire  est  un  maximum  et  qui  jouit  en  même  temps  de  la  propriété  que 
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LA  SOMME   DK    SES  COTliS  PAIRS  EST  ÉGALE  A    LA  SOM.ME   DES  COTtS  IMIAIKS- 

par-là  le po/j-gone  F ,  est paijaiteinent  déterin'mé. 

C.  Remarquons  d'abord  que  le  premier  théorème  (A),  qui  se  rap- 
porte aux  polygones  à  nombre  de  côtés  impair,  peut  être  considéré 
comme  un  cas  spécial  du  second  théorème  (B,  3");  car  puisqu'on  est 
obligé  de  faire  deux  tours  dans  ces  polygones  (A),  cela  revient  par- 
faitement au  même  que  si  le  polygone  P  était  du  nombre  doiibie 
4«  +  2  de  côtés  et  qu'on  ne  fît  qu'un  seul  tour;  on  satisferait 
toujours  à  la  condition  u  =  o.  La  construction  suivante  est  donc 
indistinctement  applicable  aux  polygones/,  et/^;  elle  découle  des 
])ropriétés  suivantes  : 

1°.  Les  côtés  homologues  des  polygones/,  sont  parallèles  entre  eux 
(à  cause  de  l'angle  constant  a); 

■:>-".  Quand  la  position  d'im  quelconque  des  côtés  est  donnée,  celle 
des  autres  côtés  se  trouve  aussi  déterminée  :  donc  le  polygone  entier 
est  connu  dans  ce  cas; 

?>".  Le  premier  côtért,  a.,  de  l'un  des  polygones/,  dont  les  deux  ex- 
trémités a,  et(7o  se  trouvent  sur  les  premiers  deux  côtés  A,  A,  et  AoA 
du   polygone  P,  peut  passer  par  un  point  quelconque  donné  />,  ;  on 
trouvera  ce  côté  de  la  manière  suivante  : 

«  Du  point  donné  p,  on  abaissera  une  perpendiculaire  /^.y,  sur  !< 
»  second  côté  A^Aj  du  polygone  P,  et  on  prendra  sur  son  prolonge- 
)•  ment  un  point/;,  tel  que  l'on  Aitp.^q,  —  p,(j,  ;  du  point  p.,  on  abais- 
»  sera  de  même  une  perpendiculaire  p.//.,  sur  le  troisième  côté  A,A,, 
»  et  on  prendra  sur  son  prolongement  le  point/),  tel  que/?,»/.  =  p^cj^  ; 
))  on  répétera  la  même  opération  sur  tous  les  côtés  du  polygone  P. 
»  jusqu'à  ce  que  l'on  panienne  au  point /j,„^,  moyennant  la  perpen- 
»  diculaire  abaissée  du  point  /?,„  sur  le  premier  côté  A, A,;  ce  point 
"  iPm+i)  se  trouve  sur  le  côté  demandé  a,a._  ou  sur  son  prolongement  ; 
»  ce  côté  est  donc  parfaitement  déterminé  jiar  la  position  connue  des 
»  deux  points /9,  et/),„^,.  » 

On  construira  ilonc  dans  les  deux  cas,  d'abord  un  quelconque  des 
polygones  /,  onf^,  et  l'on  en  déduira  facilement  le  polygone  spécial  F, . 

Il  y  a  encore  luie  autre  construction  qui  s'applique  seulement  aux 
polygones /j  d'un  nombre  de  côtés  impair,  car  dans  ceux-ci  on  |)eut 
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trouver  immédiatement  l'angle  a  au  moyen  des  angles  du   polygone 
donné  P  (II,  i°). 

64.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  considérer  encore  les  cas  spéciaux  sui- 
vants . 

I.  Si  le  polygone  donné  P  65,  III,  B,  3°) est  un  quadrilatère  ABCD, 
il  làut  qu'il  soit  inscriptible  à  un  cercle  (parce  qu'on  a  A  -f-  C  =  B  H-D). 
On  trouvera  les  quadrilatères  inscrits^J  de  périmètre  minimum  au  moyen 
d'un  autre  procédé  plus  simple  que  le  précédent;  on  construira  d'abord 
le  quadrilatère  spécial  F, ,  limite  de  la  figure  F,  et  qui  a  l'aire  maximum 
de  la  manière  suivante  : 

'<  Dans  le  quadrilatère  ABCD  tirez  les  diagonales  AC  et  BD  ;  de  leur 
»  point  d'intersection  E  abaissez  sur  les  côtés  du  quadrilatère  les  per- 
»  pendiculairesEa,  Eh,  Ec  et  Ed;  les  points  a,  b,  c,  dsonX  les  sommets 
»   des  angles  du  quadrilatère  cherché  F,.  » 

Le  quadrilatère  abcd  ou  F,  est  circonscriptihle  à  un  cercle  qui  a  son 
centre  en  E. 

Pour  obtenir  les  autres  quadrilatères  y,  ou  a,h,c,d,,  on  prend  un 
point  arbitraire  a,  et  l'on  fait  les  côtés  a,b,,  b,c,,  etc.  ,  parallèles  aux 
côtés  homologues  ab,  bc,  etc.,  du  quadrilatère  abcd. 

II.  Si  le  polygone  donné  P  (n"  62)  est  un  triangle  ABC,  et  si  la  figure 
inscrite  F  doit  être  comprise  dans  son  espace  intérieur ,  le  périmètre  L 
de  la  figure  F  aura  les  formes  et  les  limites  suivantes  : 

i".  Pour  une  certaine  longueur  a  de  L,  la  figure  est  le  cercle  inscrit 
au  triangle  ; 

1°.  Si  l'on  aL  >  a,  ce  périmètre  est  composé  de  trois  parties  des 
côtés  du  triangle  et  de  trois  arcs  de  cercle  du  même  rayon ,  dont  cha- 
cun a  pour  tangentes  deux  côtés  du  triangle; 

3°.  Si  l'on  rt  L  <  a,  /e  périmètre  est  composé  de  trois  arcs  de  cercle  de 
rayons  égaux ,  qui  jorment  un  triangle  curviligne  a/Sy,  itiscrit  au  trian- 
gle ABC;  chacun  des  côtés  de  celui-ci  est  coupé  sous  des  angles  égaïur 
par  les  deux  côtés  adjacents  du  triangle  inscrit  ;  les  droites  qui  par- 
tagent les  trois  angles  du  triangle  ajSy  en  deux  parties  égales,  se  ren- 
contrent en  un  seul  point  D.  Si  le  triangle  donné  ABC  est  à  angles 
aigus,  la  limite  injérieure  de  ol^  7  ou  F,  que  nous  avons  désignée  par 
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F,  (63),  est  le  triangle  rectiligne  abc,  que  Ton  obtient  en  joignant  les 
pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  du  triangle  ABC  sur 
les  côtés  opposés.  Le  triangle  abc  a  donc  le  périmètre  minimum  entre 
tous  les  triangles  inscrits  au  triangle  donné  ABC  ;  les  droites  qui  par- 
tagent ses  angles  en  deux  parties  égales ,  sont  en  même  temps  ces 
perpendiculaires  desquelles  nous  venons  de  parler  et  qui  se  coupent 
en  D  ;  ses  angles  extérieurs  sont  partagés  en  deux  moitiés  par  les  côtés 
du  triangle  ABC. 

Remarque.  Ces  théorèmesserapportentégalementaux  triangles  plans 
et  sphériques.  Mais  ce  serait  l'objet  d'une  recherche  particulière  devoir 
si  les  théorèmes  concernant  le  quadrilatère  ABCD(I)  et  les  polygones  P, 
y.  et/j  (65)  peuvent  aussi  être  transportés  aux  figures  sphériques 
ou  s'il  faudra  y  apporter  certaines  modifications;  car  il  est  clair  qu'iui 
polygone  F,  à  périmètre  minimum  et  qui  est  la  limite  de  la  figure  F , 
existe  aussi  sur  la  sphère,  et  que  l'on  obtiendra  le  polygone  P  par  la 
construction  donnée  ci-dessus  (65,  l)si  le  polygone  F,  est  donné. 

d'i.  Jusqu'ici  nous  avons  supposé  que  tous  les  cotés  du  polygone  1' 
soient  des  droites  doimées  ;  mais  on  pourrait  employer  de  même  im 
polygone  curviligne  ou  une  courbe  quelconque  P,.  Le  théorème  pa- 
rait alors  être  plus  général ,  mais  pourtant  il  n'est  qu'une  conséquence 
du  théorème  précédent;  c'est  pourquoi  les  propriétés  principales  de 
la  figure  F  restent  les  mêmes. 

Pour  que  la  figure  F  soit  donc  un  maximum  ,  les  conditions  sui- 
vantes doivent  être  remplies  ;  il  faut  : 

I  )  Çue  toutes  les  parties  du  périmètre  qui  joignent  des  côtés 
courbes  consécutifs  de  P,  soient  des  arcs  de  cercle  égaux; 

■i.)  Que  les  deux  arcs  qui  rencontrent  un  même  côté  de  P,,  le 
coupent  dans  le  même  point  et  sous  des  angles  égaux,  ou  qu'ils  lui 
soient  tangents  en  deux  points  différents. 

Ce  théorème  ne  s'applique  pas  seulement  aux  figures  situées  dans  un 
plan  ou  sur  une  sphère,  mais  il  a  lieu  quelle  que  soit  la  surface 
courbe  sur  laquelle  elle  se  trouve  [*j. 


[']  J'ai  déjà  fait  connaître  ce  théorème  dans  une  autre  occasion.  Voyez  les  0/m/;^.< /•<■//- 
'lus  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin,  avril  1889;  e'  le  journal  r/„stit„t,  ann.e  i83o. 
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Voici  l'énoncé  de  ce  théorème  général  : 

«  Un  nombre  arbitraire  de  courbes  on  ini  polygone  cwviUgne  P,  étant 
»  donné  sur  une  surface  courbe  S  quelconque ,  on  doit  lui  inscrire  une 
»  figure  F  ile  périmètre  donfié ,  qui  ait  avec  chacun  des  côtés  de  P,  , 
»  ou  un  point  ou  une  partie  commune,  et  dont  l'aire  soit  un  maxi- 
»  mwn;  elle  aura  les  propriétés  caractéristiques  suivantes  : 

»  i".  Si  l'on  mène  la  surface  développable ,  tangente  à  la  surface  S, 
»  suivant  une  de  ces  parties  du  périmètre  de  la  figure  F,  qui  joignent 
))  deux  côtés  consécutifs  de  F,,  et  si  on  la  développe  ensuite ,  il  Jaut 
»  que  cette  partie  donne  un  arc  de  cercle; 

»  1° .  Tous  les  arcs  de  cercle  que  l'on  obtient  de  cette  manière  serojit 
«  de  même  rayon; 

»  3".  Enfin,  les  deux  lignes  qui  font  partie  du  périmètre  de  Y ,  et 
»  qui  rencontrent  un  même  côté  de  P,,  doivent ,  ou  le  couper  dans  le 
»  même  point  et  sous  des  angles  égaux ,  ou  lui  être  tangents  en  deux 
x>  points  différents.  » 

66.  La  figure  F  pourra  toujoiu-s  se  transformer  à  sa  limite  en  un 
polygone  F, ,  dont  les  côtés  sont  les  lignes  les  plus  courtes  sur  la  surface 
S  et  qui  donnent  des  droites  par  le  développement  ;  le  périmètre  de  ce 
polygone  F,  est  en  même  temps  un  maximum  ou  un  minimum  entre 
ceux  de  tous  les  polygones  que  l'on  peut  inscrire  au  polygone  P,  avec 
les  lignes  les  plus  courtes.  Il  paraît  même  qu'en  général,  si  récipro- 
quement le  périmètre  d'un  polygone  F,,  inscrit  au  polygone  P,  avec 
les  lignes  les  plus  courtes,  est  un  maximum  ou  un  minimum  ,  ce  poly- 
gone est  la  limite  de  la  figure  F.  Mais  le  cas  spécial  suivant  fait  en 
quelque  sorte  une  exception  à  cette  règle. 

Si  l'on  désigne  par  P,  un  système  de  m  courbes  ou  un  polygone 
curvili£;ne  de  m  côtés ,  situé  dans  un  plan ,  F,  sera  un  polygone 
rectiligne.  Mettons  dans  les  sommets  de  tous  les  angles  de  F,  des 
tangentes  à  ces  courbes  ;  elles  formeront  un  polygone  P  ,  qui  sera 
avec  le  polygone  F,  dans  la  relation  du  n°  63.  Car  le  polygone 
F,  est  aussi  la  limite  de  la  figure  F  inscrite  à  ce  polygone  P  ;  donc 
son  périmètre  est  un  minimum  entre  ceux  de  tous  les  polygones  ins- 
crits à  P;  ses  angles  extérieurs  sont  divisés  en  deux   parties   égales 
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par  les  côtés  de  P;  et  enfin  si  le  nombre  des  côtés  est  pair,  si  Ton  a 
w=  2«,  la  somme  des  angles  à  indices  pairs  du  polygone  P  doit  être 
égale  à  la  somme  de  ses  angles  à  indices  impairs.  Dans  ce  cas,  la 
somme  des  côtés  à  indices  pairs  du  polygone  F,  doit  aussi  être  égale 
à  la  somme  de  ses  côtés  à  indices  impairs  (65,  III,  B,  3").  Donc  un 
polygone  f^  à  périmètre  minimum ,  inscrit  au  polygone  courbe  P,  de 
2n  côtés,  n'est  pas  nécessairement  la  limite  de  la  figure  F;  pour  cela- 
il  faut  encore  que  la  somme  de  ses  côtés  pairs  soit  égale  à  la  somme 
des  côtés  impairs. 

Cette  exception  n'a  pas  lieu  si  m  est  impair,  si  l'on  a  w  =  2«  -+-  1  : 
pour  ce  cas  nous  avons  le  théorème  spécial  suivant  : 

Si  les  sommets  des  angles  d'un  triangle  abc  (ou  F,)  sont  respective- 
ment sur  trois  courbes  données  A,  B,  C  [ou  P,),  il  faut,  pour  que  son 
périmètre  soit  un  maximum  ou  un  minimum  ,  que  les  nomudes  à  ces 
courbes,  menées  par  les  sommets  des  trois  angles  du  triangle,  divisent 
ces  angles  en  deux  parties  égales  ;  elles  se  rencontreront  donc  en  un 
seul  point;  ou  bien  la  normale  dans  chaque  sommet  doit  rencontrer  en 
un  même  point  les  tangentes  dans  les  autres  sommets. 

Ce  théorème  s'applique  à  la  sphère  d'une  manière  analogue. 

67.  On  peut  encore  varier  de  plusieurs  manières  les  données  pour 
les  figures  comprises  dans  un  plan.  Par  exemple,  soit  donnée  une  seule 
courbe  P,,  au  lieu  des  m  courbes  du  cas  précédent;  on  demande 
quelle  est  la  figure  F,  ou  quel  est  le  polygone  rectiligne  f, ,  inscrip- 
tible  sous  les  mêmes  conditions.  On  aura  alors  le  théorème  suivant,  re- 
latif au  polygone  f  : 

Entre  tous  les  polygones  rectilignes  de  m  côtés,  qui  peuvent  être 
inscrits  à  une  courbe  donnée  P,,  celui  seulement  dont  les  angles  sont 
divisés  en  deux  parties  égales  par  les  normales  de  la  courbe ,  peut 
avoir  un  périmètre  maximum  ou  minimum.  —  En  particulier  on  pourra 
s'exercer  sur  le  problème  suivant  :  P,  étant  une  ellipse  donnée,  trouver 
le  polygone  f, ,  dont  le  périmètre  est  un  maximum  ? 

68.  Le  maximum  ou  le  minimum  d'aire  d'un  polygone  rectiligne  p 
inscrit  au  polygone  curviligne  P,  est  assujéti  à  la  condition  suivante  : 

Pour  (pie  l'aii-e  d'un  polygone  rectiligne  p  de  m  côtés,  qui  est  inscrit 
à  un  polygone  donné  curviligne  de  m  côtés  {ou  à  une  seule  courbe)  P,, 

ToniP  Vr   —  AvuiL  1S41.  ^^ 
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soit  un  nuxximum  ou  un  minimum ,  il  faut  que  la  tangente,  en  chacun 
des  sommets,  soit  parallèle  à  la  diagonale  qui  joint  les  angles  voisins. 

Il  y  a  lin  théorème  analogue  pour  les  mêmes  figures,  tracées  sur  la 
sphère. 

On  sait  que  la  courbe  donnée  P,  étant  une  ellipse,  il  y  a  une  infinité 
de  polygones  p  qui  satisfont  à  la  condition,  et  qui  ont  donc  tous  une 
même  aire  maxima. 

Remarque.  On  pourra  s'exercer  à  chercher  les  conditions  que  les  poly- 
gones circonscrits  au  polygone  curviligne  donné  doivent  remplir  pour 
avoir  une  aire  ou  un  périmètre  maximum  ou  minimum. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 


ESSAI 

SUR  LA   RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS   NUMÉRIQUES, 

A     UNE    01-     PLUSIEURS     IJVCOKNUES    ET    DE    FORME    QUELCONyl  E  1 

Pin  F.  SARRUS, 

Doyen  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Strasbourg. 


La  résolution  des  équations  à  plusieurs  inconnues  a  reposé  jusqu'à 
ce  jour  sur  différents  procédés  d'élimination.  Mais  d'un  côté  ces  pro- 
cédés conduisent  à  des  calculs  d'une  longueur  presque  toujours  re- 
butante; d'un  autre  côté  ils  cessent  d'être  applicables  même  en  théorie 
lorsque  les  équations  à  résoudre  renferment  des  fonctions  transcen- 
dantes. Frappé  de  ces  inconvénients,  je  me  suis  proposé  de  résoudre 
sans  élimination,  sans  recherche  de  plus  grand  commun  diviseur,  cette 
question  générale  : 

Étant  donné  une  ou  plusieurs  équations  à  un  nombre  quelconque 
d'inconnues,  trouver  toutes  les  solutions  de  ces  équations  qui  peuvent 
être  comprises  entre  des  limites  données  quelconques.  Trouver  en  outre 
le  degré  de  multiplicité  de  chacune  de  ces  solutions. 

Après  de  longues  tentatives,  que  des  succès  partiels  venaient  encou- 
rager, je  suis  enfin  parvenu  à  trouver  les  moyens  à' approcher  indéfini- 
ment du  but  que  je  m'étais  propose.  C'est-à-dire  que  je  donne  des 
moyens  faciles  d'exclure  tous  les  nombres  qui,  pris  pour  valeurs  de  j:  , 
j,  z,.  . . ,  ne  satisferaient  point  aux  équations  proposées  avec  un  degré 
donné  d approximation.  Les  nombres  restants  contiendront  toutes  les 
solutions  effectives  des  équations  données;  malheureusement  ils  pour- 
ront contenir  aussi  des  valeurs  étrangères  qui  satisferaient  à  très  peu 
près  à  ces  mêmes  équations.  Quoi  qu'il  en  soit,  mou  travail  actuel  me 

22.. 
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parait  un  pas  considérable  vers  la  résolution  complète  des  équations 
numériques. 

Je  terminerai  ce  court  préambule  en  ajoutant  que  les  principes  dé- 
veloppés dans  les  deux  premiers  cbapitres  de  ce  Mémoire,  peuvent 
servir  encore  à  trouver  la  limite  des  erreurs  que  l'on  peut  commettre 
par  l'emploi  de  la  formule  de  Maclaurin,  de  celle  de  Taylor,  des 
méthodes  d'interpolation  appliquées  à  la  recherche  des  quadratures  ; 
et  qu'enfin  ils  peuvent  servir  aussi  à  résoudre ,  dans  le  plus  grand 
nombre  de  cas ,  les  équations  différentielles  d'un  ordre  et  d'un  degré 
quelconques  à  une  ou  plusieurs  inconnues.  Cette  application  formera 
le  sujet  d'un  autre  Mémoire. 


CHAPITRE  PREMIER. 
Préliminaires. 


1.  Nous  désignerons  par  L,  M,  N,...  ,  des  fonctions  quelconques 
àe.  jc,  j,  z,...;  par  oc',  j',  z',...,  des  valeurs  quelconques  respective- 
ment moindres  que  a:,  j,  z,...,  et  par  x" ,  j",  z",... ,  d'autres  quan- 
tités respectivement  plus  grandes. 

2.  Nous  supposerons  que  dans  toute  l'étendue  deslimiteso^',  j-',  s', . . . , 
etx",  j",  z",...,  les  valeurs  de  L,  M  ,  N,...,  restent  finies  et  continues. 
Nous  ferons  abstraction  des  autres  valeurs  de  ces  fonctions. 

5.  Nous  désignerons  par  L'  et  L"  deux  nouvelles  quantités  auxiliaires 
qui  soient  telles  que, 

Dans  toute  l'étendue  des  limites  x',  j',  z',...,  x",  j",  z",...,  les  va- 
leurs de  L  soient  plus  grandes  que  L'  et  moindres  que  L";  et  que  de 
plus , 

En  faisant  varier  les  limites  a-',  j' ,  z',...,  x",  j",  z",...,  de  manière 
que  les  différences  positives  x—x",  J'—j',  z—z',...,  x"—x,j" — j, 
z"—z,...,  décroissent  indéfiniment,  les  différences  également  positives 
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L  —  L',  L"  —  L,  finissent  par  devenir  moindres  que  toute  quantité 
donnée. 

4.  Nous  désignerons  de  même  par  M',  N',...,  M",  N",...,  des  quan- 
tités qui  soient  par  rapport  aux  valeurs  de  M,  N,.--,  ce  que  L'  et  L" 
sont  par  rapport  à  celles  de  L. 

5.  Nous  donnerons  aux  quantités  auxiliaires  L',  M',  N',...  le  nom 
de  limites  inférieures  des  valeurs  de  L,  M,  N,...,  et  aux  quantités 
L",  M",  N",.--  celui  de  limites  supérieures  des  mêmes  valeurs. 

6.  Avant  d'indiquer  les  moyens  de  trouver  les  valeurs  de  ces  lunites 
inférieures  et  supérieures,  nous  croyons  devoir  exposer  celles  de  leurs 
propriétés  dont  nous  nous  servirons  pour  la  résolution  des  équations. 


7.  Lorsque  la  limite  inférieure  des  valeurs  d'une  fonction  sera  jjo- 
sitive,  ces  valeurs  seront  aussi,  et  à  plus  forte  raison,  positives,  et  par 
conséquent  aucune  d'elles  ne  pourra  être  nulle. 

8.  Lorsque  la  limite  supérieure  des  valeurs  d'une  fonction  sera  né- 
gative, ces  différentes  valeurs  seront  aussi,  et  à  plus  forte  raison  ,  né- 
gatives ,  et  par  conséquent  aucune  d'elles  ne  sera  nulle. 

9.  Réciproquement,  si  les  limites  J?',  y',  z',-.,  eix",  j",  z",...,  sont 
suffisamment  rapprochées,  et  si  néanmoins  aucune  des  valeurs  d'iuie 
fonction  calculées  dans  l'étendue  de  ces  limites  n'est  égale  à  zéro,  il 
arrivera  : 

Ou  que  la  limite  inférieure  des  valeurs  de  cette  fonction  sera  posi- 
tive, ou  bien  que  la  limite  supérieure  sera  négative. 

Pour  le  prouver ,  supposons  que  L  se  rapporte  à  un  système  de  va- 
leurs particulières  et  invariables  de  jt  ,  j,  z , . .  •  ;  alors  L  sera  une  quan- 
tité fixe  et  différente  de  zéro. 

Supposons  en  second  lieu  que  les  1  imites j:"',  j  ',  :',...,  x",  y,  z",..., 
se  rapprochent  indéfiniment  des  valeurs  de  x,  j,  z,...,  dont  nous 
venons  de  parler  ;  alors  les  différences  positives  L  —  L',  L"  —  L  ,  fini- 
ront par  devenir  moindres  que  la  valeur  absolue  de  L  (art.  3\ 

D'ailleurs  nous  avons  identiquement 

L'  =  L  -  (L  -  L') ,     L"  =  L  4-  (L"  -  L), 
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nous  pouvons  donc  conclure  que  les  valeurs  de  L'  et  de  L"  finiront 
par  devenir  de  même  signe  que  L ,  et  que  par  suite  elles  seront  ou 
toutes  les  deux  positives,  ou  bien  toutes  les  deux  négatives. 
Si  donc  L'  n'est  pas  positive,  L'  sera  négative. 

10    II  résulte  de  ce  qui  précède  que , 

Si  la  limite  inférieure  des  valeurs  d'une  fonction  est  négative,  et  si 
la  limite  supérieure  est  en  même  temps  positive,  il  faut,  ou  que  cette 
fonction  devienne  nulle,  en  prenant  des  valeurs  convenables  de  >r, 
y,  2,...,  comprises  entre  les  limites  x' .  j' .  -',...  et  x",  y" ,  z",....  ou 
bien  que  ces  limites  soient  trop  écartées. 

Ces  préliminaires  renfermant  tout  ce  qui  peut  nous  être  utile  poin- 
la  résolution  des  équations  numériques,  nous  allons  passer  à  la  re- 
cherche des  limites  des  valeurs  des  fonctions. 


CHAPITRE  DEUXIEME. 

Becherches  des  limitas  des  valeurs  des  fonctions. 

I. 

11.  Nous  avons  maintenant  à  résoudre  cette  question  générale  : 
Étant  donné  une  fonction  quelconque  L  =J\x,  j,  z,...),   trouver 

les  limites  inférieure  et  supérieure  des  valeurs  qu'elle  peut  avoir  quand 
on  fait  varier  x,  j.  ',...,  dans  l'étendue  de  leurs  limites  a?',  j',  z',..., 
et  x",  J-",  z", — 

Nous  allons  nous  en  occuper  en  commençant  par  les  cas  les  plus 
simples. 

12.  Toutes  les  fois  que  l'on  saura  trouver  la  plus  petite  et  la  plus 
gr.iude  des  valeurs  de  L  qui  peuvent  avoir  lieu  dans  l'étendue  des  li- 
mites des  valeurs  x,  y,  z,...,  on  pourra  prendre  la  plus  petite  de  ces 
valeurs  comme  la  limite  inférieure  de  toutes  les  autres,  et  la  plus 
grande  pour  leur  limite  supérieure. 

Et  en  effet,  il  est  d'abord  visible  que  toutes  les  valeurs  de  L  seront 
plus  grandes  que  la  première  et  moindres  que  la  seconde  ;  il  suffit  donc 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  i-j', 

de  prouver  que  ces  valeurs  extrêmes  satisfont  aux  autres  conditions  des 
limites  supérieure  et  inférieure. 

Pour  cela,  en  désignant  para,  b,  c,...  le  système  particulier  des 
valeurs  de  jc,  j,  z,...,  auquel  répond  la  plus  petite  valeur  de  L,  ces 
valeurs  a,  è,  c,  étant  comprises,  comme  or,  j,  z,...,  entre  les  limites 
données,  les  différences  x  —  a,  j  —  b,  z  —  c,...,  prises,  abstrac- 
tion faite  de  leurs  signes ,  finiront  par  décroître  indéfiniment  à  mesure 
qu'on  rapprochera  suffisamment  les  limites  x',  j',  r ', . . . ,  x",  j  ",  z" , ..., 
des  valeurs  de  jc ,  j;  z,...,  et  par  suite  il  en  sera  de  même  de  la  diffé- 
rence positive /(a:,  j,  z,...)  —f{a,  b,  c,...);  nous  voyons  donc  que 
cette  valeur  particulière /(a,  b,c,...)  satisfait  à  toutes  les  conditions 
d'une  limite  inférieure. 

Nous  prouverions  de  la  même  manière  que  la  plus  grande  des  va- 
leurs de  L  satisfait  à  toutes  les  conditions  d'une  limite  supérieure. 

13.  Le  cas  que  nous  venons  de  considérer  aura  évideniment  lieu 
toutes  les  fois  que  L  sera  une  fonction  d'une  seule  variable  de  l'une 
des  formes  suivantes 

x",     sin^,     coso",     tangjr,     log^,..., 

c'est-à-dire  toutes  les  fois  qu'elle  sera  une  fonction  que  l'on  pourra  ra- 
mener à  des  tables  connues. 

^  14.  Un  cas  particulier,  de  la  plus  haute  importance,  est  celui  où  il 
s'agit  d'un  produit  de  la  forme 

dans  lequel  f^,  y.,  fi ,  y ,...  expriment  des  nombres  positifs  quelcon- 
ques, et  que  les  limites  x',  f,  -,...,  x",  j",  -,...,  des  valeurs  de 
j:,  j,  z,...,  sont  toutes  positives. 

Les  deux  limites  de  ce  produit  seront  alors 

/:x"'J"^z'■^..,      et      kx"^r"i^z"\.. 
lt>-  Il  s'agit  maintenant  de  montrer  comment  on  peut  ramener  tous 


176  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

les  autres  cas  qui  peuvent  se  présenter  à  ceux  que  nous  venons  de 
considérer  dans  les  articles  précédents. 

n. 

16.  Désignons  par  P,  Q,  R,...,  T,  U,  V,...,  des  fonctions  quel- 
conques dont  on  sait  trouver  les  limites  inférieures  et  supérieures  ;  de 
plus,  désignons  par  L  une  fonction  composée  d'une  manière  quel- 
conque au  moyen  des  premières,  et  parcoiu-ons  les  cas  principaux  qui 
peuvent  se  présenter. 

17.  Nous  supposerons  d'abord  que  l'on  ait 

L  =  P  +  Q  +  R-t- _T-U-^- ; 


dans  ce  cas,  pour  avoir  la  limite  inférieure  des  valeurs  de  L,  il  suffira 
de  prendre 


L'  =  P'  +  Q'  -i-  R'  -h -  T   -  U"  -  V"  -  . 

et  pour  avoir  leur  limite  supérieure  il  suffira  de  prendre 

L'  =  P"  -h  Q  -V  R   -+■ —  T'  —  U'  —  V  —  . 

En  effet ,  deux  simples  soustractions  nous  donnent 

L  —  L'  =  (P  -  P')  -H  (Q  -  Q'J  -^  (R  -  R'j  +  .  . 

+  (T"_  t;^  4-  (U"-  u  )  -+-  (Y"-  V  )  H-  .  . 

L"  -  L  =  f  P' -  P)  -+-  (Q"-  Q)  -H  (R"-  R)  +  .  . 
+  (T  -  T')  +  (U  -  U')  +  (V  -  V'^  -f-  .  . 


dont  les  seconds  membres  se  composent  de  parties  qui ,  par  hypo- 
thèse, sont  toutes  positives  et  qui  finissent  par  devenir  moindres  que 
toute  quantité  donnée    quand  on   resserre   suffisamment  les   limites 

^%  jS  z'v  et  Jc",  j",  z",.... 

18.  En  traduisant  ces  derniers  résultats  en   langage  ordinaire ,  on 
trouve  que, 

Pour  obtenir  la  limite  inférieure  des  valeurs  d'une  somme  quel- 
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conque,  il  suffit  de  remplacer  chaque  partie  positive  par  sa  limite  in- 
férieure, et  chaque  partie  négative  par  sa  limite  supérieure; 

Pour  obtenir  la  limite  supérieure  des  valeurs  d'une  somme  quel- 
conque, il  suffit  de  remplacer  chaque  partie  positive  par  sa  limite  su- 
périeure, et  chaque  partie  négative  par  sa  limite  inférieure. 

19.  En  rapprochant  ce  que  nous  venons  de  dire  de  l'observation  de 
l'art.  14,  nous  trouverons  que, 

Lorsqu'un  polynôme  ne  contient  que  des  puissances  positives  des 
variables  x,  j,  z,...,  et  que  de  plus  les  limites  x',  f,  z',...,  x" ,  f\ 
z",...,  de  ces  variables  sont  toutes  positives, 

On  aura  une  limite  inférieure  des  valeurs  de  ce  polynôme  en  rem- 
plaçant X,  j,  z,...,  par  leurs  limites  inférieures  dans  ceux  des  termes 
de  ce  polynôme  qui  sont  positifs,  et  par  leurs  limites  supérieures  dans 
ceux  qui  sont  négatifs. 

On  aura  une  limite  siqjérieure  des  mêmes  valeurs  en  remplaçant 
X,  j,  z,...  par  leurs  limites  supérieures  dans  ceux  des  termes  du  po- 
lynôme qui  sont  positifs,  et  par  leurs  limites  inférieures  dans  ceux  qui 
sont  négatifs. 

m. 

20.  Supposons  en  second  lieu  que  l'on  ait 

L  =  PQR l  UV 


Supposons  en  outre  que  les  limites,  et  par  suite  toutes  les  valeurs  de 
P,  Q,  R,  ...,  soient  positives,  mais  que  celles  de  T,  U,  V,  ...  ,  soient 
négatives. 

Dans  ce  cas,  on  pourra  prendre  le  plus  petit  des  deux  produits 

P'Q'R...    T"U"V'...,      et     P'Q'R...   T'U'V'..., 

pour  la  limite  inférieure  L',  et  le  plus  grand  pour  la  limite  supé- 
rieure L". 

En  effet,  la  valeur  absolue  de  chacun  des  facteurs  i\u  produit 
PQR.  ..  TUV^^i,  est  plus  grande  que  celle  du  facteur  correspondant 
du  produit  FQ'R'...  T"U"V"...,  et  moindre  que  celle  du  facteur 
correspondant  du  produit  P  "Q' R' .  . .  t'U'V  .  .  .  :  et  comme  d'ailleurs 

Tome  VI.  _  Mm  ,84,  ^^ 
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ces  trois  produits  sont  de  même  signe ,  il  faut  que  la  valeur  du  pre- 
mier, prise  en  ayant  égard  au  signe,  soit  comprise  entre  celles  des 
deux  autres.  En  outre,  si  l'on  resserre  indéfiniment  les  limites  x',  j' , 
z',...,x",  y'\  z",...,  des  valeurs  de  .r,  j,z,...,  ces  trois  produits  s'ap- 
procheront de  plus  en  plus  d'être  égaux  entre  eux  ,  et  leurs  différences 
finiront  par  devenir  moindres  que  toute  quantité  donnée;  on  voit  donc 
que  toutes  les  conditions  relatives  aux  limites  des  valeurs  des  fonctions 
se  trouvent  satisfaites. 

Ce  nouveau  principe,  combiné  avec  celui  de  l'art.  18,  et  quelques 
préparations  faciles  à  effectuer,  suffit  pour  parvenir  à  la  résolution  des 
équations  de  forme  quelconque.  Cependant  nous  ajouterons  encore 
quelques  nouvelles  règles  qui  peuvent  être  utiles,  soit  pour  le  même 
but,  soit  pour  d'autres  applications  dont  nous  pourrons  nous  occuper 
dans  une  autre  occasion. 

IV. 

21.  Supposons  maintenant  que,  dans  la  fonction  donnée  par 
l'égalité 

L   =   PQR.  .  .  , 

les  facteurs  P,  Q,  R,...  soient  quelconques.  Dans  ce  cas  nous  ferons 

P  =  V'-^p,      Q=Q'-l-(y,      R  =  R'-l- /•,...; 

des-lors  p,  q,  /',...,  seront  des  fonctions  de  x ,  j',  z,... ,  dont  les  va- 
leurs seront  positives  et  comprises  entre  les  limites 

o  et  P"  —  P',     o  et  Q"  -  Q',     o  et  R'  —  R', 

Au  moyen  de  ces  valeurs  de  P,  Q,  R,..,  le  produit  PQR ,   se 

changera  en 

(P'-i-/7),    [Q'-hq),    (R' +/•),..., 

dont  le  développement  conduira  à  une  expression  de  la  forme 

P'Q'R' -h  A/)  -\- A,q  -HA./-  +..., 
-h  Bpq  +  B./jr  +  B^qr  -+-..., 
+  Cpqr-ir ♦ 
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dans  laquelle  A,  A,,  A,,  A3,...,  B,  B.,  B,,...,  C,  C,,...,  seront  des 
produits  connus  de  quelques-uns  des  facteurs  P',  Q',  R',....  Cela  posé, 
on  aura  une  limite  inférieure  de  valeurs  de  ce  développement ,  c'est-a- 
dire  de  L,  en  remplaçant  p,  q,  r,...,  par  o,  dans  chacun  des  termes 
positifs  du  développement,  et  par  P"— P',  Q"  —  Q',  R'  —  R',...,  dans 


les  termes  négatifs. 


On  aura  la  limite  supérieure  de  L  en  remplaçant  p,  cj,  /,...,  par 
"  ~  P'  Q  ~  QS  R"  —  R',  •  •• ,  dans  chaque  terme  positif  du  dévelop- 
pement, et  par  o  dans  les  termes  négatifs. 

En  effet,  en  opérant  de  cette  manière,  on  ne  fait  que  mettre  en  pra- 
tique la  règle  de  l'art.  18. 


22.  Nous  terminerons  ces  sortes  de  recherches  en  traitant  la  fonction 
donnée  par  l'équation 

L   =/(P,Q,R,...), 

en  supposant  que/  est  le  signe  caractéristique  d'une  fonction  telle, 
qu'on  sache  trouver  les  limites  de  f{jc ,  j,  2 , . . .) ,  quand  on  fait  varier 
■TC,  j,  z,...,  entre  des  limites  données  quelconques. 

Dans  ces  sortes  de  cas,  il  suffira  de  chercher  les  limites  des  valeurs 
dej{x,j,z,...),  qui  peuvent  avoir  lieu  quand  on  fait  varier  jr,  j,  z,..., 
depuis  j?  =  P'  jusqu'à  x  =  P",  depuis  j  =  Q'  jusqu'à  j  =  Q ".  depuis 
s  =  R'  jusqu'à  z  =  R",...  ;  les  limites  trouvées  de  cette  manière  .seront 
évidemment  celles  de  L. 

23.  En  opérant,  soit  comme  nous  venons  de  l'indiquer  dans  les 
différents  articles  de  ce  chapitre,  soit  par  la  répétition  successive  des 
mêmes  procédés,  on  finira  par  trouver  les  deux  limites  d'une  fonction 
quelconque.  Nous  allons  donc  passer  a  la  résolution  des  équations. 
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CHAPITRE  TROISIÈME. 

Résolution    des    équations. 

I. 

24.  Les  principes  développés  dans  les  deux  chapitres  précédents, 
nous  permettent  maintenant  de  résoudre  cette  question  remarquable 
par  sa  grande  généralité  : 

Étant  données  une  ou  plusieurs  équations  de  forme  quelconque 

L  =   o,     M   =  o,     N  =   o,.  ..  , 

à  une  ou  plusieurs  inconnues,  dont  le  nombre  peut  être  différent  de 
celui  des  équations;  étant  donné  en  outre  un  système  délimites  des 
valeurs  des  inconnues,  trouver  toutes  les  valeurs  de  ces  inconnues  qui 
peuvent  être  comprises  entre  les  limites  données ,  et  satisfaire  en  même 
temps  aux  équations  L=:o,  M  =  o,  N^o,.... 

^4;  bis.  i^"  Méthode.  Nous  commencerons  par  chercher  les  limites  in- 
férieures des  valeurs  que  peuvent  recevoir  les  fonctions  L,  M,  N,... , 
quand  on  fait  varier  x,  j,  z,...,  entre  les  limites  données. 

25.  Il  peut  arriver  que  le  calcul  de  ces  limites  inférieures  conduise 
à  eu  trouver  une  de  positive.  Dans  ce  cas,  nous  ne  pousserons  pas  le 
calcul  plus  loin  ;  la  fonction  qui  aura  donné  lieu  à  cette  limite  positive 
ne  peut  pas  devenir  nulle  tant  que  les  valeurs  de  x,  j,  z,...,  sont 
comprises  entre  les  limites  données  (art.  7),  et  par  conséquent  la  ques- 
tion proposée  n'a  pas  de  solution  proprement  dite. 

26.  M^is  lorsque  toutes  les  limites  inférieures  calculées  seront  né- 
gatives ,  nous  procéderons  au  calcul  des  limites  supérieures  des  valeurs 
des  mêmes  fonctions  L ,  M ,  N ,  — 

27.  Il  peut  arriver  que  ce  calcul  nous  conduise  à  trouver  une  va- 
leur négative  pour  une  de  ces  limites  supérieures.  Dans  ce  cas,  nous 
nous  arrêterons  encore  ;  la  fonction  qui  aura  donné  lieu  à  cette  limite 
négative  ne  peut  pas  devenir  nulle  tant  que  les  valeurs  de  x ,  y.,  z,..., 
sont  comprises  entre  les  limites  données  (art.  8),  et  par  conséquent  la 
question  proposée  est  comme  dans  le  premier  cas,  elle  n'a  pas  de  so- 
lution proprement  dite. 
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28.  Lorsque  toutes  les  limites  inférieures  des  valeurs  de  L ,  M ,  N , . . . , 
seront  négatives  et  leurs  limites  supérieures  positives ,  nous  en  con- 
clurons ou  que  les  limites  données  renferment  des  solutions  des  équa- 
tions L==o,  M^o,  N  =  o,...,  ou  bien  que  ces  limites  sont  trop 
écartées  (vo/r  l'article  10). 

29.  D'après  cela,  nous  subdiviserons  le  système  de  limites  données 
des  valeurs  de  x,  j",  z,...,  en  plusieurs  autres  systèmes  de  limites  plus 
rapprochées ,  dont  l'ensemble  embrassera  la  même  étendue  que  le  sys- 
tème de  limites  primitives. 

30.  Nous  recommencerons  avec  chacun  de  ces  nouveaux  systèmes 
de  limites ,  comme  nous  avons  déjà  opéré  avec  le  système  primitif. 

31.  De  cette  manière,  nous  pourrons  être  conduits  à  exclure  quel- 
ques-uns de  ces  nouveaux  systèmes  de  limites  comme  ne  pouvant  pas 
renfermer  de  solution  des  équations  L^o,  M=o,  N  =  o,.... 
Quant  aux  autres ,  nous  les  subdiviserons  à  leur  tour  en  d'autres  sys- 
tèmes que  nous  traiterons  de  la  même  manière. 

32.  En  opérant  ainsi ,  nous  finirons  par  exclure  tous  les  nombres 
qui,  étant  compris  entre  les  limites  données  pour  les  inconnues  x,  j', 
z,...,  ne  peuvent  pas  satisfaire  aux  équations  L=o,  M  =  o,  N  =  o,... 

Les  systèmes  de  limites  qui  n'auront  pas  été  exclus  nous  feront  con- 
naître, avec  tel  degré  d'approximation  que  l'on  peut  vouloir,  toutes 
les  solutions  des  équations  L  =  o,  jM  =  o,  N=o,...,  qui  peuvent 
être  comprises  entre  les  limites  données. 

33.  a™*  Méthode.  Nous  prendrons  des  nombres  positifs  quelcon- 
ques a ,  ('3 ,  y,  et  faisant ,  pour  abréger, 

V  =  aL-  +  ,?M  -^  -H  y  N  =  ^-  .  .  . , 

nous  n'aurons  plus  qu'à  résoudre  l'équation  unique  V  =  o.  Alors 
nous  traiterons  cette  dernière  équation  par  les  procédés  de  la  première 
méthode ,  mais  avec  cette  différence  ,  qu'il  est  entièrement  inutile  de 
calculer  les  limites  supérieures  des  valeurs  de  la  fonction  auxiliaue  V. 

En  effet,  d'après  la  composition  de  cette  fonction,  elle  ne  peut 
jamais  devenir  négative;  par  suite  ses  limites  supérieures  seront  tou- 
jours positives ,  et  c'est  là  tout  ce  qu'on  a  besoin  de  savoir. 
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34.  3"*  Méthode.  Il  est  facile  de  modifier  la  méthode  de  Newton, 
de  telle  manière  qu'elle  ne  soit  jamais  en  défaut,  du  moins  tant  que 
le  nombre  d'inconnues  ne  surpassera  pas  celui  des  équations. 

35.  Nous  désignerons  par  o ,  h,c,...,  eta-\-h,  b  +  k,  c-\-l,..., 
les  limites  approchées  d'une  solution,  et  nous  ferons 

jc  ^  a  -\-  t ,     j-  =:  b  -\-  u,     :=:c  +  i',...; 

de  cette  manière  les  valeurs  cherchées  de  t,  u,  v,...,  devront  être 
comprises  entre  o  et  h,  o  et  k,  o  et  /, 

36.  Si  maintenant  nous  substituons  ces  valeurs  de  x,  j,  z,...,  dans 
une  fonction  quelconque  F(j?,  j,  z,...),  nous  en  déduirons  un  ré- 
sultat de  la  forme 

F  [X,  j,  z,...)  =^  F  (a,  b,c,...)  -\-  At  -\- Bu  -^-  Ci>  -\-...-\-w, 

dans  laquelle  o)  exprimera  une  fonction  de  ^,  m  ,  i^,...,  de  l'ordre  des 
carrés  et  produits  de  ces  dernières  quantités ,  et  dont  il  sera  facile  de 
déterminer  les  limites  de  la  manière  que  nous  allons  indiquer. 

37.  Lorsque  F  [x ,  j-,  z,...)  ne  contiendra  que  des  puissances  en- 
tières et  positives  de  x,  j,  z,...,  on  développera  par  les  méthodes 
ordinaires  de  l'algèbre  l'expression 

F[a-^t,    h-\-u,    <;■  4- i',...); 

des-lors  la  fonction  oj  sera  entièrement  connue  ,  et  ses  limites  faciles  à 
déterminer  par  le  procédé  de  l'art.  19. 

38.  Lorsque  F  [x ,  j,  z,...)  sera  une  fonction  d'une  forme  plus 
compliquée,  on  parviendra  au  même  but  en  ayant  recours  aux  pro- 
cédés du  Calcul  différentiel.  Ainsi ,  en  désignant  les  dérivées  du  second 
ordre 

rf'F(x,j-,z,...)  d'Y{x,y,z,...)         d'T{x,y,z,...} 

dx^  '  dxeij-  '  df'  »  •  ■  •  ? 

respectivement  par 

çf/c,  J,  z,  ...;,     lix,  J,  z,...),     o{x,  y,  z,...). 
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on  aura 

"  =  77^ ? ( rt+i7,  b-k-iu,  c+ù', ...^-ir  ^y_  [fi-\-it,  h-\-Ju,  c-f-A', . . . 

-I <iJ<a-\-it,h-irm,  c-'riv,...  )-\-..., 

dans   laquelle  /  exprimera   un   certain  nombre  positif  moindre  que 
l'imité ,  mais  de  valeur  inconnue. 

Maintenant  il  sera  facile  de  trouver  les  limites  des  valeurs  que  peut 
avoir  la  fonction  u,  quand  on  fait  varier  t,  m,  v,...,  et  /,  depuis  o 
jusqu'à  h,  A-,  /,...,  et  r. 

39.  En  traitant  les  équations  L  =  o,  M  =o,  N  =  o,...,  par  des 
considérations  analogues  aux  précédentes,  nous  les  mettrons  sous  la 
forme  suivante  ; 

A,<  -+-  B.w  -H  C,»'  +...-^  A-,  H-  y,  =  o, 
k^t  -4-  BjM  -f-  Cjt^  -4-  .  .  .  -4-  Aj  +  oj,  =  o , 
X^t  +  B,a  -4-  Caf  +.  .  ,-f-  A-,   +   W3   =   o, 


et  de  plus  nous  déterminerons  les  limites  de  chacune  des  fonctions 

W(  ,     «2,     OJ3,... 

40.  Après  cela  nous  résoudrons  ces  nouvelles  équations  comme  des 
équations  du  premier  degré,  dans  lesquelles  co, ,  «, ,  m,,...  ,  exprime- 
.aient  des  quantités  littérales  mais  connues,  et  nous  arriverons  ainsi 
à  des  valeurs  de  la  forme 


*  =   «,   +   /,,      u   =   b,   -^   u,, 


Vi, 


dans  lesquelles  a,,  b,,  c,,...  seront  précisément  les  valeurs  que 
donnerait  la  méthode  de  Newton  ,  tandis  que  t,,u,,v„...  seront  des 
parties  affectées  des  valeurs  de  y, ,  w,,  w, ,.... 

41.  Au  moyen  des  hmites  connues  de  to, ,  w, ,  oj,,...,  nous  cher- 
cherons celles  de  /,,  ^^,,  J^,,...,  que,  suivant  nos  conventions,  nous  dé- 
signerons par  t\  et  t'\,  u\  et  u\,  v\  et  ./;,...;  et  alors  les  valeurs  de 
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t,  u,  V,...,  seront  respectivement  comprises  entre 

a,-\-t\,     b,  +  u[,     c,  4- t' ',,... -, 
et 

par  suite  les  valeurs  de  x,  j,  z,... ,  seront  respectivement  comprises 
entre 


et 


a,-\-t\,      b  +  b,  -\- u\,     c  4- c,  4- f , 
a,-\-t],     b  -it-  b,  ■+-  u[ ,     c  4-  c,  -4-  v\ 


42.  Il  est  à  peine  utile  de  faire  observer  que  les  valeurs  de  t\.  t\. 
«,,  u  ,  pj,  v'[,...,  seront  en  général  des  quantités  de  l'ordre  des  carrés 
et  produits  h,  k,  l,... ,  et  que  si ,  par  cas ,  les  limites  trouvées  pour  les 
valeurs  de  j:,  j-,  z,...,  étaient  en  contradiction  avec  les  limites  pri- 
mitives a  ,  b  ,  c ,...,  et  a-\-h,  b-\-k,  c  +  1,...,  on  devrait  en  conclure 
que  ces  limites  a,  h,  c,... ,  a-\-  h,  b  -\-  k,  c  -\-  l,...,  ne  peuvent  pas 
comprendre  de  solution  des  équations  L  =  o,  M=:o,  N  =  o, — 

II. 

43.  Dans  les  trois  méthodes  que  nous  venons  de  développer,  on  a 
supposé  que  les  fonctions  L,  M,  N,....  ne  pouvaient  pas  devenir  in- 
tinies  tant  que  x ,  y,  z,... ,  restaient  comprises  entre  les  limites  don- 
nées. Cependant  on  peut  avoir  à  résoudre  des  équations  qui  présentent 
cette  circonstance  exceptionnelle  ;  il  faut  donc  trouver  les  moyens  de 
tourner  cette  difficulté. 

44.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'une  ou  plusieurs  des  équa- 
tions données  L:=o.  M  =  o,  N^o,...,  se  présentent  sous  la  forme 
suivante  : 

PV"  _H  QV"—  ^  RV"'-''4-  .  .  .  4-  T  =  o, 

dans  laquelle  m,  a,  jS  ,  7,.-.,  peuvent  être  des  nombres  positifs  quel- 
«ouques,  et  V  une  fonction  qui  devient  infinie  pour  un  système  parti- 
culier a,  b,  c,...,  des  valeurs  de  Jc ,  ^',  s ,  — 

Dans  ce  cas  nous  prendrons  des  limites  auxiliaires  x',  y,  z',..., 
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-elx",  f",z",...,  qui  comprennent  a ,  b,  c,...,  et  soient  assez  rappro- 
chées de  ces  dernières  valeurs  pour  que ,  tant  qu'on  reste  entre  ces 
limites,  V  ne  puisse  pas  devenir  nulle. 

Après  cela,  nous  chercherons  les  solutions  qui  peuvent  être  com- 
prises entre  ces  limites  auxiliaires,  en  remplaçant  l'équation  primitive 

PV"'  -t-  QV"'-'-'  +  B.Y'"-'  -H  .  .  .  +  T  =  o, 
par  l'équation  équivalente 

-^-A  +  ...  +  l  =  o, 

qui  ne  présente  plus  le  même  inconvénient  <Çue  la  première. 

45.  Nous  traiterons  d'une  manière  analogue  toutes  les  équations  qui 
pourront  offrir  une  semblable  difficulté. 

Ili. 

46.  Nous  terminerons  ce  chapitre  en  indiquant  les  moyens  de  dé- 
terminer le  degré  de  multiplicité  de  chacune  des  solutions  d'un  sys- 
tème donné  d'équations  L  =  o,  M:=o,  N  =  o, 

47.  Pour  cela,  il  nous  suffira  de  faire  observer  que,  dans  les  deux 
premières  méthodes  de  résolution  des  équations  que  nous  avons  déve- 
loppées, le  nombre  de  ces  équations  est  tout-à-fait  indépendant  de 
c«lui  des  inconnues  qu'elles  renferment.  Par  conséquent , 

48.  Pour  trouver  le  degré  de  multiplicité  des  différentes  solutions 
des  équations  L  =  o,  M  =  o,  N  =  o,...,  qijpiçeuvent  être  comprises 
entre  des  limites  données,  il  suffira  de  joindre  à  ces  équations  celles 
qui  doivent  être  satisfaites  par  toute  solution  multiple,  suivant  le  degré 
de  multiplicité  de  cette  solution.  Ce  degré  sera  connu  d'après  celles  de 
ces  équations  de  condition  qui  pourront  être  satisfaites. 


Tome  VI.  -  Mai  1841  a4 
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CHAPITRE  QUATRIÈME. 
Simplifications  à  employer  dans  les  cas  particuliers . 
I. 

49.  INoiis  ne  connaissons  pas  de  simplification  qui  soit  possible  dans 
le  cas  où  les  équations  L  =  o,M  =  o,  N  =  o,...,ne  contenant  que 
des  puissances  entières  des  inconnues  x,  j,  z,...,  on  ne  demande 
que  les  valeurs  des  inconnues  qui  peuvent  être  comprises  entre  des  li- 
mites positives  données.  Dans  ces  sortes  de  cas,  il  sera  facile  de  trou- 
ver les  limites  supérieures  et  inférieures  des  valeurs  des  fonctions  L, 
M,  N,... ,  au  moyen  des  prescriptions  de  l'art.  19,  et  par  suite  il  sera 
facile  d'appliquer  nos  méthodes  de  résolution. 

50.  Lorsque  les  fonctions  L,  M,  N,...,  ne  renfermant,  comme  dans 
ce  qui  précède,  que  des  puissances  positives  inconnues,  on  voudra 
trouver  des  solutions  autres  que  celles  dont  on  vient  de  parler,  il 
vaudra  mieux  ramener  la  question  au  cas  précédent ,  que  de  chercher 
à  résoudre  directement  les  équations  L  =  o ,  M  :=  o ,  N  =  o , . . .  :  on 
peut  parvenir  à  ce  but  de  plusieurs  manières  ;  nous  nous  bornerons  à 
en  indiquer  une. 

51.  Quelle  que  puisse  être  la  valeur  de  jr,  il  est  facile  d'observer 
qu'une  des  quatre  quantités 


sera  nécessairement  positive  et  moindre  que  l'unité.  Faisant  donc 

—  jc  =  -\-  t,       -t-x  =  -H-,       —  jc  =  -\-  -, 

Il  V 

ce  qui  donnera 

, I  1 

il  faudra  que,  dans  tous  les  cas,  la  valeur  de  l'une  des  quatre  quan- 
tités X,  t,  u,  V,  soit  positive  et  moindre  que  l'unité.  Par  conséquent, 
tout  se  réduira  à  trouver  celles  des  valeurs  de  ces  quantités  qui  pour- 
ront être  comprises  entre  o  et  i . 
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II. 

52.  U  peut  arriver  que  les  équations  L  =  o,  M  =  o,  N  =  o,... 
renferment  des  radicaux  pins  ou  moins  composés.  Dans  ces  sortes  de 
cas,  il  sera  facile  de  ramener  la  question  au  cas  que  nous  venons  de 
considérer  dans  le  dernier  paragraphe. 

33.  Supposons,  par  exemple,  que  ces  équations  renferment  l'expres- 
sion radicale  y  P  • 

Dans  ce  cas  nous  ferons 

Vp  =  ^ 
et  alors  nos  équations  L  =  o,  M  =  o,  N  =  o,...   ne  renfermeront 

plus  que  /,  à  la  place  du  radical  primitif  \  P;  mais  il  faudra  joindre 
l'équation  auxiliaire 

V"  —  P  =^ 

à  celles  que  l'on  avait  d'ailleurs. 

Après  cela  ,  au  moyen  des  limites  données  des  valeurs  des  inconnues 

X,  j,  z,... ,  et  de  l'équation  yP  =  t,  on  déterminera  les  limites  de 
la  nouvelle  inconnue  t,  et  l'on  se  trouvera  tout-à-fait  rentré  dans  le 
cas  du  dernier  paragraphe. 

III. 

54.  Il  peut  arriver  que  les  équations  L  =  o,M  =  o,N  =  o,... 
renferment  des  expressions  radicales  superposées  telles,  par  exemple, 
que  l'expression 


v/; 


F-hQvR+SyT; 
dans  ces  sortes  de  cas  nous  ferons 

N/T  =  ^     vR  =  «, 

et  l'expression  précédente  se   trouvera   changée  en    yP  +  Qu -h  Si. 
Alors  nous  ferons 


\/?-hQu->rSt  =  i>. 


u4. 
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et  nous  substituerons  cette  dernière  valeur  dans  les  équations  L  =  o , 
M=:o,  N  =  o,.--)  lesquelles  se  trouveront  ainsi  débarrassées  du  ra- 
dical complexe  primitif.  Mais  aussi  il  faudra  joindre  aux  équations 
L  =  o ,   jNI  =  o  ,  N  =  o , . . . ,  les  équations  auxiliaires 

t"  —  T  =  o,     u'"  —  R  =  o,     t-'"  —  V  —  Qu  —  St  =  o} 

d'ailleurs,  au  moven  des  limites  données  des  valeurs  de  j:*,  ^,  2,...,  et 
des  équations 


i  =  vT>     u  =  \R,     f  =  \  P  +  Qm  +  Si,..., 

on  déterminera  les  limites  correspondantes  des  valeurs  des  nouvelles 
inconnues  t,  u,  v, 

55.  Quelle  que  puisse  être  la  complication  des  radicaux  qui  se 
trouvent  dans  les  fonctions  L^TM,  N  ,... ,  on  pourra  toujours  s'en  dé- 
barrasser par  des  procédés  analogues  aux  précédents,  répétés,  s'il  le 
faut,  à  différentes  reprises.  De  cette  manière,  on  pourra  ramener  au 
premier  cas  la  résolution  des  équations  de  forme  purement  algébrique. 
Maintenant  nous  allons  passer  à  la  résolution  des  équations  qui  con- 
tiennent des  transcendantes. 

IV. 

56.  Lorsque  les  équations  L^o,  M=:o,  N  =  o,...  seront  com- 
posées d'une  somme  de  produits  formés  par  la  multiplication  d'un 
coefficient  numérique  par  un  ou  plusieurs  facteurs  des  formes  sui- 
vantes : 

x"',  (sinjrV^,   (cosj-V'',     tang^r,  ilogs^^*,   i ',..., 

la  seule  simplification  possible  consiste  dans  une  subdivision  convenable 
des  limites  données  des  valeurs  des  inconnues  jc,  j-,  z,... ,  et  que  nous 
allons  indiquer. 

57.  En  supposant  que  a  et  A  soient  les  limites  données  des  valeurs 
cherchées  de  l'inconnue  x,  nous  chercherons  toutes  les  valeurs  par- 
ticulières de  JC  qui  pourront  rendre  nulles  ou  infinies  celles  des  fonc- 
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tions  simples , 

cc\  [ûnxf,  {cosxy,  (tangjc)°\  (log.r)^  e'%  .  .  .  , 

qui  entrent  dans  les  équations  L  =  o ,  M  =  o ,  N  =  o , . . . ,  et  qui  seront 
en  même  temps  comprises  entre  les  limites  données  a  et  A.  Alors  nous 
insérerons  ces  valeurs  par  ordre  de  grandeur  entre  les  limites  a  et  A , 
et  nous  aurons  ainsi  une  suite  croissante 

a,  a',  a",  a'", ,  a'"--'.  A, 

qui  sera  telle ,  que 

Tant  que  les  valeurs  dea:,j,  resteront  comprises  entre  deux  ternies 
consécutifs  de  cette  suite  a,  a',  a",  a",...,  a'"--',  A,  les  valeurs  cor- 
respondantes de  chacune  des  fonctions  simples  de  ^,  qui  entrent  dans 
les  équations  L  =  o,iM  =  o,N  =  o,...,  resteront  de  même  signe. 

o».  De  même,  en  désignant  par  b  et  B  les  limites  données  pour  les 
valeurs  cherchées  de  j,  nous  formerons  une  suite  b,  b',  b",  b'",..., 
b'"---',  B,  analogue  à  la  précédente,  a,  a',  a",  a'",...,  a'"---',  A  ;  et  nous 
agirons  de  même  pour  chacune  des  inconnues  qui  se  trouveront  entrer 
dans  les  équations  L  =  o,M  =  o,N  =  o,.... 

59.  Après  cela  nous  remplacerons  le  système  de  limites  données  a, 
b,  c ,...,  et  A,  B,  C,...,  par  d'autres  systèmes  partiels  que  nous  for- 
merons en  combinant ,  de  toutes  les  manières  possibles , 

deux  termes  consécutifs  de  la  suite  a,  a%  a",  a'",...,  a'"-'.  A, 
avec  deux  termes  consécutifs  de  la  suite  b,  b',  b",  b",...,  b'"-',  B, 
avec        deux  termes  consécutifs  de  la  suite  c,  c',  c",  c'",...,  c'"---',  C, 

60.  Enfin,  nous  chercherons  les  solutions  des  équations  L  =  o, 
M  =  o,  N  =  o,...,  qui  peuvent  être  comprises  dans  l'étendue  de 
chacun  de  ces  nouveaux  systèmes  de  limites,  ce  qui  n'exigera  que 
l'emploi  de  la  règle  de  l'art.  20. 

V. 

(il.  Lorsque  les  équations  L  =  o,  M  =  o,  N  =  o,...  renferme- 
ront des  expressions  d'une  forme  plus  compliquée  que  celles  que  nous 
venons  de  considérer,  il  sera  facile  de  ramener  leur  résolution  à  celle 
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d'autres  équations  qui  rentreront  dans  le  cas  précédent  :  il  suffira 
d'introduire  une  ou  plusieurs  inconnues  auxiliaires  convenablement 
choisies. 

62.  Supposons  par  exemple  que  les  équations  données  renferment 
l'expression 

log  [P'-'  -1-  Q-  (sin  R)'  +  S-^^  (tang  U)']  ; 

dans  ce  cas  nous  ferons 

t^P^+Q'^  (sin  Ri^  -+■  S'  (tang  U)' , 

et  par  là  l'expression  primitive  se  trouvera  remplacée  par  log  t.  Mais 
on  devra  joindre  aux  équations  L  =  o,  M  =  o,N^o,...,  transformées 
au  moyen  de  cette  substitution ,  l'équation  auxiliaire 

/  —  P"  —  Q-  (sin  R)''  —  S°  I  tang  V  )"  =  o'. 

G5.  Si,  par  cas,  les  nouvelles  équations  renferment  encore  des  ex- 
pressions de  forme  trop  compliquée,  on  devra  recommencer  de  la 
même  manière,  en  introduisant  une  ou  plusieurs  nouvelles  inconnues 
auxiliaires,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  soit  parvenu  à  des  équa- 
tions qui  aient  le  degré  voulu  de  simplicité. 

64.  Quand  on  aura  procédé  au  mode  de  simplification  dont  nous 
venons  de  parler,  on  devra  s'élever  successivement  aux  valeurs  des  li- 
mites des  inconnues  auxiliaires  t,  u,  i',.  .,  qui  correspondent  aux 
limites  a,  b,  c,...,  A,  B,  C,...,  des  inconnues  primitives  x,  j,  z,..., 
et  alors  enfin  on  n'aura  plus  à  résoudre  qu'une  question  semblable  à 
celle  que  nous  avons  traitée  dans  le  troisième  paragraphe. 

63.  Dans  le  travail  qui  précède,  j'ai  supposé  tacitement  qu'il  n'é- 
tait question  que  de  la  recherche  des  solutions  réelles  des  équations  ; 
je  n'ai  point  mentionné  les  solutions  imaginaires  ,  parce  que  leur  re- 
cherche est  facile  à  ramener  à  celle  des  premières. 

U  est  d'ailleurs  à  peine  nécessaire  de  faire  observer  que  puisqu'il 
suffit  de  connaître  les  signes  des  quantités  que  nous  avons  désignées 
par  L',  L",  M',  M",...,  il  suffira  de  pousser  les  approximations  assez 
loin  pour  que  les  signes  de  ces  quantités  ne  soient  pas  douteux. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  ,9, 


^^WWV^WWWWVVWVW^WVWWWVW.WVWWVVWVV 


RECHERCHES 

SUR  LA  COURBURE  DES  LIGNES  ET  DES  SURFACES; 
Par  Abel  TRAIVSON. 


On  caractérise  géométi'iquement  la  courbure  fl'une  ligne  en  un 
quelconque  de  ses  points  par  la  détermination  de  son  cercle  osculateui 
en  ce  point.  Mais  comme  entre  deux  courbes,  qui  passent  par  un 
même  point,  le  contact  est  plus  ou  moins  intime,  suivant  que  les  deux 
polygones  infinitésimaux  qui ,  à  partir  de  ce  point,  représentent  idéa- 
lement ces  courbes,  ont  plus  ou  moins  d'éléments  communs,  il  semble 
qu'on  aurait  dû  comprendre,  dans  la  notion  delà  courbure,  non  pas 
seulement  la  situation  relative  des  deux  éléments  successifs  qu'implique 
le  cercle  osculateur,  mais  plus  généralement  l'ensemble  des  rapports 
de  grandeur  et  de  situation  que  présentent  en  chaque  point  les  éléments 
successifs  du  polygone  infinitésimal. 

Cette  idée  de  la  courbure  aurait  l'avantage  d'ouvrir  aux  investiga- 
tions un  champ  indéfini.  On  ne  dirait  plus  alors  que  le  cercle  oscula- 
teur mesure  la  courbure ,  mais  seulement  une  première  affection  de  la 
courbure;  ei  lorsqu'on  parviendrait  à  représenter,  par  des  construc- 
tions géométriques  entre  quantités  finies,  les  rapports  de  grandeur  et 
de  situation  de  quelque  nouveau  côté  infiniment  petit  de  la  courbe 
avec  les  éléments  antérieurement  considérés,  on  aurait  par-là  obtenu 
la  mesure  de  l'affection  de  courbure  relative  à  ce  nouvel  élément. 

Je  me  suis  proposé,  dans  les  recherches  suivantes,  de  construire  les 
deux  affections  qui  impliquent  le  troisième  et  le  quatrième  élément  in- 
finitésimal, et  d'étudier  les  lois  de  ces  deux  affections  dans  la  roMr!)ure 
des  surfaces. 
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II. 

Je  représente  [*]  par  A ,  B ,  C ,  les  trois  points  consécutifs  qui  dé- 
terminent le  cercle  oscillateur  d'aine  courbe  plane ,  et  par  le  point  A 
je  conçois  une  ligne  parallèle  à  l'élément  BC.  Cette  ligne  rencontre  en 
un  point  N  la  normale  menée  au  milieu  de  BC,  et  le  cercle  osculateur 
en  un  point  A',  tel  qu'on  a 

AN  =  NA'; 

enfin  elle  rencontre  la  courbe  même  en  un  point  D,  de  sorte  que  AD 
est  la  corde  entière  de  la  courbe,  et  CD  est  son  troisième  élément, 
c'est-à-dire  l'élément  consécutif  aux  éléments  AB  et  BC. 

Le  point  D  est  intérieur  ou  extérieur  au  cercle  osculateur,  suivant 
que  AD  est  plus  petit  ou  plus  grand  que  AA'.  Dans  tous  les  cas,  la 
distance  entre  A'  et  D  mesure  l'écartement  qui  a  lieu ,  dans  le  troisième 
élément  CD,  entre  la  courbe  et  son  cercle  osculateur. 

Si  l'on  appelle  j  la  flèche  ou  portion  de  la  normale  comprise  entre 
le  périmètre  et  la  corde  AD;  et  si  <?  est  l'angle  que  fait  avec  la  nor- 
male la  ligne  menée  de  l'extrémité  de  la  flèche  au  milieu  de  cette 
corde,  il  sera  facile  de  voir  que  l'écartement  A'D  est  mesuré  par 
i/  tang  f}  ;  ou  bien ,  en  mettant  pour  J  sa  valeur  tirée  du  cercle  os- 
culateur, par 

A'  D  =  —  tang  c?  =  p  tang  c? .  dwr . 

Cet  écartement  est  donc ,  comme  on  devait  s'y  attendre ,  une  quantité 
du  second  ordre.  Si  l'on  veut  comparer  sa  grandeur  aux  différents 
points  d'ime  même  courbe,  il  paraîtra  sans  doute  nécessaire  de  1  éva- 
luer par  rapport  à  des  arcs  semblables  considérés  sur  les  cercles  oscu- 
lateurs  qui  sont  particuliers  à  ces  points;  c'est-à-dire  qu'on  devra  re- 
garder dw  comme  constant.  De  plus,  s'il  arrivait  qu'en  deux  points 
différents  le  rapport  de  l'écartement  A'D  au  rayon  de  courbure  /;  fût 
le  même,  il  serait  naturel  d'admettre  que  V altération  de  la  forme  cir- 

[*]  te  lecteur  est  prié  de  tracer  la  figure. 
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culaire  est  égale  de  part  et  d'autre.  Cette  altération  doit  donc  se  me- 
surer par  — ,   c'est-à-dire  par  tang  ô* .  rfo)^ ,  ou,  plus  strictement,  par 

tangc?,  puisque  rfw  est  constant.   • 

C'est  cette  quantité  tang  (?  que  je  prends  pour  la  seconde  affection 
delà  courbure,  et  je  l'appelle  indifféremment  de\>iation  de  la  Jonnc 
circulaire,  ou  bien  première  déviation  de  la  courbure,  parce  que  c'est 
réellement  la  quantité  dont  la  courbe  proposée  s'écarte  de  la  forme 
circulaire  dans  ses  éléments  du  troisième  ordre.  J'appelle  aussi  axe  de 
déviation  la  ligne  qui  fait  avec  la  normale  l'angle  c? ,  et  cette  ligne  me 
paraît  compléter  la  représentation  géométrique  ou  l'image  du  polygone 
infinitésimal  par  rapport  à  son  troisième  élément ,  comme  la  tangente 
et  le  cercle  osculateur  sont  les  images  de  ce  même  polygone  pour  ses 
deux  premiers  côtés. 

Ce  choix  a  d'ailleurs  dans  les  applications  un  grand  avantage,  ré- 
sultant d'une  propriété  curieuse  des  sections  coniques,  que  je  démon- 
trerai à  la  fin  de  cet  exposé,  et  dont  voici  l'énoncé  : 

«  Soit  P  un  point  quelconque  d'une  section  conique,  O  le  centre  de 
»  cette  courbe,  et  C  le  centre  de  courbure  relatif  au  point  P.  Menons 
»  par  C  une  parallèle  à  la  tangente  en  P ,  ce  sera  la  normale  de  la  dé- 
»  veloppée;  la  partie  de  cette  normale,  depuis  le  point  C  jusqu'à  la 
»  rencontre  de  la  ligne  OP,  qui  est  le  diamètre  passant  en  P,  sera 
»   égale  au  tiers  du  rayon  de  courbure  de  la  développée.  » 

Il  n'est  pas  difficile  de  voir  que  dans  une  section  conique  le  diamètre 
PO,  conjugué  à  la  tangente  en  P,  est  précisément  ce  que  nous  avons 
appelé  l'axe  de  déviation  ;  de  sorte  que  l'inclinaison  de  ce  diamètre 
sur  la  normale  est  notre  angle  â.  Donc,  si  çt  et  p'  sont  respective- 
ment le  rayon  de  courbure  d'une  conique  et  le  rayon  de  courbure  de  sa 
développée,  on  a,  pour  la  déviation  dans  les  sections  coniques .  l'ex- 
pression remarquable 

tang  ô"  =  ^  -  . 

qui  n'est  que  la  représentation  du  théorème  général  qu'on  vient  d'é- 
noncer. 

On  déduirait  de  là  les  lois  très  simples  de  la  déviation  dans  les  sec - 

Tome  VI.  -  Mai  iSii  ^5 
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tions  coniques  ;  mais  de  plus  on  doit  remarquer  que ,  dans  une  courbe 
quelconque,  l'axe  de  déviation  étant  la  limite  de  situation  des  lignes 
qui  joignent  le  point  P  de  la  courbe  avec  les  milieux  M,  M',  M',... 
des  transversales  parallèles  à  la  tangente  en  P  ,  cet  axe  n'est  autre  chose 
que  le  diamètre  de  toute  section  conique  qui  toucherait  la  proposée  en 
P,  par  un  contact  du  troisième  ordre.  (Ainsi,  en  particulier,  c'est  une 
ligne  parallèle  à  l'axe  de  la  parabole  osculatrice.) 

Cependant,  une  telle  conique  aurait  le  même  rayon  de  courbure 
en  P  que  la  proposée,  et  aussi  le  rayon  de  courbure  de  sa  développée 
serait  le  même  par  rapport  à  ce  même  point  que  celui  de  la  courbe; 

car  les  deux  rayons  p  et  fi'  ou  ~ ,  ne  dépendent  que  des  éléments  du 

second  et  du  troisième  ordre  qui  sont  communs  aux  deux  courbes; 
d'où  il  résulte  que  p  et  p'  étant  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe 
quelconque  et  celui  de  sa  développée,  on  a,  comme  dans  les  sections 
coniques , 

tang  d*  =  4  — • 

»  3    p 

Mamtenant,  si  l'on  fait  attention  que  p  est  donné  par  une  formule 
très  simple  en  fonction  des  coefficients  différentiels  de  l'ordonnée,  et 
que  p'  est  égal  à 


on  voit  combien  il  est  aisé  de  construire  en  chaque  point ,  soit  la  va- 
leur de  la  déviation,  soit  l'équation  de  la  ligne  que  nous  avons  appelée 
axe  de  déviation. 

Ainsi,  en  désignant  par  p,  f/,  /',  les  premier,  second  et  troisième 
coefficients  différentiels ,  on  a,  pour  la  déviation. 
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et ,  pour  l'équarion  de  l'axe  de  déviation , 

y'  —    y  —  ' ^      -^  (x'  —  X], 

•^  -^  p  -h  tan;;  o 

dans  laquelle  x'  et  j'  sont  les  coordonnées  courantes,  et  où  l'on  pourra 
remplacer  tang  r)  par  sa  valeur. 

Remarquons  d'ailleurs  que  toutes  les  fois  que  la  déviation  est  nulle, 
le  rayon  de  courbure  passe  par  un  maximum  ou  un  minimum  ;  ou  au- 
trement le  point  correspondant  constitue  sur  le  périmètre  de  la  courbe 
un  sommet  analogue  aux  sommets  des  sections  coniques,  c'est-à-dire 
un  point  dans  lequel  le  centre  oscuïateur  a  un  contact  du  troisième 
ordre  et  non  pas  seulement  du  second. 

Comme  exemple  particulier,  on  peut  considérer  la  spirale  logarith- 
mique, qui  se  distingue  de  toutes  les  autres  courbes  en  ce  que  sa  dé- 
viation est  constante,  son  axe  de  déviation  étant  représenté  par  le  rayon 
réfléchi  lorsqu'on  regarde  le  rayon  vecteur  comme  un  rayon  lumineux 
incident.  Cette  courbe  joue,  par  rapport  à  la  seconde  affection  de 
courbure  ,  un  rôle  analogue  à  celui  du  cercle  pour  la  première  :  car , 
de  même  que  le  cercle  est  la  courbe  de  courbure  constante  lorsqu'on 
définit  la  courbiu-e  par  deux  éléments  consécutifs,  ainsi  la  spirale  loga- 
rithmique est  la  courbe  de  courbure  toujours  semblable  lorsqu  on 
définit  la  courbure  par  trois  éléments.  J'ajoute  que  la  détermination 
de  la  spirale  logarithmique  osculatrice  en  chaque  point  ne  saurait  pré- 
senter aucune  difficulté,  d'après  ce  qui  précède. 

III. 

En  raison  des  propriétés  singulières  que  nous  venons  ds  reconnaître 
dans  la  spirale  logarithmique,  on  pourrait  être  conduit  à  prendre  pour 
la  troisième  affection  de  courbure,  c'est-à-dire  pour  l'affection  qui  dé- 
pend des  éléments  du  quatrième  ordre  ,  l'altération  de  la  forme  spiro- 
iogarilhniique.  Mais  il  me  parait  également  naturel,  et  surtout  plus 
avantageux,  île  rapporter  cette  nouvelle  affection  de  la  courbure  a  la 
détermination  de  la  conique  osculatrice.  Cela  est  d'autant  plus  aise . 
que  l'axe  de  déviation  étant  le  lieu  des  centres  des  coniques  qui  ont 
avec  la  proposée  un  contact  du  troisième  ordre,  le  centre  de  la  conique 

9,5.. 
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osculatrice,  c'est-à-dire  douée  d'un  contact  du  quatrième  ordre,  sera 
nécessaiiement  à  la  rencontre  des  deux  axes  de  déviation  consécutifs:  et 
puisque  nous  avons  l'équation  générale  de  cet  axe,  le  problème  de 
trouver  la  valeur  R  du  demi-diamètre  de  la  conique  osculatrice  re- 
latif au  point  P,  comme  aussi  de  trouver  le  lieu  des  centres  des  coni- 
ques oscidatrices,  sera  un  problème  de  même  genre  et  désormais  aussi 
facile  que  de  trouver,  par  l'intersection  successive  des  normales,  le 
rayon  de  courbure  et  le  lieu  des  centres  de  courbure. 

D'ailleiu's  la  valeur  de  R  a  une  forme  très  simple  si  l'on  y  introduit, 
avec  p  et  p',  qui  sont  déjà  dans  tang  o" ,  la  valeur  p"  du  Tayon  de  cour- 
bure de  la  seconde  développée.  Comme  cette  quantité,  égale  à  -j-  ou 
^j-^,  implique  le  coefficient  différentiel  du  quatrième  ordre,  ou  voit, 

à  priori,  qu'elle  doit  suffire,  avec  p  et  p',  pour  exprimer  R,  qui  ma- 
nifestement ne  peut  dépendre  lui-même  que  des  quatre  premiers  coeffi- 
cients différentiels. 

Je  m'arrête  un  instant  à  cette  détermination  de  R,  qui  donnera  lieu 
à  quelques  remarques  utiles. 

Représentons  par  c?«  l'angle  des  deux  normales  consécutives,  et  par 
d'il  celui  des  deux  axes  de  déviation  consécutifs;  on  a  la  relation 

c?oj   =   d]t   -+-  dâ, 

dans  laquelle  dâ  est  l'accroissement  de  l'angle  de  déviation  â.  D'ailleurs 
l'arc  de  courbe  c^  recevra  deux  expressions  égales,  soit  comme  troi- 
sième côté  du  triangle  formé  par  les  deux  normales  successives,  ou 
bien  par  les  deux  axes  de  déviation  successifs  ;  d'où  résulte 

cos  d  ' 

relation  qui  fera  connaître  c?i  en  fonction  de  ûfoj.  On  aura  aussi  (W  en 
fonction  de  dt^ ,  par  la  différentiation  de 


tang  â 
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qui  donne 

COS'iî  ^  p' 

Substituant  donc  les  valeurs  de  d'^  et  de  d^ ,  et  de  plus  ayant  égard  à 
la  valeur  de  cos  r)  en  fonction  de  p  et  0',  il  viendra 

4p"  +  9P' —  3pp"' 

On  voit  que,  pour  tous  les  points  d'une  courbe  dans  lesquels  la  re- 
lation 

4p"  +9P'  -  3pp"  =  o 

sera  satisfaite,  la  conique  oscuiatrice  sera  une  parabole;  ou  autre- 
ment, la  parabole  oscuiatrice  aura  un  contact  du  quatrième  ordre, 
et  non  pas  du  troisième  seulement.  D'ailleurs,  en  de  tels  points,  la 
valeur  de  R  changera  de  signe;  mais  il  est  facile  de  voir  que  lorsque  R 
est  de  même  signe  que  p ,  le  centre  de  courbure  et  celui  de  la  conique 
oscuiatrice  sont  d'un  même  côté  de  la  tangente,  c'est-à-dire  que  la 
conique  oscuiatrice  est  une  ellipse  ;  autrement  ce  serait  une  hyperbole. 
On  saura  donc  reconnaître  si  les  cinq  points' consécutifs  d'une  courbe 
sont  sur  une  ellipse  ou  bien  sur  une  hyperbole,  ce  qui  suffira  pour 
discuter  la  troisième  affection  de  courbure  dans  les  surfaces;  d'ailleurs 
on  verra  facilensent  qu'on  est  conduit  par  les  déterminations  de  tang  0" 
et  de  R,  à  des  constructions  très  simples,  1"  pour  la  parabole  oscuia- 
trice, et  2"  pour  la  conique  (ellipse  ou  hyperbole)  oscuiatrice;  ce  qui 
donnera,  par  le  moyen  des  sections  coniques,  et  abstraction  faite  de 
toute  notion  nouvelle  sur  la  courbure  en  général ,  la  loi  géométrique 
du  polygone  infinitésimal  dans  ses  trois  ou  quatre  éléments  consé- 
cutifs. 

IV. 

Pour  étudier  les  lois  des  seconde  et  troisième  affections  de  la  cour- 
bure dans  les  surfaces,  il  n'y  a  qu'à  étendre  aux  éléments  de  troisième 
et  de  quatrième  ordre  le  calcul  qu'on  fait  ordinairement  pour  ceux  du 
second  ordre,  lorsqu'on  étudie  la  courbure  au  moyen  des  cercles  os- 
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culateurs  des  sections  normales  ou  obliques.  J'exposerai  dans  ce  para- 
graphe ce  qui  est  relatif  à  la  déviation  de  courbure  des  sections  nor- 
males. 

Supposons,  comme  à  l'ordinaire,  qu'on  ait  pris  pour  axe  des  z  la 
normale  au  point  pour  lequel  on  étudie  la  surface;  l'équation  différen- 
tielle de  celle-ci  aura  la  forme  suivante  : 


1.2  " 

+  2^,  dxdj        ■+■  3c,  dx^dj 
-\-    b^efjr*     ]        -k-  Zc^dxdj^ 
+    c,dy      I 


1.2.3 


d^dx'' 
l^d^  dx^dj 
6^2  dx'^dj^ 
4<3^3  dxdy^ 

d.dy 


1.2.3.4 


etc. , 


formule  dans  laquelle  bo,  h,,   b^,   Cq,  etc.,  sont  respectivement  les 
valeurs  que  prennent  les  coefficients  différentiels 


rf'z  d^z         d'z        d^z 

dx '  '      dxdy  '       dy'^  '     dx^^ 


etc. , 


lorsqu'on  y  fait  j:  =  o  et  ^  =  o.  Maintenant  toute  section  normale 
dont  la  trace  sur  le  plan  tangent,  prise  pour  axe  des  x' ,  fera  avec 
l'axe  des  x  un  angle  9,  aura  un  développement  de  la  forme 


dz  =  — Boctr'^  -» ^Co  dx'^  -\ V^ 

1.2  1.2.3  1.2.3.4 


Dn  dx' 


dans  lequel 


Bq  =  (  3-^1        =  èocos^ç  H-aZ),  cosysinç -f- /pjsin^ç  , 

Co  =  (7-73)       =CoCOs'9+ 3c,  cos^ç- sinç-l- Scjcosçisin^ç -f-Cjsin'o, 


etc. 


et ,  parce  que  la  déviation  est  donnée  en  général  par 


«  dz 

tane  cr  =  — -, 

»  dx' 


m 
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ce  sera  ici ,  à  cause  de  -y-, 


^ C„    \c„  +  3(,  tang'j/  +  3c,  tang'y  +  C3tang  ^y)(\/i  -Htang'y) 

^'  3BJ  3ffe„ -(- aè,  tang<y-f- è,  tang*?)» 


formule  de  laquelle  on  déduit  immédiatement  cette  première  consé- 
quence que ,  parmi  toutes  les  sections  normales  relatives  à  un  même 
point ,  il  y  en  a  toujours  une  ou  bien  trois  qui  offrent  en  ce  point  une 
déviation  nulle,  ou  autrement ,  qui  offrent  en  ce  point  un  sommet. 

Plus  généralement ,  toute  surface  se  partage  en  deux  sortes  de  ré- 
gions distinguées  par  ce  caractère  que,  en  chacun  de  leurs  points,  il  y  a 
pour  les  unes  trois  sections  normales  à  déviation  nulle  et  une  seule 
pour  les  autres.  Enfin  pom-  chaque  point  des  courbes  séparant  ces  deux 
sortes  de  régions  il  y  a  généralement  deux  sections  normales  à  dévia- 
tion nulle. 

Après  cela,  si  l'on  fait  attention  que  le  rayon  du  cercle  oscillateur 
étant  donné  par 

_  '  +tang'Y 

^         (6„  + 2è,  tango  + 6,  tangç)' 

le  point  proposé  est  elliptique  ou  hyperbolique  (je  veux  dire  a  indica- 
trice elliptique  ou  à  indicatrice  hyperbolique),  selon  que  les  racines 
du  dénominateur  égalé  à  zéro  sont  imaginaires  ou  bien  réelles,  on  re- 
connaîtra que  pour  les  points  elliptiques  toutes  les  déviations  des  sec. 
tions  normales  sont  comprises  entre  des  limites  finies;  tandis  qu'aux 
points  hyperboliques  la  déviation  devient  infinie  dans  les  deux  direc- 
tions pour  lesquelles  la  courbure  change  désigne.  Enfin,  il  y  aurait  à 
examiner  les  circonstances  provenant  de  ce  qu'un  ou  plusieurs  fac- 
teurs du  premier  degré  en  tang  ip  seraient  communs  au  numérateur  et 
au  dénominateui-  de  tang  c?;  et  parmi  ces  circonstances  il  convient  de 
signaler  au  moins  celle  de  certains  points  dans  lesquels  aucune  des  sec- 
tions normales  n'a  sa  déviation  nulle;  points  singuliers  appartenant 
nécessairement,  lorsqu'ils  existent,  aux  courbes  qui  séparent  les  deux 
sortes  de  régions  dont  nous  avons  indiqué  l'existence. 
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Pour  exposer  la  loi  de  la  déviation  de  courbure  dans  les  sections 
obliques,  je  prends  pour  axe  des  x  sur  le  plan  tangent  la  ligne  suivant 
laquelle  on  fait  passer  tous  les  plans  sécants. 

Si  l'on  rapporte  la  section  à  deux  axes  situés  dans  son  plan ,  dont 
l'un  sera  ce  même  axe  des  x^  et  l'autre,  ou  axe  des  Y,  sera  la  trace  du 
plan  sécant  sur  celui  des  zy\  alors  on  aura  pour  équation  différentielle 
de  cette  courbe 


dX  =  { 


et  de  plus,  en  appelant  Ô  l'angle  que  fait  le  plan  sécant  avec  celui 
des  zjc ,  on  a  les  relations 

z  =  Y  cos  9 , 
j  =  Y  sin  ô , 

qui,  étant  substituées  dans  l'équation  de  la  surface,  donneraient  celles 
de  la  courbe  ;  ou  bien ,  au  moyen  desquelles  on  peut  calculer  facile- 
ment les  coefficiets  de  l'équation  différentielle  ci-dessus;  car,  en  ayant 
égard  à  l'équation  de  la  surface,  on  a  les  relations  suivantes 

,    ,        l  dz\  ldz\d\    .      .  d\  - 

(0  \£)  +  y  5;^^"^=;^^^^^• 
(3)     (S)-3^S-^-3,^,(Ss.n.y-.-(gsin.yj_^ 

„    d^z   d'X    .      ,         „  d-z  d'Y  rfY    .     ,  ,  {         da-i  ^^^  ^' 

dxdr  dx'  djr'    dx'  dx 
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Jesquelles,  pour  x  =  o,    J"  =  o   et  z  =:  o,    donnent  respectivement 

/rf'YX     _  _bo_ 
\dx')„         cosO' 

/rf^Y\    _     co  o  *.*osinrj  _  c„-i- 36,  <>„  tango 

\dx^  /  o        00s  6  cos"  6  cosS  ' 

et  d'après  cela ,  la  valeur  de  la  déviation  se  trouvera  donnée  par  la  for- 
mule 

,               CnCos  6 -1-3  i,  ioSinS 
tango  = ^,~ . 

A  la  seule  inspection  de  cette  formule,  on  reconnaît  que,  de  toutes 
les  sections  obliques  qui  passent  par  la  même  tangente,  il  y  en  a  une 
seule  dont  la  déviation  est  nulle  :  elle  répond  à  l'inclinaison  0, ,  déter- 
minée par  l'équation 

Il  y  a  aussi  un  maximum  unique  pour  l'inclinaison  déterminée  par 

tange,  =  --^; 

de  sorte  que  la  section  douée  de  la  plus  grande  déviation  est  perpen- 
diculaire à  celle  de  déviation  nulle.  Au  reste ,  si  on  représente  la  dé- 
viation maximum  par  tang  D ,  il  sera  facile  de  reconnaître  qu'on  a,  pour 
la  déviation  relative  à  une  section  quelconque 

tang  0*  =  itang  D)  cos  e, 

£  étant  l'angle  des  plans  correspondants.  Or  c'est  ici  un  (heoreme  tout- 
à-fait  analogue  à  celui  de  Meusnier,  avec  cette  seule  différence  que,  de 

Tome  VI   —Mai  i8',i.  a6 
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toutes  les  sections  relatives  à  une  même  tangente,  c'est  la  section  nor- 
male qui  a  le  plus  grand  rayon  de  courbure  et  à  laquelle  on  doit  com- 
parer une  secHon  quelconque  pour  établir  le  théorème  en  question; 
au  lieu  que  la  section  de  plus  grande  déviation  est  généralement  in- 
clinée au  plan  tangent  et  ne  se  confond  avec  la  section  normale  que 
dans  les  deux  azimuths  qui  correspondent  aux  sections  principales. 
Alors,  en  effet ,  la  valeur  de  ©2  est  nulle  parce  qu'on  a  A,  =  o. 

Enfin,  ces  diverses  propriétés  des  sections  obliques,  quant  à  leurs 
premières  déviations,  sont  renfermées  dans  cette  loi  simple  que  les  axes 
de  déviation  de  toutes  les  sections  relatives  à  un  même  azinntt  Jorment 
un  plan.  —  Appelons,  en  effet,  x,  y^  z,  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  l'axe  de  déviation  de  la  section  qui  est  déterminée  par 
l'angle  5,  on  aura  évidemment 

tang  â  =        ^      ,        sin  5  =  —  -^       ,        cos  5  =        '       ; 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  de  la  déviation  ,  d  viendra 

3/?;  jc  -+■  '^b,  b^  j  -\-  CqZ  =  o, 

qui  est  l'équation  du  plan  en  question.  —  Or  chaque  plan  ,  mené  par 
l'axe  des  x,  coupe  le  plan  des  zj'  et  celui  qu'on  ^dent  de  déterminer 
suivant  deux  lignes  qui  sont  respectivement  la  normale  et  l'axe  de  dé- 
viation de  la  section  correspondante;  et  de  là  la  loi  que  nous  avons 
reconnue  entre  les  quantités  =,  o*  et  D.  11  ne  serait  pas  difficile,  après 
cela,  de  trouver  le  lieu  des  axes  des  paraboles  osculatrices  de  toutes  les 
sections  obliques  relatives  à  ime  même  tangente,  le  lieu  des  foyers  de  ces 
mêmes  paraboles,  etc. 


VI. 


Pour  étudier  la  courbure  des  surfaces  dans  les  éléments  du  quatrième 
ordre ,  il  suffit  de  remarquer  que  les  sections  normales  relatives  à  un 
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mètne  point  pourront  être  appelées  elliptiques,  hyperboliques,  ou 
enfin  paraboliques,  suivant  que  leurs  cinq  points  successifs,  ou  leurs 
quatre  éléments  consécutils,  seront  sur  une  ellipse,  sur  une  hyperbole 
ou  sur  une  parabole. 

Or  la  valeur  du  demi-diaraetre  de  la  conique  osculatrice  au  lieu 
de  l'osculation  est  donnée,  comme  on  l'a  vu  dans  le  §  111,  par  la  for- 
mule 


4p"  +  9P'  — 3pp"" 


Bailleurs,  en  appelant  p,  q,  r,  s  les  coefficients  différentiels  successifs 
de  l'ordonnée  d'une  courbe  quelconque  en  fonction  de  l'abscisse,  et 
en  supposant,  comme  cela  aura  lieu  dans  les  calculs  suivants,  que  le 
premier  de  ces  coefficients  soit  nul,  on  trouvera  facUement  les  rela- 
tions ci-dessous 

lesquelles  donnent,  pour  le  demi-diamétre  de  la  conique  osculatrice, 
la  valeur 

R  =  3?  \/r'  -h  gq* 

3qs  —  5r" 

Pour  appliquer  cette  formule  aux  secrions  normales  d'uiie  surface  il 
faudra  se  reporter  aux  calculs  du  §  IV,  qui  donnent,  pour  une  te'lle 
section ,  les  valeurs  de  q,  r,  s  en  fonction  des  dérivées  partielles  de  la 
variable  principale  et  de  l'angle  ç  qui  caractérise  chaque  section;  on 
trouvera  ainsi  que  les  directions  dans  lesquelles  la  valeur  de  R  passe 
par  l'infini,  sont  données  par  l'équation 

3BoD„-  5C»  =o, 

qui  est  du  sixième  degré  en  lang  f.  De  sorte  que,  parmi  les  sections 
normales  relatives  à  un  même  point ,  le  nombre  des  sections  parabo- 

26. 
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liques  est  un  des  suivants ,  6,  4>  2  ou  o,  et  sous  ce  rapport,  on  peut 
concevoir  toute  surface  partagée  en  quatre  soi-tes  de  régions  distinctes. 

Les  sections  paraboliques,  déterminées  au  moyen  de  l'équation  ci- 
dessus,  divisent  le  plan  tangent  en  autant  d'aires  distinctes  que  cette 
équation  fournit  de  racines  inégales.  (Je  comprends,  dans  une  même 
aire ,  les  deux  angles  égaux  opposés  par  le  sommet  et  formés  par  deux 
sections  paraboliques  consécutives.)  —  Or,  si  la  section  parabolique, 
qui  sépare  deux  aires  contiguës ,  correspond  à  une  racine  simple  de 
l'équation  en  tang  9 ,  il  est  manifeste  que  le  signe  de  R  change  lors- 
qu'on passe  de  l'une  à  l'autre  de  ces  deux  aires,  ce  qu'on  peut  expri- 
mer comme  il  suit  : 

Les  sections  normales  qui  font  partie  d'une  même  aire  sont  de  même 
genre,  elliptiques  ou  hyperboliques  ;  et  les  sections  qui  appartiennent 
à  deux  aires  contigués  sont  de  genre  différent. 

Mais,  dans  les  points  singuliers  pour  lesquels  l'équation  en  tang  o 
a  des  racines  égales,  la  règle  qu'on  vient  d'énoncer  souffre  évidemment 
exception. 

On  étendra  cette  recherche  aux  sections  obliques  en  se  plaçant  dans 
les  circonstances  indiquées  au  §  V,  et  en  ajoutant  aux  équations  (0, 
(2)  et  (3)  la  suivante,  dans  laquelle  je  n'écris  pas  les  termes  qui  doivent 
s'évanouir  par  la  substitution  des  valeurs  a:  =  o,   j-  =  o,   et  z  =  o  ; 

^     d^z     d'Y    .      ,  {  rf4Y 

-+■ '3  TXT  ,7^  sm  ô  H- . .  .  )=lJLcos5. 

o     d'z     d^Y    ■      g  ■i^f'^y    -agi 

dxdy  dx^  dy'  \(ir'  /  J 

D'ailleurs,  ces  substitutions  donneront,  après  les  réductions, 


/rf^Y\     _  d^-\-Z  {b,Co  +  2i„c.)tang  6  -h3  bo(b„b, -\-  Su].)  tang' 
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On  pourra  donc  former  l'équation  de  condition 

iqs  —  5H  =  o, 

qui  sera  du  second  degré  en  tang  &. 

Quand  les  deux  racines  de  cette  équation  seront  imaginaires,  toutes 
les  sections  relatives  à  la  tangente  correspondante  seront  du  même 
genre,  c'est-à-dire,  toutes  elliptiques,  ou  bien  toutes  liyperboliques. 
Si  ces  deux  racines  sont  réelles  et  inégales,  elles  détermineront  deux 
sections  paraboliques  qui  sépareront  les  sections  elliptiques  des  hy- 
perboliques. Enfin  ,  si  les  racines  sont  égales,  toutes  les  sections  seront 
de  même  genre;  mais  elles  atteindront  la  forme  parabolique  dans  lin- 
clinaison  correspondante  à  la  racine  double.  D'ailleurs,  il  convient 
d'observer  que  ces  trois  circonstances  ont  généralement  lieu  dans  un 
même  point  en  y  considérant  les  sections  obliques,  relatives  à  des 
tangentes  diverses. 


VII. 


Je  vais  maintenant  démontrer  la  propriété  générale  des  sections  co- 
niques, annoncée  ci-dessus,  §  II. 

Soient  e  l'excentricité  d'une  section  conique ,  P  le  rayon  de  coiubtue 
au  sommet  du  grand  axe,  w  l'angle  de  la  normale  avec  cet  axe, 
a  l'angle  de  cette  même  normale  avec  le  rayon  vecteur ,  petp'  les  rayons 
de  courbure  de  la  conique  et  de  sa  première  développée,  on  a  les 
trois  relations 

P  ,        df> 

sm  a  ^  e  sm  w ,      p  =  — =- ,      p  =:  -p-. 

r  (.QS  ^a  '  dw 

De  là  il  est  facile  de  conclure 

P    =  3p  — ^ — » 
relation   qui  déjà  par  elle-même  fournit   une    construction   générale 
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et  très  simple  pour  p' .  Dans  le  cas  de  la  parabole ,  si  l'on  appelle  â 
l'angle  que  fait  avec  la  normale  le  diamètre  conjugué  à  la  tangente  au 
point  pour  lequel  on  calcule  p  et  f/' ,  on  a  â  =:  a.  z=^  w ,  et  par  suite 

p'  =  3|0  tang  (}; 

de  sorte  que  la  propriété  annoncée  au  §  II  se  trouve  démontrée  pour 
la  parabole. 

Pour  l'établir  dans  sa  généralité ,  on  prendra  la  normale  et  la  tan- 
gente a  pour  axe  des  coordonnées.  Les  équations  des  rayons  vecteurs 
et  du  diamètre  conjugué  à  la  tangente  seront  respectivement 

jr  ^  jc  tang  a ,     J'  =  —  ^  tang  a  ,      j=jc  tang  c?. 
En  même  temps  l'équation  du  grand  axe  sera 

j'  =  (x  —  p  cos  ■  a)  tang  «, 
à  cause  de  la  valeur  connue  de  la  normale 
N  =  (5  cos"  a. 

D'ailleurs  le  diamètre  conjugué  coupe  l'axe  au  centre,  c'est-à-dire 
au  milieu  de  cette  partie  de  l'axe  qui  est  interceptée  par  les  deux  rayons 
vecteurs;  et  cette  condition  étant  exprimée  donnera,  la  relation 

K        tang  'a 
tang  â  =  — - —  , 

qui,  substituée  dans  la  valeur  trouvée  ci-dessus  pour  p',  établira  la 
formule  dont  nous  avons  fait  usage. 

A  l'aide  de  cette  propriété  des  sections  coniques  et  de  la  valeur  R  du 
demi-diamètre,  donnée  en  fonction  de  p,  p'  et  p",  ci-dessus,  au  §  II,  il 
sera  facile  de  construire  en  chaque  point  d'une  courbe  quelconque 
une  conique  qui  ait  avec  elle  un  contact  d'ordre  déterminé. 
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En  eftet,  l'axe  de  déviation  est  le  lieu  des  centres  de  toutes  les  co- 
niques qui  ont  avec  la  proposée  un  contact  du  troisième  ordre,  et 
en  particulier,  c'est  une  ligne  parallèle  à  l'axe  de  la  parabole  osctila- 
trice.  Donc  si  l'on  projette  le  centre  de  courbure  O  de  la  courbe  pro- 
posée sur  l'axe  de  déviation  par  une  perpendiculaire  ÔD  ,  puis  que 
de  nouveau  on  projette  le  point  D  sur  la  normale  parla  perpendicu- 
laire DN  ,  le  point  N  sera  le  pied  de  la  normale  sur  l'axe  de  la  para- 
bole osculatrice.  Cette  dernière  se  trouvera  donc  entièrement  déter- 


minee. 


A  ce  propos,  je  remarquerai  que  le  lieu  des  foyers  des  paraboles 
qui  ont  avec  la  proposée  un  contact  du  second  ordre  seulement,  est 
un  cercle  construit  sur  le  demi-rayon  de  courbure  comme  tliametre; 
et  aussi  que  toutes  les  directrices  de  ces  mêmes  paraboles  passent  par 
un  pomt  situé  sur  la  normale,  hors  de  la  concavité  et  à  une  distance 
du  périmètre  égale  aussi  au  demi-rayon  de  courbure. 

Enfin  voici  une  propriété  à  l'aide  de  laquelle  on  construira  la  co- 
nique osculatrice,  c'est-à-dire  l'ellipse  ou  bien  l'hyperbole  qui  touche 
la  proposée  par  un  contact  du  quatrième  ordre. 

L'enveloppe  des  axes  de  toutes  les  coniques  qui  ont  avec  la  propo- 
sée un  contact  du  troisième  ordre  seulement,  est  une  parabole  ayant 
pour  directrice  l'axe  de  déviation  et  pour  lover  la  projection  du  centre 
de  courbure  ()  sur  le  rayon  vecteur  de  la  parabole  osculatrice  (rayon 
vecteur  facile  à  déterminer,  puisqu'il  est  incliné  sur  la  normale  de 
I  angle  â  qui  caractérise  l'axe  de  déviation).  Or  cette  loi  s'applique  en 
particulier  à  la  conique  osculatrice  dont  le  centre  C  est  fixé  sur  l'axe 
de  déviation  par  la  valeur  de  R.  De  ce  point  C  on  mènera  donc  à  la  pa- 
rabole ci-dessus  définie,  deux  tangentes  qui  seront  perpendiculaires 
entre  elles  et  seront  les  deux  axes  de  la  conique  osculatrice  Pour 
distînguer l'axe  principal,  on  remarquera  qu'il  doit  rencontrer  la  nor- 
male entre  le  périmètre  et  le  point  O,  centre  de  courbure.  Or  on  re- 
connaîtra sans  peine  que  des  deux  tangentes  menées  par  le  point  C  il 
y  en  aura  toujours  une  et  une  seule  qui  saHsfera  à  cette  condition, 
quelle  que  soit  d'ailleurs  la  situation  de  ce  point  C  sur  l'axe  de  dé- 


viation. 
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On  fixera  d'après  ce  qui  précède  le  point  (N),  pied  de  la  normale  sur 
l'axe  principal  de  la  conique  osculatrice.  La  perpendiculaire  élevée  à 
la  normale  par  ce  point  rencontrera  en  D  et  D'  le  cercle  décrit  sur  le 
rayon  de  courbure  comme  diamètre.  Ces  points  appartiennent  aux 
deux  rayons  vecteurs  de  la  conique  osculatrice,  lesquels,  par  leur  ren- 
contre avec  l'axe  principal ,  détermineront  les  foyers  F  et  F'. 
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THÈSE 

SLR 

LA  DISTINCTION  DES  MAXIMA  ET  DES  MINIMA 

DANS 

LES  QUESTIONS  OUI  DÉPENDENT  DE  LA  MÉTHODE  DES  VARIATIONS; 

Par  Ch.  DELALXAY. 


Lorsqu'une  (Quantité  est  fonction  d'iuie  ou  de  plusieurs  variables 
indépendantes,  on  sait  que,  pour  déterminer  les  valeurs  de  ces  va- 
riables qui  rendent  la  fonction  un  maximum  ou  un  minimum,  il  faut 
attribuer  à  chacune  d'elles  un  accroissement  infiniment  petit,  déve- 
lopper la  fonction  suivant  les  puissances  de  ces  accroissements  ,  et  éga- 
ler à  zéro  l'ensemble  des  termes  du  premier  ordre  :  l'équation  qui  en 
résidte  se  décompose  en  autant  d'équations  qu  il  y  a  de  variables  in- 
dépendantes, et  ces  équations  font  connaiti'e  les  valeurs  cherchées  de 
ces  variables.  Pour  distinguer  ensuite  si  ces  valeurs  donnent  un  maxi- 
mum ou  un  minimum,  on  les  substitue  dans  les  termes  du  second 
ordre  :  si  l'ensemble  de  ces  termes  reste  constamment  positif,  quels 
que  soient  les  accroissements  infiniment  pefits  attribuésaux  variables,  il 
y  a  mininuun  ;  s'il  reste  constamment  négatif,  il  v  a  maximum;  si  en- 
fin l'ensemble  des  termes  du  second  ordre  jjcut  clianger  de  signe .  il 
n'y  a  ni  maxinuun  ni  minimum. 

Dans  les  problèmes,  d'un  ordre  plus  élevé,  où  l'on  sepropo.se  de 
déterminer  une  courbe  par  la  condition  de  rendre  maximum  on  mi- 
nimum une  intégrale  définie  qui  dépend  de  cette  coiube,  on  dt)ii 
suivre  la  méuu"  marche.  11  faut  que  la  courbe  cherchée  soit  telle,  quen 
la  changeant  infiniment  peu  ,  c'est-à-dire  en  donnant  à  chacune  de  ses 

Tome  VI.  — JiiN  i8(i.  2T 
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ordonnées  un  accroissement  infiniment  petit,  l'ensemble  des  termes  du 
premier  ordre,  dans  l'accroissement  qui  en  résultera  pour  l'intégrale 
définie,  soit  ée;al  à  zéro.  La  méthode  des  variations,  inventée  par  La- 
grange,  donne  le  moyen  de  calculer  ces  termes  du  premier  ordre ,  et 
de  les  mettre  sous  une  forme  telle,  qu'on  puisse  en  déduire  de  suite 
l'équation  différentielle  de  la  courbe  cherchée,  et  les  conditions  aux  li- 
mites qui  doivent  servir  à  la  détermination  des  constantes  introduites 
par  l'intégration  de  cette  équation  différentielle. 

Quant  à  la  distinction  des  cas  où  il  y  a  maximum  ,  ou  minimum,  ou 
ni  l'un  ni  l'autre,  c'est  encore  dans  la  considération  des  termes  du  se- 
cond ordre  qu'il  faut  la  chercher.  Legendre  est  le  premier  qui  s'en  soit 
occuué  {Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences ,  année  1786):  sa  mé- 
thode consiste  à  transformer  la  variation  seconde  de  l'intégrale  définie 
proposée  de  manière  à  introduire  un  carré  parfait  sous  le  signe  f .  Mais 
cette  transformation  suppose  l'intégration  d'équations  différentielles 
assez  compliquées,  et  Legendre  n'a  pas  donné  le  moyen  d'effectuer 
cette  intégration. 

Plus  tard  Lagrange  a  donné  une  méthode  plus  générale  (  Théorie 
des  Jonctions  analytiques  )  :  elle  consiste  à  introduire  sous  le  signe  f. 
non  plus  un  carré  parfait ,  mais  une  quantité  essentiellement  positive  : 
et  pour  cela  il  suffit  de  satisfaire  à  certaines  inégalités  qui  comprennent 
comme  cas  particulier  les  équations  différentielles  de  Legendre.  Mais 
la  difficulté  de  satisfaire  à  ces  inégalités  rend  la  méthode  aussi  peu  pra- 
ticable que  celle  de  Legendre.  Lagrange  a  fait  en  outre  la  remarque 
qu'il  ne  suffit  pas  c[ue  l'élément  de  l'intégrale  conserve  toujours  le 
même  signe,  mais  qu'il  faut  aussi  que  cet  élément  ne  devienne  pas  in- 
fini entre  les  limites  données ,  sans  quoi  la  variation  seconde  pourrait 
changer  de  signe. 

Te!  était  l'état  de  la  question,  lorsque  M.  Jacobi[*]  est  parvenu  à  ef- 
fectuer la  niéme  transformation  que  Legendre,  en  n'employant  que 
des  intégrations  par  parties  successives ,  et  cela  toutes  les  fois  que 
l'équation  différentielle  de  la  courbe  a  été  intégrée.  En  comparant  sa 
méthode  à  celle  de  Legendre,  il  en  a  déduit  les  intégrales  des  équa- 


[*]  Voir  le  Mémoire  de  M.  Jacobi,  tome  III  de  ce  Journal,  page  44 • 
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tions  différentielles  dont  j'ai  parlé.  C'est  cette  méthode  de  M.  Jacobi 
que  je  vais  développer,  en  commençant  par  démontrer  un  théorème 
stu-  lequel  elle  est  fondée  ;  je  l'appliquerai  ensuite  à  quelques  exemples. 

Théorème  préliminaire]*]. 
Soit 


(■)  *^+'^'+"";.^-*-%f^+  ••+%^-' 


=  o 


une  équation  différentielle  linéaire  de  l'ordre  ^.n,  dans  laquelle  j/'  est 
'"'**  PO"''  ^'  «"t  les  coefficients  A,  A,  ,  A.,...,  sont  des  fonctions  don- 
nées de  x;  si  u  est  une  valeur  quelconque  de  j  satisfaisant  à  cette 
équation,  l'expression 

r       ^^        d.r       ^        d.c'       ^        dx^-^--^  Sr^^[  =  ^ 

sera  une  dérivée  exacte ,  quel  que  soit  j>-,  et  son  intégrale  aura  la  uieaie 
forme  que  le  premier  membre  de  l'équation  Ti).  c'est-à-dire  que  l'on 


aura 


J  -^     ^       dx       ^      dx'      ^       dx'       -H     ■■  H  dr-^^     • 

Pour  démontrer  ce  théorème ,  nudtiplions  par  iij  le  premier  membre 
de  l'équation  identique 

A,.     ,    '^•A."'       f/'.A.a"        d^.XiU  d".X„u". 


:  *J  .M.  Lel)esgiie  vient  de  publier  une  autre  denioiistiation  Au  même  tlieorèaie  ;  mais 
celle  démonstration  ne  iD'clait  pas  connue  lorsque  j'ai  ndigé  ma  ihèse.         C.   D. 

■l-j..         > 
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retranchons-le  de  U ,  ce  qui  ne  changera  pas  sa  valeur ,  et  nous  aurons 

\j  =  U  —  y        -h  M ~r^ 1-  M  -1^ r  .■■  -^-  u -j— 

rla:  dx'  dx^  dx" 

d.A^u'  d'.K^u"  d^.kiu'"  d".A„u'" 

■^      dx  -^       dx''  -^       dx^  '"  -^        dx" 

S'il  ne  s'agissait  que  de  démontrer  que  U  est  une  dérivée  exacte,  on 
y  arriverait  très-simplement  par  des  intégrations  par  parties  successives  ; 
mais  pour  faire  voir  que  JXidx  peut  se  mettre  sous  la  même  forme 
que  le  premier  membre  de  l'équation  (i),  il  faut  suivre  une  autre 
marche.  Pour  cela  je  vais  prouver  .que  si  l'on  pose 

X  pourra  se  mettre  sous  la  forme 


d.by         d\b,r 

d^b^y" 

dx      ^        dx' 

'   -^      dx^ 

ce  qui  tlonnera 

f 


Xdjc  =  hj'+'-^ 


Lb,y"  d\h,r"'  rf°'-'.è„   ,  rC'» 


dx  dx'  •■•T^  dx"'~' 

et  par  suite 


TUf/x  =  2)   Ç^dx  =  Bj  '  ■ 


rf.B,  r"         d'.-B,Y"  '/"~'B„    ,)-C'0 

—  — 1 +  . . .  M ^^ — 

dx  dx'  dx"    ' 


Observons  d'abord  que  si  P  et  Q  sont  deux  fonctions  de  a  ,  qu'on 
désigne  par  P',  P",...  les  dérivées  successives  de  P,  et  par  (/72,  p)  le 
«ombre  des  combinaisons  de  m  lettres  p  k  p,  on  aura 

,  „        P-^^=-^-l'"'')-^"-v  +i"''-)-^^-■•• 
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Si  l'on  applique  cette  forimile  aux  deux  parties  de  X  et  qu'on  développe 
ensuite  les  puissances  de  u  y  qui  seront  indiquées,  on  trouvera 

d-.k^ftiy)"  _  d!".iiA,[uj-("0-t-(m,  i)tt>(°'-')-f-(m,a)uV(— ')-<^...  +  (m,ni  — r)u("— ■)j''-m(''->J'; 

dxm  ctxm 

,<f"— ■u'A,n[ur  <"■>-+-(/»,  i)u>("—)-t-(m,  a)n"r('^') -H— -h(m, m— i)u("—')r'-f-u('')j'] 

d"   'u"A,n['iJ'W-H(m,l)u'r(— ')-t-(in,2;a"r('»-')-H...-t-f/B,m— i)u('°-')j-'-<-ii(')j-l 
-  ("' ,  2)  ^„_. 

-(-')"•"  {"',"'-0 ^ 

-(— i)"'u("')A„[urW.-l-;m,  i)B>('"-')-i-(m,  2) u"r ('"-')+... -H ;m,  m  — i)u("'-'JJ''-l-uC'»>^]  ; 


-{-r)™A«ii("0[«.rW-l-(m,  i)u>(— ')-t- fm,  2)  «'>(»-')-+-...  ^- (m,  m- i)B(">-').r'-t-u<"-)r]. 

Le  dernier  terme  étant  le  même  dans  ces  deux  développements ,  on 
voit  déjà  que  X  est  une  dérivée  exacte.  Pour  démontrer  que  X  peut  se 
mettre  sous  la  forme  énoncée ,  je  vais  faire  voir  que ,  si  l'on  transforme 
les  deux  développements  précédents ,  de  manière   que  dans  chaque 

d'' 

terme  il  n'entre  sous  le  signe  —j  que  les  deux  dérivées  de  j  des  ordres 

A:  et  ^ -H  I  ,  ce  qui  est  toujours  possible,  le  coefficient  de^  *'^'  dis- 
paraîtra de  lui-même. 

D'abord  on  reconnaît  facilement  que,  dans  chacun  de  ces  deux  dé- 
veloppements, tous  les  termes,  à  l'exception  de  ceux  où  l'ordre  de  la 
dérivée  dej'  est  égal  à  l'indice  du  signe  d,  peuvent  se  grouper  deux  à 
deux,  de  manière  que  chaque  groupe  soit  compris  dans  la  forme  gé- 
nérale 


M 


L        (tx'  dx""^'     J' 


M  étant  un  coefficient  constant,  et  le  second  terme  ayant  le  signe  -\- 
si  t  est  pair,  et  le  signe  —  si  ^  est  impair. 

Supposons,   par  exemple,  t  =  2a;  nous  aurons,  en  vertu  de  la 
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forinuie  la), 

-'  dx'  dx'  ^       '       cLc'  ^  -       '        dx'  ' 

d'où 


mais  on  a 


■^  dx  -^ 

(Cx 


Substituant  dans  l'équation  précédente,  il  viendra 

d'C yi^'-'-")  _  rfH-^Cy:H-^'  rfH—.c'jCH-i;  rf'-l-'-'C"j<:^+'- 

dx'^         —        dx'+<        ~  ^■^'  '  '        rf:r'-+'-  •"  ^•^'  ^'  dx'+'-> 


on  aura  encore 


Substituant  encore  dans  l'équation  précédente,  et  continuant  toujoiu-s 
de  la  même  manière,  on  finira  par  mettre — -, sous    une   forme 

•  dx'' 

telle,  que  dans  chaque  terme  l'ordre  de  la  dérivée  de  j  soit  égal  à 
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l'indice  du  s.gne  cl,  ou  égal  à  cet  indice  augmenté  d'une  unité.  De  plus 
.  est  facile  de  voir  qu'un  terme  quelconque ,  dans  lequel  l'ordre  de  1. 
denvee  de  j- dépasse  d'une  luuté  r„,dice  du  signe  d,  est  de  la  forme 


dx  '+'-î>^i  ' 


N  étant  égal  à 


Transformons  également  la  quantité  "^l  Nous  aurons  d'abord 

H-  fj,3)C'  r^"-*-'-''-!- 


(0)'"'S:C'-%(.,4)'^:^:çr'--^... 


maison  a 


rf.C"r('+i-») 


Substituant  dans  l'équation  précédente,  on  trou 


rfx'+'-' 


■2ib 

JUUKJN/ 

on  a  encore 

rf  Cyr+^a) 

dx 

rf.C"j^'-^'-5) 
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Si  l'on  substitue  de  nouveau  dans  l'équation  précédente ,  et  qu'on 
c  ontinue    toujours    de    la   même    manière  ,    on     finira    par    mettre 

-£- —  sous  la  même  forme  que  — ^— —  ,  et ,  comme  u  est  tacile  de 

le  voir,  un  quelconque  des  termes  dans  lesquels  l'ordre  de  la  dérivée 
dejy  dépassera  d'une  unité  l'indice  dn  signe  d,  sera  de  la  forme 

W ri. 

N  étant  le  même  que  précédemment;  donc  la  somme 

ne  contiendra  que  des  termes  où  l'ordre  de  la  dérivée  de  j  sera  égal  a 
l'indice  du  signe  d,  puisque  les  autres  se  détruisent  deux  à  deux. 

Dans  le  cas  où  t  serait  impair  et  égal  à  is->ri,  nous  verrions  de  la 
même  manière  que  la  différence 

dx'  dx'+"+' 

ne  contiendrait  que  des  termes  dans  lesquels  l'ordre  de  la  dérivée 
de  j  serait  égal  à  l'indice  du  signe  d;  donc  chacune  des  deux 
quantités 

d'".A-^iuYY  rf^-A^M^") 

dx"        '  -^         dx" 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  ai^ 

dont  se  compose  X ,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

'Ix  dx'      ^         ^         dx"- 

et  comme  X  est  une  dérivée  exacte,  quel  que  soit  j,  h^  sera  le  même 
dans  ces  deux  quantités  :  donc  enfin  X  prendra  la  forme 

-^^'di-^-dxr--^--^    ^I—        C.Q.F.D. 

On  pourrait  facilement  déduire  de  ce  qui  précède  l'expression  gé- 
nérale des  fonctions  B;  mais  cette  expression  serait  tres-compliquée , 
et  d  vaudra  mieux  les  calculer  dans  chaque  cas  particulier,  en  transfor- 
mant directement  chacun  des  groupes  X  qui  entrero.it  dans  la  valeur 
de  U ,  après  l'avoir  mis  sous  la  forme  qui  résulte  de  la  formule  (2)  :  cette 
forme  est 

^_j,m-i  •   •   • 

On  trouvera  ainsi,  pour  ^?  =  i  , 

pour  ff  =  1 , 

fVd.r  =  [a  [uu' A,]' -\-  uuu"  \.,  -  4""  A, -h  «=  A.  1  y' -h '-''-'^'■''  ■ 
pour  rt  =  3 , 

/Urf^  =[3{im"AX+'5{uu'"A,y  -  9{u'u"A,)' -6ic',z  A,-^ç,u'--A, 
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§  II. 
Distinction  des  maxinia  et  des  mininia  des  intégrales  définies. 

Soit  I     '  Kdx  une  intégrale  définie,  clans  laquelle R  est  une  fonction 

donnée  de  .r,  j  et  des  dérivées  j',  j",  j'" ■>-■  i  J^"^-  Si  l'on  établit 
entre  y  et  x  diverses  relations,  représentant  autant  de  courbes  dont 
ces  variables  seront  les  coordonnées ,  l'intégrale  proposée  prendra  di- 
verses valeurs,  et,  pour  déterminer  celle  de  toutes  ces  courbes  qui 
rendia  l'intégrale  un  maximum  ou  un  minimum,  il  faudra  égalei-  à 
zéro  la  variation  première  de  cette  intégrale. 

Pour  distinguer  ensuite  si  la  relation  trouvée  entre  jetx  correspond 
à   un  maximum,  ou  bien    à   un  minimum,  on  devra   considérer   la 
variation  seconde  de  l'intégrale,   et  chercher  si  elle   reste  constam- 
ment positive  ou  constamment  négative,   entre  les  limites  de    l'inté- 
grale,   quelles  que  soient  les  valeurs  des  variations  arbitraires  qui  y 
entrent.  .>!ais  la  question  se  décompose  évidenmient  en  deux  parties  : 
dans  la  première,  on  peut  se  proposer  de  reconnaître  si  la  courbe 
trouvée  est  de  nature  à  rendre  l'intégrale  un  maximum,  ou  bien  un 
minimum,  indépendamment  de  toute  valeur  attribuée  aux  constantes 
qui  entrent  dans  son  équation  ;  dans  la  seconde ,   on  recherchera  si 
les  valeurs  particulières  attribuées  à  ces  constantes  rendent  l'intégrale 
plus  grande  ou  plus  petite  que  toutes  les  autres  valeurs,   très-peu  dif- 
férentes de  celles-là ,  qu'on  poiu-rait  donner  à  ces  constantes.  Cette 
seconde  partie  de  la  question  rentrant  entièrement  dans  la  distinction 
des  maxima  et  des  minima  des  fonctions  de  plusieurs  variables  indé- 
pendantes,   je   ne  m'occuperai  que  de  la  première  partie,   et  je   me 
contenterai,  en  conséquence,  de  chercher  si  l'intégrale  proposée  est 
un  maximum,  ou  un  minimum,  en  ne  changeant  que  la  forme  de  la 
courbe,  sans  faire  varier  les  valeurs  de  .r,  j,  y',  y,...,j-^"~'^  rela- 
tives aux  deux  limites. 

Puisque   nous  supposons  x,  j,  j',   y",...,  ^C"-')  constants  aux 
deux    limites  .    la    variation    première  de    l'intégrale    se    réduira    a 
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/      V  oy  dx,  V  étant  égal  à 


Q 


J'J^  .,.W  ,,3W  ,„/^\ 

K'ty  )       ,  \Ar"J  \dy)  \dyW) 


dx  dx'  dx^  '  '  '  dx" 

et 


d.r)'     \dy)'     \dy")'  ■       '  [dxi")}' 


représentant  les  coefficients  différentiels  partiels  de  K  pris  relativement 
^  J'  j'^  y»  •  •  •  »  j'-"^-  Ainsi  V  =  o  sera  l'équation  différentielle  de  la 
courbe  qui  rend  l'intégrale  proposée  un  maximum  ou  \m  minimum. 
La  variation  seconde   de  cette   intégrale  prendra    alors   la    forme 

âY  âjtljc.  Je  dis  maintenaiit  que  r}\  peut  toujours  se  mettre  sous 

la  forme  du  premier  membre  de  l'équation  (1)  :  en  effet  on  a 


f. 


dx 


dx^ 


.''i(#^Mâ-)°>'-(.75^^^---(i^)'^-'"a 


dx" 


or  il  est  facile  de  voir  que  tous  les  termes  de  cette  expression,  excepté 
ceux  où  l'ordre  de  la  dérivée  de  (?^  est  égal  à  l'indice  du  signe  d. 
peuvent  se  grouper  deux  à  deux  ,  de  manière  que  chaque  groupe  soit 
compris  dans  la  forme  générale 


~  l'     dx'  ~"         dx'+'      J' 


28. 
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!e  signe  du  second  terme,  dans  la  parenthèse,  étant  +  si  i  est  pair 
et  —  si  ^  est  impair.  Mais  ,  comme  nous  l'avons  vu  (pages  ai4  et  suiv.), 
cette  quantité  peut  être  transformée  de  manière  que  dans  chaque  terme 
l'ordre  de  la  dérivée  de  â^y  soit  égal  à  l'indice  du  signe  d  :  donc  c?V 
pourra  se  mettre  sous  la  forme 


De  plus,  il  est  facile  de  voir  que  l'on  a 


A„  =  ± 


rfr;«;= 


le  signe  -+-  ayant  lieu  si  7i  est  pair,  et  le  signe  —  si  ?2  est  impair. 

Si  l'on  suppose  qu'on  ait  intégré  l'équation  différentielle  V  =  o,  et 
qu'on  en  ait  tiré  la  valeur  de  j  en  fonction  de  jc  et  de  i7i  constantes 
arbitraires  rt,  è,  c,  .  .,  on  trouvera  facilement  l'intégrale  de  l' équa- 
tion âY  —  o;  en  effet,  si  dans  la  valeur  de  j-  on  augmente  chacune 
des  constantes   a,  b  ,  c ,.  .  .    de  oV ,  o'Z' ,  oV  , .  .  . ,  j  augmentera  de 

et  V  deviendra  V  +  c?V  ;  mais  la  nouvelle  valeur  de  j  ne  différant  de 
la  première  que  par  les  constantes  arbitraires,  devra  annuler  V  -t-  o'V, 
et  cela,  quelles  que  soient  les  quantités  (?«,  ùh,  âc , .  . .  ;  donc  l'équa- 
tion c?V  =  o  sera  satisfaite  par 


rlr 
lût 

èa-\- 

dy 
db 

âh 

■+■ 

dr 
Se" 

oV 

.  dy  ,   dr 


et  cette  valeur  de  o*j'  contenant  3//  constantes  arbitraires  a,  jS,  y,...,  en 
est  l'intégrale  complète. 

Je  vais  tâcher  maintenant  de  mettre  la  variation  seconde  sous  une 
forme  convenable  pour  en  déduire  les  caractères  distinctifs  des  maxima 
et  des  minima  de  l'intégrale  proposée, et,  la  marche  à  suivre  pour  cela 
étant  très-uniforme,  je  me  contenterai  d'effectuer  la  transformation  dans 
les  cas  les  plus  simples. 
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Je  suppose  d'abord  que  R  ne  contienne  que  jc ,  j,  etj'  ;  d'après  ce 
qui  précède,  <?V  pourra  s'écrire 


Soit 


•^  dx 


"=«l+^l 


c?V  sera  annulé  par  âj  —  u;  donc  si  l'on  pose 

uùY  deviendra  une  dérivée  exacte,  d'après  le  théorème  démontré  pré- 
cédemment, et  si  l'on  intègre  par  parties,  on  aura 

en  remarquant  que  ^j  est  nul  aux  deux  limites.  D'ailleurs  on  a 

et  la  relation  ^y  =  uè'j  donne 

•v,     , fy'         u'oy 

on  a  donc 

(3)        /;*v,;^</.  =  /;(p)('.'^.  _,,.)•  ^,.. 

L'intégrale J  ^^  Kr/jc  sera  donc  un  maximum  ou  un  mininnim  ,  suivant 

que,  pour  la  valeur  de  j  tirée  de  l'équation   V  =  o,    la  quantité 
/d'K\  ,  ^ 

V^j   ^^^^   toujoiu-s  négative    ou  toujours  positive  entre   les    limites 

d«  l'intégrale;  il    faudra  de  plus  qu'on   puisse  déterminer  a  et  p  de 
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manière  que  (tti)  (^-^  —  ^f')  ne  devienne  pas  infini  entre  ces  li- 
mites. Si   (-7-71)  ne  conservait  pas  constamment  le   même  signe,  la 

variation  seconde  pourrait  être  tantôt  positive ,  tantôt  négative ,  sui- 
vant 1^  valeurs  qu'on  donnerait  à  r}j,  et  il  n'y  aurait  ni  maximum 
ni  minimum. 

Je  suppose  maintenant  que  la   plus   haute  dérivée  de  j  qui  entre 
dans  K  soit  y"  ;  c?V  se  mettra  sous  la  forme 


Soient 


•^  (tx  dx^ 


dy  „    dv  dr  \   dy 


c?V    sera   annulé  si   l'on   fait   ùy  =  m,   ou  bien   dj  =  w,  ;    posons 
à  y  =.  uè'  y ,  et  nous  aurons,  en  intégrant  par  parties, 


or   (?V  étant  annulé   par  o*j  =  m,  ,    Bâ'y'-\ — '  J  "^    doit  être  annulé 
isant   oy  =  —,  ou  bien  ox  =  — — i ;  si  donc  nous  po- 

.,     ,  uu\  —  a, a'  ...  -    .  <  1 

sons  à  y    = v  y,  nous  aurons,  en  intégrant  de  nouveau  par 

parties , 

rj'  âYo^dj:  =    C''  C{â"  y'fdx; 
mais  on  a  A--  =  I 1 )  o^  et  B,  =  «-Aj  =  «■'  I  ^-77;  I  ;  d  un  autre 
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côté,  les  relations  c?jr=Mc?'jr,   ^y= — '    ,    '^  ^',7»  donnent 

c5"r'=  — r- ;(o'r \ —,$r'-\ \ ~-ràr     : 

^  uu^  —  M,tt   \   ^  uu^  —  a, a     -^  «a,  — a, a       '^    / 

on  aura  donc 

I      c?\oVr/r=  /        -r^r-l    -V ^<?r ~,àr  -\-vr  ]  dm- 

J   .r„  J  .Vo    \dy    '  j    \uu\   M, M        -^  UU, «,«        *^  '        / 

Ainsi,  dans  ce  cas,  pour  que  /    '  Kdx  soit  un  maximum  ou  un  mini- 

mum.   il  raut  que  \-r-;rA  reste  constamment  negatit  ou  constamment 

positif  entre  les  limites  x„  et  x,  ;  il  faut  de  plus  qu'on  puisse  détermi- 
ner les  constantes  a,  j3,  y»  '"^i  ''J-,-,  fi,,  7/?  «?, >  de  manière  que  l'élément 
de  l'intégrale  dans  la  variation  seconde  ne  devienne  pas  infini  entre 
les  mêmes  limites. 

Il  est  facile  de  déduire  de  ce  qui  précède,  qu'en  général,  si  j'^"' 
est  la  dérivée  de  j  de  l'ordre  le  plus  élevé  qui  entre  dans  K,   l'in- 

tegrale   j        Kdx   sera  un    maxnmun   ou  ini   mniununi ,   si  I    .  r„),    I 

reste  constamment  négatif  ou  constamment  positif  entre  les  limites  j^-q  et 
X,,  pourvu  qu'on  puisse  déterminer  les  valeurs  des  constantes  arbi- 
traires qui  entrent  dans  l'élément  de  la  variation  seconde,  de  manière 
que  cet  élément  ne  devienne  pas  infini  entre  les  mêmes  limites. 

Nous  n'avons  considéré  jusqu'à  présent  que  les  maxima  et  les  nii- 
nima  absolus  des  intégrales  définies;  voyons  maintenant  comment  la 
même  méthode  peut  s'appliquer  à  la  distinction  des  maxima  et  des 
minima  relatifs. 

Soit  donc  /  Kdx  une  intégrale  qu'il  s'agit  de  rendre  maxiiiuuii 
ou  minimum,  en  même  temps  que  l'intégrale  /  '  Lr/x conserve  une 
valeur  constante.  Si    /    '  Vc^^v/x  est  la  variation  première  de  I        Kd.t, 
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la  condition  de  maximum  on  de  minimum  sera 

/    '  ^'^jdjc  =  o. 

Ici  les  c?j>    qui  entrent  dans  les  différents  termes  de   cette  somme  ne 
sont  pas  indépendants  les  uns  des  autres,  mais  ils  sont  assujétis  à 

conserver  à   /    '  hdx  une    valeur    constante  ,   c'est-à-dire    à   annuler 

la  variation  première  de  cette  intégrale;  en  sorte  que,  si  /    '  V^j'djc 

est  cette  variation  première,  ils  devront  satisfaire  à  l'équation  de  con- 
dition 


/J;uc?j 


djc 


Pour  tenir  compte  de  cette  équation ,  on  la  multipliera  par  un  fac- 
teur indéterminé  ?ti,  et  on  l'ajoutera  à  l'équation  précédente,  ce  qui 
donnera 


T''  {Y-\-m\J)^jdjc-- 


déterminant  ensuite  m  de  manière  à  faire  disparaître  le  coefficient  d'un 
des  âj,  on  substituera  sa  valeur  dans  les  coefficients  des  autres  &j, 
et  Ion  égalera   ces  coefficients  à  zéro.  On  aura  ainsi  l'équation 

V  ■+-  mU  =  o , 

par  laquelle  la  relation  cherchée  entre  j  et  x  sera  déterminée.  Il  fau- 
dra se  rappeler  que  m  est  une  constante  donnée  par  la  relation 

V^  +  '«U^  =  o, 

V,^  et  U,„  étant  ce  que  deviennent  V  et  U  lorsqu'on  y  remplace  x  par  la 
valeur  particulière  x^,  et  j,  j',  y",.-,  par  les  valeurs  correspon- 
de ntesjr„,  jL,  jr!!, 
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Passons  maintenant   à   la  distinction    des  niaxima   et   des  minima. 
La  variation  seconde  de  l'intégrale  /    '  Y^dx  sera 

f''  âyâjdoc  4-    T''  V^ydsc  ; 

mais  pour  que  l'intégrale  /  '  Lda:  reste  constante,  les  r}j  et  r}y  doi- 
vent annuler  les  variations  première  et  seconde  de  cette  intégrale,  c'est- 
à-dire  qu'ils  doivent  satisfaire  aux  équations 

T''  U&jdx  =  o,      P"'  â\Jo\rda:  ■+-    T'  \]â^jrl.x  =  o. 

Si  l'on  ajoute  cette  dernière  équation  multipliée  par  m  a  la  variation 
seconde  de  l'intégrale  proposée,  elle  deviendra 

f^'  (<?V  +  inâU)âjdx+    r  ''  [\  +  in[])â^jdx; 

mais  m  ayant  la  inéme  valeur  que  précédemment,  on  a  identiquement 
V,^  -t-  mU,j  ^  o,  et  pour  toutes  les  autres  valeurs  de  j:,  jy,  /',  j',..-, 
V  -f-  toU  est  nul  en  vertu  de  la  relation  trouvée  entre  y  et  x;  donc, 
en  tenant  compte  de  cette  relation,  la  variation  seconde  se  réduira  à 

Ç^'  m  +  ,nâ\J)>}jdx. 

Si  l'on  remarque  maintenant  (jue,  m  étant  constant .  on  n 

oM  +  inâU  =  o'(V  +  mll\ 

on  pourra  transformer  l'expression  de  cette  variation  seconde  d'après 
la  méthode  exposée  précédemment,  en  supposant  connue  l'intégrale 
de  l'équation  différentielle  V  +  mU  =  o,  et  faisant  varier  les  constantes 
arbitraires  qui  entrent  dans  cette  intégrale.  Apres  la  transformation. 

Tome  VI.  —  Jus   iS^i  29 


2a6  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

rélément  de  la    variation    seconde  contiendra  en   facteur ... 

( — — ^J  -+■  ni  (;7-7„t;  ) ,  J^"^  étant  la  dérivée  de  j"  de  l'ordre  le  plus  élevé 

qui  entre  dans  K  +  niL  ;   si  ^j  était  arbitraire ,  il  faudrait  que  ce  fac- 
teur fût  constamment  négatif  ou  constamment  positif  entre  les  limites 

^.'o  et  X, ,  pour  que  l'intégrale  /     '  ¥>.dx  fût  un  maximum  ou  un  mi- 

nimum  ;  mais  (?j  étant  assujéti  à  satisfaire  à  l'équation 


/.: 


\]<}ydx  =  o. 


on  conçoit  que  la  variation  seconde  peut  conserver  toujours  le  même 
signe  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  èj,  sans  que  ses  éléments 

soient  tous  de  même  signe.  Ainsi,  de  ce  que  (  ^^  \  -k-  /«f  .  ^„.  1  chan- 
gerait de  signe  entre  les  limites  x^  et  jt,,  on  ne  devrait  pas  conclure 
que  l'intégrale   proposée   ne  serait  ni  un  maximum  ni   un  minimum; 

mais  si ,  remplaçant  m  par  sa  valeur  —  jt-  ,  on  peut  trouver  pour  x,„ 

une  valeur  telle  que  (;t-(^)  —  rr  (  j~^t)  reste  constamment  négatif 
ou  constamment  positif  entre  les  limites  x„  et  x,,  on  sera  certain  que 
l'intégrale  /  '  iWx  sera  lui  maximum  ou  un  minimum,  poiuvu  tou- 
jours que  l'élément  de  la  variation  seconde  ne  devienne  pas  infini  entre 
les  mêmes  limites. 

§  III. 

Application  de  la  théorie  précédente  à  quelques  exemples. 

1°.   Plus  courte  ligne  entre  deux  points. 

La  longueur  d'une  courbe,  prise  entre  deux  de  ses  points  ayant 
pour  abscisses  o-q  eto",,  est  exprimée  par  l'intégrale  /  '  dx  \  i-\- j'^\ 
si  l'on  cherche  la  relation  qui  doit  exister  entre  j-  et  x  pour  que  cette 
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intégrale  soit  un  minimum,  on  trouve  l'équation 

y  =  ax  -\-  h, 

a  et  h  étant  deux  constantes  arbitraires:  donc  la  plus  courte  ligne 
entre  deux  points  est  une  ligne  droite.  Il  est  clair  que  la  valeur  précé- 
dente de  j  rendra  toujours  l'intégrale  proposée  un  minimum  :  nous 
allons  voir  si  la  considération  de  la  variation  seconde  nous  conduira 
à  la  même  conclusion. 

D'abord,  R  étant  égal  à\  i-f-j^'^,  on  a 


m 


mais  la  valeur  àej  donne  y'  =  n:  on  a  donc 

WV  ~  (,-t-fl»)v/7:p^' 

quantité  constante  et  positive. 

De  plus,  on  a  ^  =  j?,  'Vr  =  •;     d'où    u  =  v.x-^(î    et    u'  =  oi.;    la 

'^  dit  dh 

quantité 

"1^^  -  èf 

u  -^ 

de  la  formule  (3)  devient  donc 

«■h     _  ^    , 

et  SI  l'on  jirend  a  et  jS  de  manière  que  —  -  ne  soit   pas   compris  entre 

Xa  et  Jf, ,  cette  quantité  ne  deviendra  pas  infinie  entie   les  linntes  de^ 
l'intégrale.   Donc  la   théorie  précédente   nous   indique  (jue  la  valeur 
trouvée  pour  j  rend  toujours  l'intégrale  proposée  un  niiniiiium. 

iO. 
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Je  remarquerai  ici  qu'on  pourrait  faire  a  =  o  dans  la  valeur  de  u,  et 
alors  la  variation  seconde  se  réduirait  à 


/:P(.>t^ 


il  en  sera  de  même  toutes  les  fois  que  ,  K  ne  contenant  que  la  déri- 
vée j'',  V  ne  contiendra  pas  j.  En  effet,  ô'V  étant  mis  sous  la  forme 
du  premier  membre  de  l'équation  (i),  ne  contiendra  pas  de  terme 
en  ^j,  et  sera  par  conséquent  une  dérivée  exacte;  on  pourra  donc  ap- 
pliquer de  suite  le  procédé  de  l'intégration  par  parties,  et  la  variation 
seconde  prendra  la  forme  précédente.  Il  résulte  de  là  que,  toutes  les 
fois  que  K  ne  contiendra  que  la  dérivée  j' ,  et  ne  renfermera  pas  j, 

pour  reconnaître  si  l'intégrale  /  R  dx  est  un  maximiun  ou  \m  mi- 
nimum, il  suffira  de  voirsi(-r^|  reste  constamment  négatif  ou  cons- 

tamment  positif  entre  les  limites  Xq  et  x\  ,  et  s'il  ne  devient  pas  infini 
entre  les  mêmes  limites. 

2°.   Brachyslocitrnne. 

Dans  le  problème  de  la  brachystochrone  ou  courbe  de  plus  vite 
descente  dans  le  vide,  on  se  propose  de  trouver  la  courbe  que  doit 
suivre  im  mobile  pesant  pour  aller  dans  le  temps  le  plus  court  pos- 
sible d'un  point  à  un  autre.  Puisque  nous  supposons  les  limites  fixes, 
nous  pouvons  toujours  prendre  pour  axe  coordonné  horizontal  une 
droite  telle  que  la  distance  du  point  de  départ  du  mobile  à  cette  droite 
soit  la  hauteur  génératrice  de  sa  vitesse  initiale;  si  cette  vitesse  est 
nulle,  l'axe  passera  par  le  point  de  départ.  De  plus,  contre  l'ordi- 
naire, nous  prendrons  l'axe  vertical  pour  axe  des  ordonnées,  afin 
que,  dans  tous  les  cas,  la  portion  de  courbe  cherchée  soit  tout  entière 
comprise  entre  les  deux  limites  de  l'intégrale.  Les  ordonnées  seront 
comptées  dans  le  sens  de  la  pesanteur. 

Cela  posé,  l'intégrale  qu'il  s'agit  de  rendre  minimum  sera 


CVh^^-^' 
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la  condition  de  minimum  conduit  à  l'équation  différentielle 

dont  l'intégrale  complète  est 


X  =  a  arc  ces —  V  ^«J'  —  f^  -^  b, 

a  et  b  étant  deux  constantes  arbitraires.  Cette  équation  est  celle  d'une 
cycloïde  dont  la  base  est  sur  l'axe  des  jt;  a  est  le  rayon  du  cercle  gé- 
nérateur, et  b  est  la  distance  de  l'origine  de  la  cycloïde  à  l'origine  des 
coordonnées. 

Considérons  maintenant  la  variation   seconde  de  l'intégrale.   Nous 
aurons  d'abord 

A/'K\  _  i_ _        K 

V7('-l-J  ') 

or  la  cycloïde  trouvée  n'étant  jamais  rencontrée  qu'en  un  pomt  par 
luie  parallèle  à  l'axe  des^,  dx  doit  être  considéré  comme  positif  dans 
toute  l'étendue  de  l'intégrale;  d'ailleurs  tous  les  éléments  de  l'intégrale 

sont  positifs  :  donc  R  est  toujours  positif,  et  par  conséquent  (Vt;)  '  psI 

aussi;  donc  enûn  l'intégrale  proposée  est  un  minimum,  pourvu  que 
l'élément  de  la  variation  seconde  ne  devienne  pas  infini  entre  les  li- 
mites a-y  et  jr, .  Voyons  dans  quels  cas  cette  dernière  condition  pourra 
être  remplie. 

On  tire  de  l'équation  de  la  cycloïde 

'^  _    _  v/^-  I  -  -   Y'- 
db-  M  y  '  —  "  ' 

on  a  donc 

V  —{x—  b)y'  r,     , 
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on  f;n  déduit 

,  (x  —  b)y'  ,     „  x  —  '■ 

a  '  ''  y' 

d'où 

«'  a\a.[x  —  b)  -\-  pa] 


H  ~i' 


et  si  l'on  tait  ("î  =  o  ,  cette  valeur  deviendra 


«'  fl  (x  —  b) 

"  ~  r'[.r  — (■^  — 6)r']' 


Menons  par  l'origine  de  la  cycloïde  une  parallèle  à  la  tangente  au 
pouit  de  cette  courbe  dont  l'abscisse  est  x  ;  l'ordonnée  de  cette  paral- 
lèle pour  la  même  abscisse  x  sera  (x  —  b)j',  et  il  est  facile  de  voir  que 
tant  que  x  sera  compris  entre  b  et  b  -^-irta,  nous  aurons 

j   >   [x   -   b)f'; 

donc  SI  les  deux  pomts  limites  sont  sur  une  même  branche  de  la  cy- 
cloïde ,  —  ne  deviendra  pas  infini  entre  ces  limites ,  et  comme  il  en  sera 

de  même  de  i-rri)  ■>  '1   s'ensuit  que  dans    ce  cas   l'intégrale  proposée 

sera  toujours  un  minimum. 

Si  les  points  limites  étaient  sur  deux  branches  de  la  cycloïde,  entre 

ces  deux  limites  y  deviendrait  nul,  et  (-tti)    \ — ^ 'h')    deviendrait 

infini,  quels  que  soient  a  et  ['  :  donc  dans  ce  cas  la  méthode  n'indique- 
rait plus  rien. 

Les  deux  exemples  qui  précèdent  suffisent  pour  faire  voir  comment 
la  méthode  de  M.  Jacobi  s'applique  à  la  distinction  des  maxima  et  mi- 
ninia  alîsolus  ;  nous  allons  voir  maintenant  deux  autres  exemples,  dans 
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lesquels  la  même  méthode  sera  appliquée  à  la  distinction  des  maxinia  et 
niinima  relatifs. 


3°.   Courbe  (le  longuifiir  donnée  comprenant  une  aire  maximum  ou  minimum. 

L'intégrale    qui   doit    être    rendue    maximum    ou    minimum    est 
1    '  jdx,  et  en  même  temps  l'intégrale    |    '  yH-^'*  dx  doit    con- 
server une  valeur  constante. 

L'équation  différentielle  de  la  courbe  cherchée  est  donc 

y 

1  —  m  — -^^ =  o, 

m  étant  une  constante  déterminée  par  la  relation 
I  —m 3  =  o. 

Ainsi  l'équation  de  la  courbe  sera 

{x  -  af  H-  (j  -  bf  =   w% 

c'est-à-dire  que  cette  courbe  est  un  cercle.  Si  maintenant  on  déternnne 
a,  but  m  de  manière  que  ce  cercle  passe  par  les  deux  points  limites 
donnés,  et  que  la  longueur  de  l'arc  compris  entre  ces  deux  points  soit 
égale  à  une  ligne  donnée,  on  trouvera  que  le  cercle  peut  être  placé 
de  deux  manières,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  le  problème  a 
deux  solutions  :  l'un  des  deux  arcs  de  cercle  satisfaisant  aux  condi- 
tions précédentes,  tourne  sa  concavité  vers  l'axe  des x,  et  l'autre  sa 
convexité.  Or,  d'après  la  remarque  de  la  page  228,  la  variation  seconde 
de  l'intégrale  proposée  peut  se  mettre  sous  la  forme 
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et  puisque  l'on  a  K  =:  ^,  L  =:  yi-H^'^,  on  aura 
ou  ,  remplaçant  m  par  sa  valeur, 


/d'KX  /rf'L\ 


tl\  _   i'-^yiy 


rlK"  +r")' 


Cette  expression  ne  peut  pas  devenir  infinie  entre  les  limites  de  l'inté- 
grale; de  plus,  elle  est  négative  pour  toutes  les  valeurs  de  a- comprises 
entre  ces  limites,  si  l'on  prend  le  premier  des  deux  arcs  de  cercle  dé- 
termmés  précédemment,  et  positive  si  l'on  prend  le  second;  donc  le 
premier  rend  l'intégrale  proposée  maximum ,  et  le  second  la  rend  mi- 
nimum. 

4°.    Courbe  de  longueur  donnée  ayant  son  centre  de  gravité  le  plus  haut  ou  le  plus  bas 

possible. 

L'intégrale  qu'on  doit  rendre  maximum   ou  minimum   est 

I       J\i^  -k-  j''  dx,  et  en  même  temps  il  faut  que   /     '  y/i  +j^'^dx 
reste  constant.  L'équation  de  la  courbe  cherchée  sera  donc 

I  ■+■  r'^  —  [J  ■+■  m)  j"  =  o , 
et  l'on  aura  pour  déterminer  la  constante  m,  la  relation 

i  +  jr-  —  (Jo,  +  m)jl  =  o. 
L'intégrale  de  l'équation  différentielle  précédente  est 


«  l    I 


j^m  =  -\re''-{-be     "     , 
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c'est-à-dire  que  la  courbe  cherchée  est  une  chaiiiette  dont  l'axe  est  ver- 
tical. Si  l'on  détermine  les  constantes  a,  b  et  m,  on  trouve,  comme 
dans  l'exemple  précédent,  que  deux  arcs  de  chaînette  satisferont  aux 
conditions  :  l'un  de  ces  arcs  tourne  sa  concavité  vers  l'axe  des  jc,  et 
l'autre  sa  convexité.    Voyons   maintenant  ce  qu'indique  la  variation 

seconde  de  l'intégrale  /  '  7"V  i  -*"  J"'^  ^^'^  ox^  a.  R  =  y  \  \-\-  j''', 
L=  Yi_|-j^'2;  on  en  déduit 

ou  bien,  en  remplaçant  m  par  sa  valeur, 


Kffx")        yfy. 


y  —  y<.>  "•" 


-y„. 


('  4-.r"ÏÏ 

Dans  le  cas  de  l'arc  de  chaînette  qui  tourne  sa  concavité  vers  l'axe 
des  X,  prenons  pour  y,„,  j',^,  y^,  les  valeurs  de  r,  y',  y"  relatives  au 
point  de  cet  arc  qui  est  le  plus  loin  de  l'axe  des  x\  l'expression  précé- 
dente sera  négative  et  l'intégrale  proposée  sera  un  maxinuun.  Dans  le 
cas  de  l'arc  qui  tourne  sa  convexité  vers  l'axe  des  x,  on  verrait  de  la 
même  manière  que  l'intégrale  proposée  est  lui  minimum. 

Mais  les  conclusions  précédentes  supposent  que  l'élément  de  la  va- 
riation seconde  ne  devient  pas  infini  entre  les  limites  x^  et  x^  :  vo\  ons 
si  cela  peut  toujours  avoir  lieu.  On  trouve  facilement 


df  X  -\-  m         X      ,        dy "     .1 

da  a-  a-^    ''       db  6  -^    ' 


ce  qui  donne 


Tome  VI.  —  Jdin  1841.  3o 
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et  par  suite 

or  il  est  facile  de  voir  qu'on   ne  peut  pas  toujours  déterminer  r  de 

manière   que  —  ne  devienne  pas  infini  entre  x^  et  jc,  :   quand   cette 

détermination   est  impossible ,    la   méthode  précédente  ne  conduit  à 
aucune  conclusion  précise. 


addition  à  In  thèse  précédente. 

En  comparant  la  méthode  exposée  dans  cette  thèse  à  celle  de  Legendre, 
on  trouve  facilement  les  intégrales  des  équations  différentielles  aux- 
quelles il  avait  ramené  la  question.  Je  ne  considérerai  pour  cela  que  le 
dernier  cas  dont  je  me  suis  occupé,  c'est-à-dire  celui  où  K  est  fonction 

de  3C,  j,  f,  j". 

La  variation  seconde  de  l'intégrale    I     '  K  djc  étant  égale  à 


j: 


djc 


Legendre  décompose  l'élément  de  cette  variation  seconde  en  deux  par- 
ties, dont  l'une  soit  immédiatement  intégrable,  et  dont  l'autre  soit  égale 

a  [-r-jT^  j  multiplie  par  un  carre  parlait,  boit 
l'intégrale  de  la  première  partie ,  et 


dv. 
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) a  seconde  partie  ;  on  a,  pour  déterminer  f,  f,,  v^,  )..  a,  les  relations 

.  fd'K\  fd'KX 

■  Wr"V  ~  W'  /  "*"  ^' 

Si  l'on  élimine  ).  et  u.  entre  ces  relations,  on  trouve  les  équations 
suivantes,  auxquelles  doivent  satisfaire  v,  v^  et  i',  : 


Or,  d'après  la  transformation  que  nous  avons  effectuée  ,  nous  aurons 


u  u,  —  u,u 


les  valeurs  de  v,  f,,  t'j  seront  donc 

_        di>,         /  d'K   \  ( '^'^\  (««',' —  «.«")(«'«"  — "i"") 

tlx         \dydjr'  )  \dy"')  {uu\  —  «,«')' 

^'  —  ~  \dyd/')  ~^   \rfpV    uu\  —u,u' 
_         /    rf»K  \  /  «PK  \  uu'[  —  u,u' 

*  \dydy}      \fiy"')  uu\  —  «,«'  ■ 

3o., 


9,36  JOURNAL  DE  MATHÉIMATIQUES 

On  reconnaît  facilement  que  les  quantités 

ne  contiennent  d'arbitraires  que  les  six  coefficients 

a]3,  —  j3a,  =  m,     ay,  —  ya,  =  ii,     vJ,  —  oV,  =  p, 
P7.  -  7P<  =  '•'      P^'  -c?|3.  =  ^,      7°'.  -  oV.  =  ^• 

Ces  coefficients  ayant  entre  eux  la  relation  identique 

mt   —   ns  -\-pi=   o, 

et  leurs  rapports  seulement  entrant  dans  les  exj.ressions  précédentes 
de  f,  (',,  i>2,  ces  expressions  contiennent  quatre  constantes  arbitraires  ; 
mais  les  intégrales  des  équations  (4)  n'en  doivent  renfermer  que  trois  : 
donc,  pour  que  les  valeurs  précédentes  de  i-,  v,,  i>^  soient  les  intégrales 
de  ces  équations ,  il  faut  que  les  quantités  ui,  n,  p,  r,  s,  t  satisfassent  à 
une  autre  condition  que  nous  allons  tacher  de  trouver. 

Pour  cela  substituons  les  valeurs  de  v,  c, ,  i>n  dans  les  équations  (4';  : 
la  première  sera  satisfaite.  Le  premier  membre  de  la  seconde  se  ré- 
duira à 

\dydr")  \dx")  \dY'dy")   ~^  uu\  —  u,u'  dœ 

j  d^K.  \  u'u' — u'ii" 
\dr  '/    «K|  — u,ii 

or  d'y  peut  dans  ce  cas  se  mettre  sous  la  forme 


"•  m^r 


dx 


dx' 
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On  a  donc  les  deux  équations  identiques 


djr 


dx 

Multipliant  la  première  par  u^  ,  la  seconde  par  «,  et  retranchant ,  on 
trouvera  facilement 

dx  "^  t^x' 

^'■(|7^,)("'«'' -«;«") 

j.     ,  dx 

a  ou,  en  intégrant, 

Poiu-  que  la  seconde  des  équations  (4)  soit  satisfaite  par  les  valeurs 
trouvées  précédemment  pour  v,  p,,  v^,  il  iaut  donc  qu'on  ait  C  =  o. 
Or  C  est  évidenunent  une  fonction  linéaire  des  quantités  m,  a,  p,  r,  s,  i  : 
donc  ces  quantités  devront  être  prises  de  manière  à  satisfaire  à  l'équa- 
tion C  =  o,  et  c'est  la  condition  que  nous  voulions  trouver. 

Quant  à  la  troisième  des  équations  (/,),  on  reconnaît  facilement 
qu'elle  est  satisfaite  parles  mêmes  valeurs  de  v,  v,,  v.„  pourvu  que  la 
condition  C  =  o  soit  remplie. 


238  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 


NOIE 

SUR   L'INTÉGRALE     f'^^dx; 
Par  m.  Ossian  BONNET , 

Élève -Ingénieur    des    Pools -et- Chaussées. 


M.  Poisson  a  donné,  dans  le  dix-neuvième  cahier  du  Journal  de 

l'École  Polytechnique ,  les  deux  formules 

(i)     /     cos"  xcos  ax dx  =:  — ,        I     cos"  X  cos  {a -^  ■im)  X dx  =  o , 

dans  lesquelles  a  est  un  nombre  positif  quelconque ,  et  m  un  nombre 
entier  positif. 

Je  vais  appliquer  ces  deux  formules  à  la  détermination  de  l'intégrale 
d'Euler 


dx  = 


où  a  est  une  constante  positive  et  <  i . 
En  posant  x  =  tang-j',  j'ai  d'abord 


(3)  A  =  2    /        sin-""' /  cos'   '^"jrdj. 

Maintenant,  soit 

I  —  7.a  >  o. 
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On  sait  que,  y  étant  compris  entre  o  et  -,  on  a 

2    cos  —  sin  "j-  =  cos  aj  —  a  cos  [a  —  2)j  -\ — ^ cos  [a  — 4)  7'. . . , 

en  se  hornant  à  la  valeur  réelle  et  positive  du  premier  membre.  Chan- 
geant dans  cette  formule  «  en  2  a  —  i  ,  nous  en  tirerons 

sin  ^°~'  y  = [cos(aa —  i)^ — {ia —  \\co%[ia  —  3)j"+.-]. 

2'^'  cos ir 

2 

Substituant  cette  valeur  de    sin*""'  y    dans  la  formule  (3) ,  il  vient 

■K 

k  =    „_,  ■ /      cos'"^"  rcosli  —  -xà)  yây 

—  (ia—  i)    „_,  ■  /     cos '--"  r cos  (2  +  I  —  aa")  r<:/r 


Or,  d'après  les  formules  ci-dessus,  tous  les  termes  du  développement 
du  second  membre  sont  nuls,  excepté  le  premier,  qui  est 


2'     '"       2"~'  Sin  OTT  sin  ATT 

donc,  dans  le  cas  de  i  —  2a  >  o  ,  on  a 

:r 

tang*""'  rar=    /       dx  = 

Soit,  en  second  lieu ,   2rt  —  i  >  o.  Je  pose 

jr=  ^  -  y,     a  =  1  -  a'. 
L'intégrale 
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devient 

Mais   la'  —  i    étant   >  o ,    cette  dernière  intégrale  a  pour  valeur 


sin  a  TT  sin  arc 


il  en  est  donc  de  même  de 


y";tang-<jrfj  =  /f7^^^^, 


dans  le  cas  de  ia —  i  >  o. 

D'ailleurs,  dans  le  cas  de  2a  —  i  =  o,  la  formule  à  démontrer  se 
vérifie  aisément.  Donc,  dans  tous  les  cas, 


J  o     t  -h  jc  sin  (J7V 


ERRATA  pour  le  Mémoire  de  M.  Steiner.  (Cahier  d'avril.) 


Page    II 3,    ligne    14,    «/>r«  sphériques,    a/outez  isoscùles 

Page    160,   ligne    12,    et  page    167,    ligne  26,   au  lieu  de  arcs  de  cercle  égaux,  lisez 
arcs  de  cercles  égaux,  ou  bien  arcs  de  cercle  à  rayons  égaux. 
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REMARQUES 
SUR   LA  THÉORIE   GÉOMÉTRIQUE 

DES  AXES  PERMANENTS  DE  ROTATION; 
Par  g.  GASCHEAU, 

Ancien  Élève  de  l'École  Polytechnique,  In^pectellr  de  PAca-Jémie  il'OHénns. 


1.  J'adopterai  les  définitions  données  par  M.  Ampère  (tome  V  des 
Nouveaux  Mémoires  de  V Acacléinie  des  Sciences,  page  86): 

Un  axe.  permanent ,  relatij  à  un  point  de  st!  direction,  est  une  droite 
liée  à  un  corps  fixé  en  ce  point ,  et  telle  que  le  mobile ,  ayant  commencé 
à  tourner  autour  de  cette  droite ,  le  mouvement  continue  comme  si 
elle  était  fixe,  de  sorte  que  les  actions  des  forces  centrifiiges  se  détrui- 
sent mutuellement  ; 

Le  centre  de  rotation  d'un  axe  permanent  est  le  point  de  sa  direction 
qu'il  suffit  de  fixer  poiu-  que  le  mouvement  ait  lieu  autour  de  cette 
droite,  conformément  à  la  condition  précédente; 

Un  axe  principal  est  un  axe  permanent  relatif  au  centre  de  gravité  ; 

Un  plan  principal  est  un  plan  passant  par  deux  axes  principaux. 

Dans  un  plan  quelconque  il  existe  un  point  tel  que  l'un  des  axes 
permanents  relatifs  à  ce  point  est  perpendiculaire  au  plan.  On  peut 
appeler  le  point  dont  il  s'agit,  centre  de  rotation  du  plan. 

2.  Quand  on  passe  des  propriétés  mécaniques  des  axes  permanent;» 
aux  caractères  analytiques  qui  servent  à  les  déterminer  ,  on  arrive  ordi- 
nairement à  luie  définition  triple  :  je  veux  dire  que  l'on  trouve  trois 
conditions  qui  fixent  les  positions  des  trois  axes  rectangulaires  de- 
mandés. Mais  dans  la  question  de  dynamique  à  laquelle  se  rattaclie  la 
découverte  des  ligues  dont  il  s'agit .  il  y  a  lieu  de  considérer  l'un  de  ces 
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axes  indépendamment  des  deux  autres;  il  convient  donc  de  pouvoir 
séparer  les  définitions,  ou  d'en  établir  une  qui  convienne  à  un  seul 
axe  permanent.  J'emploierai  la  suivante,  quia  l'avantage  de  manifester 
une  propriété  dont  on  ne  trouve  pas  l'énoncé  explicite  dans  les  traités 
de  mécanique  rationnelle.  Cette  définition  conduit  directement  aux 
équations  des  problèmes  qui  proposent  de  trouver  les  axes  permanents 
d'un  centre  de  rotation  donné ,  ou  le  centre  de  rotation  d'un  axe  per- 
manent connu,  ainsi  que  la  condition  nécessaire  pour  qu'une  droite 
soit  un  axe  permanent,  etc. 

3.  SoitOz  un  axe  permanent  relatif  au  point  O;  représentons  par  z 
Ja  distance  du  lieu  d'un  élément  dm  de  la  masse  du  corps  au  plan  per- 
pendiculaire à  Oz  mené  par  le  point  O.  Par  la  droite  Oz  je  mène  deux 
plans  à  volonté  ;  soient  h  et  h!  les  distances  de  l'élément  dm  à  ces  deux 
plans. 

Si  ton  a  les  deux  conditions 

(i)  fhzdni   =   o,       fh'zdm   =    o, 

ces  intégrales  définies  étant  étendues  à  toute  la  masse  du  corps.  In 
droite  Oz  sera  un  axe  permanent  relatij  au  point  O. 

4.  La  propriété  citée  n"  2  consiste  en  ce  que,  les  deux  équations  (i) 
étant  satisfaites ,  si  Von  mène  un  troisième  plan  quelconque  par  Oz,  que 
l'on  prenne  comme  ci-dessus  la  distance  de  l'élément  dm  à  ce  plan  ,  et 
que  l'on  multiplie  aussi  cette  distance  par  zdm  pour  former  un  élément 
différentiel  analogue  à  hzdm ,  la  nouvelle  intégrale  ,  que  l'on  obtiendra 
comme  les  précédentes  [\),  sera  également  nulle. 

En  effet,  soient  Ox  l'intersection  de  ce  plan  avec  le  plan  perpendi- 
culaire à  Oz;  Oj  la  perpendiculaire  au  plan  zOx  menée  par  le  point  O  ; 
w  et  w'  les  angles  des  deux  premiers  plans ,  conduits  suivant  Oz  (^n"  2) 
avec  le  plan  zOx;  et  enfin  x,  y,  z  les  coordonnées  de  l'élément  dm 
par  rapport  aux  trois  droites  rectangulaires  O.r,  Of,  Oz.  On  aura 

h  =  y  cos  ',i  —  X  sin  m  ,        h'  ^  y  cos  m'  —  .r  sin  o)'  ; 
d'où 

/(  sin  a  —  h'  sin  w 

•^  sin  fw'  —  0))       ' 
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et  par  suite 

sin  w  f  lizdm  —  sin  <,>  f  h' zd m 


fyzdm  = 


sin  (w'  —  w) 


Le  numérateur  de  cette  dernière  fraction  est  nul  en  vertu  des  rela- 
tions (i)  ;  son  dénominateur  est  différent  de  zéro;  donc  on  a 

fjzdm  =  o.  C.Q.F  D. 

.*).  Les  problèmes  énoncés  n"  2  ont  leurs  solutions  renfermées  dans 
les  équations  de  la  question  suivante  : 

Un  corps  étant  rapporté  à  trois  axes  rectangulaires  (juelconcjues 
Gx,  Gj,  Cz,  trouver  la  direction  d'un  axe  permanent  de  ce  corps  re- 
latij  à  un  point  O  dont  les  coordonnées  sont  a,  h,  c. 

Soient  a,  /5,  y  les  angles  de  la  droite  cherchée  avec  les  axes  Gx,  Gj, 
Gz.  Conformément  à  la  définition  du  n°  5,  il  faut  d'abord  évaluer  la 
distance  de  l'élément  dm  au  plan  conduit  par  le  point  O  perpendicu- 
lairement à  la  ligne  cherchée  ;  cette  distance  sera 

(a)         R  =  {x  —  a)  cosa  ■+■  {j  —  l>)  cos  /3  +  (z  —  f^  cos  y. 

On  aiua  ensuite  à  déterminer  les  distances  du  même  élément  a  deux 
plans  conduits  à  volonté  par  cette  droite  :  je  prendrai  les  deux  plans  qui 
la  projettent  sur  les  plans  coordonnés  xGz  et  jGz;  alors  les  dis- 
tances en  question  seront  exprimées  par 

{x  —  a)  cos  7  —  (z  —  c)cosa  {jr  —  b)  cos  7  —  (z  —  e)  cos  p 

sin  p  sin  a 

Remplaçant ,  dans  les  équations  (i),  h  et  //'par  ces  valeurs,  et  z  par  R  . 
on  trouvera  les  formules 


,.,.  f  ^{^ — ajdm  j'K\y--b)dm    J  ^[i —  c)dr, 

^    '  cos  a  cos  p  COS7 


3i. 


244  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Si  l'on  y  réunit  la  relation 

(4)  cos  ^  a  +  cos  ^  /3  -H  cos  ^  y  =  i  , 

on  aura  la  solution  complète  du  problème. 

6.  Soient  X,  Y,  Z  les  coordonnées  d'un  point  de  la  droite,  de  sorte 
qu'on  ait 

,gs  X— a  _  Y  —  b  _  Z  —  c  ^ 

cos  a  cosjî  cos  7    ' 

la  ligne  étant  ainsi  déterminée  par  l'un  de  ses  points  et  par  sa  direc- 
tion, si  l'on  élimine  a,  b,  c,  entre  les  équations  (3)  et  (5),  l'équation 
finale  exprimera  la  condition  nécessaire  pour  qu'une  droite  donnée 
soit  un  axe  permanent. 

7.  Cette  condition  étant  satisfaite,  les  équations  (3)  et  (5)  s'accorde- 
ront pour  donner  les  trois  coordonnées  a,  b,  c  du  centre  de  rotation 
de  la  ligne  dont  il  s'agit. 

•  8.  L'équation  de  condition  indiquée  n"  6  et  les  équations  (5)  étant 
homogènes  par  rapport  aux  cosinus,  suffisent  pour  donner  la  relation 
indépendante  de  ces  lignes  trigonométriques ,  qui  démontre  ce  théo- 
rème connu ,  que  tous  les  axes  permanents  passant  par  un  point 
donné  appartiennent  à  un  cône  du  second  degré ,  etc. 

9.  On  pourrait  déduire  des  équations  (3),  (4)  et  (5)  toutes  les  proj)o- 
sitions  du  Mémoire  de  M.  Ampère.  Je  m'arrêterai  à  celle  du  chapitre  III; 
parce  que  l'on  y  considère  une  surface  du  troisième  degré  appartenant 
à  une  famille  dont  la  génération  et  l'équation  aux  différentielles  par- 
tielles se  rapprochent ,  par  leur  simplicité ,  de  celles  que  l'on  présente 
dans  le  Cours  d'Analyse  de  l'École  Polytechnique  et  qui  se  rapportent 
aux  cylindres,  aux  cônes,  aux  conoïdes  et  aux  surfaces  de  révolution. 

10.  Déterminer  la  courbe  contejiant  tous  les  centres  de  rotation  des 
axes  permanents  passant  par  un  point  donné. 

Les  équations  (3)  et  (5)  étant  homogènes  par  rapport  aux  coshius, 
l'élimination  des  trois  quantités  a,  /S,  y  entre  ces  quatre  équations 
donnera  deux  équations  finales  qui  appartiendront  aux  coordonnées 
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a,  b^  c  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  cherchée.  Pour  simplifier 
les  calculs,  je  rapporte  le  corps  au  point  donné  et  aux  axes  permanents 
qui  s'y  croisent.  Soient,  dans  cette  hypothèse, 

les  moments  d'inertie  relatifs  aux  axes  coordonnés,  M  la  masse  d\\ 
corps,  et  j:,,j-,,  z^  les  coordonnées  de  son  centre  de  gravité:  intro- 
duisant ces  valeurs  dans  les  équations  (3)  et  (5),  où  l'on  devra  faire 

X^o,       Y=^o,        Z=o, 
l'élimination  indiquée  donnera  les  trois  équations 

r(A,  -  B,)ab  =  ^[0"  -^  b^  +  c^){y,a  -  x,b]  , 

(6)  |(C,  -  A,)ac  =  M{a'  -^  b'  -h  c'){a:,c  -  z,a)  , 
{%—C,)bc  =  m{a^+b'-hc'){z,b  -j.c), 

dont  l'une  est  la  conséquence  des  deux  autres. 

L'élimination  de  M  entre  deux  de  ces  équations  donne  la  suivante 

(7)  (A,  -  B,)z,a<^-t-(C,  -  A,)j,ac-4-(B,  -C,).T,bc  =  o, 

qui  appartient  au  cône  cité  n"  8. 

La  courbe  demandée  appartient  donc  aux  quatre  surfaces  détermi- 
nées par  les  équations  (6)  et  (7),  dans  lesquelles  a,  b,  c  représentent  les 
coordonnées  des  points  de  ces  surfaces. 

II.  J'examinerai  le  lieu  géométrique  de  l'une  des  équations  6). 
Supposons  que  l'on  ait 


et  posons 


A,  >  B,  >  C,  , 


M        —  '    ' 
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la  première  équation  (6)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 


lo\  a'  -h  b'  -h  c'  abl' 


\o'-f-i'  (j'iO  —  j:,b)\a' -i- b' 

si  l'on  tait,  dans  celle-ci,    b  =  a  tang  w  ,    afin  d'avoir  l'intersection  de 
la  surface  avec  un  plan  conduit  suivant  l'axe  des  z,  on  trouvera 

a'  +  6'  -H  c'  /'  sin  w  cos  m 

— ,  =  -. —  =  constante. 

Le  premier  membre  est  le  quotient  du  carré  du  rayon  vecteur  d'un 
point  de  l'intersection  divisé  par  la  projection  de  ce  rayon  vecteur  sur 
la  trace  du  plan  de  cette  ligne  ;  et  puisque  le  second  membre  est  cons- 
tant, il  s'ensuit  que  la  courbe  est  un  cercle  touchant  l'axe  des  z  à 
l'origine ,  et  dont  le  diamètre  a  pour  valeur 

Psina  cos  m 


Xi  cos  0)  —  X-,  sm  w 

En  faisant  varier  l'angle  w  qui  fixe  la  direction  du  plan  coupant,  on 
obtiendra  différents  cercles  dont  les  centres  parcoiu'ront  une  courbe 
située  dans  le  plan  des  xj':  le  rayon  vecteur  du  centre  du  cercle  cor- 
respondant à  l'angle  w  étant  égal  à  la  moitié  de  l'expression  précédente, 
on  obtiendra  facilement  l'équation  suivante  pour  représenter  la  courbe 
des  centres 

v9)  l-ah  =  2  (a-  H-  b-)  {j-,  a  —  x,  b). 

Cette  ligne  est  semblable  à  l'intersection  de  la  surface  (8)  avec  le  plan 
xj'  ;  le  centre  de  similitude  est  à  l'origine ,  et  le  rapport  de  similitude 
est  1.  Tous  ces  résultats  sont  faciles  à  interpréter. 

Je  conclus  de  ce  qui  précède  que  la  suijace  de  l'équation  '^8)  peut 
être  engendrée  par  un  cercle  variable  touchant  constamment  l'axe 
des  z  à  l'origine ,  et  dont  le  plan  tourne  autour  de  cet  axe ,  tandis  que 
son  centre  parcouH  la  courbe  (9)  tracée  dans  le  plan  xjr. 

I>orsque  le  plan  mobile  atteint  le  centre  de  gra^ité,  le  rayon  du 
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cercle  générateur  devient  infini ,  et  ce  cercle  dégénère  en  une  droite  qui 
n'est  autre  que  l'axe  des  z.  Le  cercle  variable  se  réduit  à  un  point  qui 
n'est  autre  que  l'origine  quand  son  plan  coïncide  avec  l'un  des  plans 
coordonnés. 

La  courbe  demandée  (n°  10)  étant  l'intersection  du  cône  (7)  avec  la 
surface  (8),  dont  les  sections  circulaires  passent  par  le  sommet  du  cône, 
il  s'ensuit  que  cette  courbe  pourra  être  tracée  facilement  par  les  pro- 
cédés de  la  géométrie  descriptive. 

12.  Deux  cercles  quelconques  de  la  surface  représentée  par  l'équa- 
tion (8),  ayant  une  tangente  commune,  appartiennent  à  une  même 
sphère  :  donc  la  surface  dont  il  s'agit  est  l'enveloppe  d'une  sphère  va- 
riable passant  constamment  par  l'origine  et  dont  le  centre  parcourt  la 
courbe  du  plan  x  j  représentée  par  l'équation  (9). 

La  caractéristique  de  cette  enveloppe  est  le  cercle  variable  dont  le 
plan  tourne  autour  de  l'axe  des  z  (n"  11). 

13.  Je  me  propose  d'obtenir  l'équation  générale  des  surfaces  dé- 
finies n*"  11  et  12,  quelle  que  soit  la  courbe  tracée  dans  le  plan  xj  qui 

dirige  le  centre  du  cercle  ou  de  la  sphère  variable. 
Les  conditions  de  cef  énoncé  exigent  que  la  fraction 


conserve  une  valeur  constante   quand  le  rapport  -  reste   invariable. 

Donc  il  faut  que  "  , .—  soit  tuie  fonction  de  -  ;   et  comme  on  peut 

^  sja'-irb'  « 

mettre  cette  expression  sous  la  forme 

a'  H-  fc'  -+-  c'  a'  +  é'  -f-  c' 


l'équation  demandée  sera 

(10)     «^ -V- /»^  +  c^  =rt(3>  ( -j,      ou     a- -{-b^  ~\- c^  =  h'i  i-A. 
ijp  étant  l'indice  d'une  fonction  arbitraire. 
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L'équation  (8) ,  étant  mise  sous  la  forme 

a'  +  b-  +  c''  =  a ^ —  , 

appartient  évidemment  à  la  famille  comprise  dans  l'équation  (lo). 

14.  Trouver  l'équation  aiix  différentielles  partielles  de  la  même 
classe  des  surfaces. 

Soient  fl,  et  è,  les  coordonnées  du  centre  d'une  sphère  enveloppée 
(n"  12);  l'équation  de  cette  sphère  sera 

a^  +b^  -\-  c^  =  aa,  a  -\-  2b,  b. 

Soient  p  et  q  les  coefiBcients  différentiels  de  l'ordonnée  c ,  pris  en 
regardant  séparément  les  abscisses  rt  et  i  comme  variables ,  de  sorte 
que  l'on  ait 

de  de 

L'équation  de  la  sphère  enveloppée ,  étant  différenciée  successivement 
par  rapport  aux  deux  variables  indépendantes,  donne 

a  -\-  cp  ^=  a,,      b  -\-  cq  =:  b,  ; 

et  si  Ion  porte  ces  valeurs  de  «,  et  de  b,  dans  l'équation  précédente, 
on  aura  l'équation  aux  différentielles  partielles  demandée 

{lï)  ap-\-bq  =  ^^ , 

qui  appartient  aux  sphères  enveloppées  et  à  leur  enveloppe ,  indépen- 
damment de  toute  condition  à  laquelle  on  pourrait  assujétir  le  centre 
de  l'enveloppée. 

15.  Si  l'on  diflérentie  successivement,  par  rapport  à  chaque  va- 
riable indépendante,  l'équation  (10),  et  que  l'on  élimine  la  fonction 
arbitraire  et  sa  dérivée,  on  trouvera  l'équation  différentielle  ;  1 1]. 
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Réciproquement  si  l'on  cherche,  par  la  méthode  connue,  l'intégrale 
de  cette  équation  aux  différentielles  partielles,  on  obtiendra  l'équation 
finie  (10). 

16.  M.  Binet,  dans  le  xv!*"  cahier  du  Journal  de  l'École  Po- 
lytechnique, et  M.  Guibert,  dans  le  xxv*",  ont  déterminé  le  centre  de 
rotation  dont  les  axes  permanents  sont  parallèles  à  ceux  d'une  origine 
connue.  On  peut  donner  plus  de  généralité  à  cette  question  en  se  pro- 
posant de  trouver  le  point  de  l'espace  où  les  axes  permanents  sont  pa- 
rallèles à  trois  droites  rectangulaires  prises  arbitrairement.  Alors  le 
problème  n'est  pas  toujours  possible  ;  et  il  est  intéressant  de  chercher  les 
limites  qui  renferment  les  directions  que  doivent  avoir  les  droites  don- 
nées pour  que  la  solution  soit  réelle.  En  nous  occupant  de  cette  re- 
cherche nous  serons  conduits  à  des  propositions  qui  ne  sont  pas  énon- 
cées dans  les  Mémoires  cités. 

Pour  traiter  la  question  actuelle,  il  est  nécessaire  de  rappeler  les 
propriétés  de  la  courbe  qui  contient  tous  les  centres  de  rotation  dont 
deux  des  axes  permanents  correspondent  à  des  moments  d'inertie 
égaux;  de  sorte  que,  en  chacun  de  ces  points,  U  y  a  une  infinité  d'axes 
permanents  situés  dans  un  même  plan.  La  courbe  dont  il  s'agit  est 
composée  d'une  ellipse  et  d'une  hyperbole,  appelées  par  M.  Chasles 
[Aperçu  historique,  note  3i)  coniques  focales  ou  excentriques  d'un 
système  de  surfaces  du  second  degré.  Ce  système  est  ici  celui  des  trois 
espèces  de  surfaces  à  centre  qui  ont  leurs  axes  principaux  dirigés  sur 
les  axes  principaux  du  corps  (n"  1).  On  sait  qu'en  un  point  commun 
à  trois  de  ces  surfaces  d'espèces  différentes,  les  normales  sont  dirigées 
suivant  les  trois  axes  permanents  relatifs  à  ce  point,  etc.  J'emploierai, 
pour  déterminer  les  coniques  focales  de  ce  système,  une  méthode 
qui  diffère  peu  de  celle  de  M.  Binet,  mais  qui  conduira  à  une  pro- 
priété de  l'ellipsoïde  dont  les  carrés  des  demi-axes  sont  respective- 
ment égaux  aux  moments  d'inertie  principaux  divisés  par  la  masse. 
17.  Je  me  propose  d'abord  de  Jornier  l'équation  du  troisième  degré 
dont  linconnue  est  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  l'un  des 
axes  permanents  qui  se  croisent  en  un  point  donné,  en  supposant 
connus  les  axes  et  les  moments  d'inertie  principaux  relatifs  au  centre 
de  gravité. 

Tome  VI.  —  Ji'iliet  1841  • 
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Le  corps  étant  rapporté  à  ces  axes,  soient 

A=/(j-=  +  z=')c?/M,     B:=f{x'  +  z')dm,    C  =  f  [x' -^  j'')  dm , 

les  moments  d'inertie  principaux  ,  a,  b,  c  les  coordonnées  du  point 
donné,  a,  ,3,  -y  les  inclinaisons,  sur  les  axes  coordonnés,  d'un  axe  per- 
manent relatif  à  ce  point,  et  I  le  moment  d'inertie  inconnu.  Je  pose, 
pour  abréger , 

I'  =  I  _  M(rt^-t-ft»-+-c^), 
et 

R'  =  acosa  -+-  ècos^  ■+■  ccosy. 

En  introduisant  ces  expressions  dans  les  équations  (3),   et  en  ayant 
égard  au  choix  des  axes  coordonnés ,  on  obtiendra  les  relations 

r,         1                   (A — B)cosacosS 
a  cos  p  —  o  cosa  :=  '^r=-, , 

'  MR. 

,       N  ]  (C  —  A)c0SaC0S7 

(12)  (  C  COS  a  —  a  cosv  =  ^7—, -■, 

,                          ^,       (B  —  C)  cos  S  C0S7 
0  cos  'I  —  c  cosp  =  / , 

qui  se  réduisent  à  deux  équations  distinctes. 
On  a  d'ailleurs,  pai' un  principe  connu, 

(i3)  l'  =  Acos-a-+-  Bcos^/S-i-Ccos'v  —  MR'^ 

Cette  équation  .  combinée  avec  les  précédentes,  donne 

!(!'  —  A)  cos  a  +  MR'  a  =  o, 
(r  —  B)  cos  fi  ■+-  MR'  /;  =  o , 
.  (r  —  C)  cos  7  +  MR'  c  =  o. 

Ces  trois  équations,  étant  homogènes  et  linéaires  par  rapport  aux  cosi- 
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nus,  se  prêtent  à  l'élimination  des  lignes  trigonométriqiies,  et  elles 
conduisent  à  l'équation  du  troisième  degré  demandée 

18.  Si  l'on  fait  I'  =  o  dans  l'équation  précédente,  elle  devient 

a"  b'  c'  I 

A    "*"    B  "*"  "C    ~  M' 

donc ,  en  tout  point  de  l'ellipsoïde  dont  les  demi-axes  sont,  en  grandeur 
et  en  direction,  les  racines  des  moments  d inertie  principaux  divisés 
par  la  masse ,  le  moment  d'inertie  relatif  à  l'un  des  axes  perma- 
nents est  égal  au  produit  de  la  masse  par  le  carré  de  la  distance  de 
ce  point  au  centre  de  gravité. 

Les  deux  autres  moments  d'inertie  seront  donc  déterminés  par  une 
équation  du  second  degré. 

19.  Supposons  que  l'on  ait  A  >  B  >  C;  on  reconnaîtra  facile- 
ment, par  un  principe  de  la  résolution  des  équations  numériques,  que 
C  est  compris  entre  la  plus  petite  et  la  moyenne  racine  de  l'équa- 
tion (i  5) ,  et  que  B  est  compris  entre  la  moyenne  et  la  plus  grande.  Par 
conséquent,  dans  l'hypothèse  admise,  cette  équation  ne  saurait  avoir 
ses  trois  racines  égales  ;  mais  elle  peut  avoir  deux  racines  égales  à  C. 
ou  doux  racines  égales  à  B.  Dans  le  premier  cas,  il  faudra  que  l'on  ait 
les  deux  équations 

/   c\  ^'  b'  I 

(lO)  C  =  O,         — =  —  ; 

^      '  '        A— C  ^  B— C  M' 

et  le  second  exige  les  deux  relations 


(17)  b=^o. 


A— B  B— c 


Donc  le  lien  des  points  de  l'espace  oh  deux  axes  permanents  corres- 
pondent à  des  moments  crineriie  égaux,  el  où  ,  par  consétjuent ,  le  corps 
admet  une  iiijinité  daxes  perman.ents ,  est  le  système  des  deux  coniaucs 

32.. 


2  32  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

représentées  par  les  deux  équations  précédentes  :  une  ellipse  située  dans 
le  plan  du  plus  grand  et  du  moyen  moment  principal,  et  une  hyperbole 
tracée  dans  le  plan  des  deux  moments  extrêmes ,  ces  deux  courbes 
ayant  leurs  axes  principaux  dans  la  même  direction,  et  chacune  délies 
ayant  ses  sommets  aux  foyers  de  l'autre. 

20.  Quand  on  prendra  un  centre  de  rotation  appartenant  à  l'une 
de  ces  courbes,  réquation(  1 5)  réduite  au  premier  degré  fera  connaître  le 
moment  d'inertie  relatif  au  troisième  axe  permanent.  Les  équations  (4) 
et(i4),  dans  lesquelles  on  introduira  soit  l'hypothèse  c=:o  et  V  =  C, 
soiti^o  et  r=:B,  laisseront  l'un  des  angles  entièrement  indéterminé 
(ce  sera  y  dans  le  premier  cas  et  ,'5  dans  le  second)  ;  mais  elles  détermine- 
ront le  rapport  des  cosinus  des  deux  autres;  et,  si  l'on  compare  la  va- 
leur de  ce  rapport  à  l'équation  de  la  courbe  correspondante,  (16:  ou 
(17),  on  reconnaîtra  que  tous  les  axes  permanents ,  relatifs  à  un 
centre  de  rotation  pn's  sur  l'une  de  ces  courbes  et  qui  correspondent  à 
des  moments  égaux ,  appartiennent  à  un  même  plan  normal  à  la  co- 
nique, et  que  par  conséquent  le  troisième  axe  permanent  est  dirigé 
suivant  la  tangente  à  cette  courbe. 

21.  Les  équations  ^! a)  exprimant  que  la  droite,  inclinée  sur  les 
axes  coordonnés  des  quantités  angulaires  a,  /3,  y,  est  un  axe  perma- 
nent relatif  au  point  [a,  b,  c),'i\  s'ensuit  que  si  l'on  y  regarde  a,  p,  / 
comme  constantes ,  ces  équations  appartiendront  au  lien  géométrique 
de  tous  les  centres  de  rotation  pour  lesquels  l'iui  des  axes  permanents 
est  parallèle  à  la  droite  représentée  par  l'équation 

(18)  '         -—  =  -^  =  — . 

^      '  cos  X         cos  p         cos  7 

Or  les  formules  (  1 2)  donnent  la  suivante 

,      ,  B— C  C— A  ,  A— B 

(19)  a  -\ ^  b  -\ c  =  o, 

^    ^'  cos  a  cosji  cos  7 

qui  représente  un  plan  passant  par  la  droite  (18).  Donc  tous  les  axes 
permanents  parallèles  à  une  direction  donnée  sont  dans  un  même  plan 
passant  par  le  centre  de  grai'ité. 

22.  La  direction  de  la  trace  du  plan  (19)  et  celle  de  la  projection  de 
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la  droite  (i 8;  sur  un  même  plan  principal  sont  liées  par  une  relation 
très-simple.  Soient,  par  exemple  ,  A  et  c?  les  tangentes  trigonométriques 
des  angles  que  font,  avec  l'axe  des  x  ou  des  a,  celles  de  ces  lignes  qui 
sont  dans  le  plan  des  a,  b,  de  sorte  que  l'on  ait 

C—  A  \cos  a/  cos  «  ' 

on  déduit  de  là 

(20)  ^  _  ^Zf 

^     ^  S   —  A— c- 

Comme  cette  relation  ne  renferme  que  le  rapport  ^,  il  s'ensuit  aue 

*  '^         cos  ï  T 

si,  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  principaux,  on  mène 
tant  de  droites  que  l'on  voudra,  et  que  Ion  détermine  le  plan  qui  con- 
tient tous  les  axes  permanents  parallèles  à  l'une  de  ces  droites,  tous  las 
plans  ainsi  obtenus  auront  la  même  trace  sur  le  plan  principal  en 
question . 

23.  La  relation  (20)  lie  aussi  la  direction  d'un  diamètre  de  l'ellipse 
représentée  par  les  équations  (16)  avec  celle  de  la  normale  à  l'extrémité 
de  ce  diamètre.  On  conclut  de  là  cette  construction  :  Me?iez  à  l'ellipse 
focale  {16)  une  normale  parallèle  à  la  projection  de  la  droite  donnée; 
joignez  le  centre  de  gravité  au  point  où  cette  normale  rencontre  la 
courbe,  et  vous  aurez  la  trace  du  plan  qui  contient  tous  les  axes  per- 
manents parallèles  à  la  droite  donnée. 

La  considération  de  l'hyperbole  focale  déterminée  par  l'équation  (  1 7) 
fournirait  des  conséquences  analogues;  mais  le  moyen  de  construction 
que  l'on  en  déduirait  deviendrait  illusoire  si  la  trace  du  plan  cherché 
ne  devait  pa^  rencontrer  cette  courhe. 

24.  Pour  connaître  la  nature  de  la  courbe  représentée  par  les  équa- 
tions (12),  dans  lesquelles  a,  |5,  7  sont  constants  (n»  21},  j'ajoute  ces 
équations  élevées  au  carré;  après  des  réductions  et  des  transforma- 
tions faciles  à  saisir ,  on  trouve 

(21)  R'  ^J^i^^^rs^^c-  —  R'^  =  T. 
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On  a  fait  ici ,  pour  abréger , 

y' (A  —  B)^  cos'acos'p  +  (C  —  A)"  cos'acos^y  +  (B  —  C)"cos^  pcos'y 


Le  radical  v'rt"  +  h^  -\-  c'^  —  R'^  exprime  la  longueur  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  d'un  point  de  la  courbe  sur  la  droite  de  l'équation  (18); 
R'fn"  17)  représente  la  distance  de  l'origine  au  pied  de  cette  perpendi- 
culaire; ces  deux  quantités  sont  donc  les  coordonnées  rectangulaires 
d'un  point  de  la  courbe  dans  son  plan;  et,  puisque  leur  produit  est 
constant,  il  s'ensuit  que  le  lieu  géométrique  des  centres  de  rotation 
des  aoces  permanents  parallèles  à  une  droite  donnée  est  une  hyperbole 
équilatère  située  dans  le  plan  déterminé  n"  22,  ayant  son  centre  au 
centre  de  gravité  du  corps,  et  pour  asymptote  une  parallèle  à  la  droite 
donnée. 

Pour  abréger,  on  peut  appeler  cette  courbe  l'hyperbole  équilatère 
correspondante  à  la  droite  donnée. 

Puisque  la  parallèle  à  la  droite  donnée  qui  passe  par  le  centre  de 
gravité  est  l'asymptote  de  l'hyperbole  correspondante,  on  voit  que  le 
centre  de  rotation  dune  droite  menée  par  le  centre  de  gravité  est  à  l'in- 
fini. 

25.  Si  la  droite  donnée  était  parallèle  a  l'un  des  axes  principaux, 
les  deux  équations  de  l'hyperbole  équilatère  se  réduiraient  à  celle  du 
plan  perpendiculaire  à  cet  axe.  Donc,  atout  point  d'un  plan  principal , 
il  correspond  un  axe  permanent  perpendiculaire  à  ce  plan.  Cette  pro- 
position et  ses  conséquences  sont  développées  dans  la  Note  de  M.  Gui- 
bert. 

26.  Supposons  connu  le  point  où  une  hyperbole  équilatèredéterminée 
parles  équations  (  1 9)  et  (2  1  )  rencontre  le  plan  des  a,  b  ;  comme,  au  même 
point,  il  y  a  un  axe  permanent  perpendiculaire  à  ce  plan  principal  (n°  2S), 
et  que  la  droite  donnée  est  en  général  oblique  à  ce  plan ,  il  faut  que  le 
point  en  question  soit  un  des  centres  de  rotation  auxquels  correspon- 
dent (n°  19)  une  infinité  d'axes  permanents;  donc  ce  point  doit  être 
sur  l'ellipse  focale  des  équations  (16).  De  là  résulte  la  conséquence  sui- 
vante qui,  réunie  à  la  construction  donnée  n°  25,  sert  à  déterminer 
complètement,  par  la  règle  et  le  compas ,  l'hyperbole  équilatère  dont 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  a 55 

il  s'agit  :  Une  hyperbole  représentée  par  les  équations  (  j  9)  et  [11)  perce 
le  plan  des  a,  b  aux  points  oh  la  trace  de  son  plan  rencontie  l'ellipse 
focale  de  l'équation  f  16). 

Ainsi  l'on  connaît  les  asymptotes  et  un  point  de  cette  courbe,  la  quan- 
tité T  (n"  24)  peut  donc  être  obtenue  par  des  opérations  graphiques. 

On  conclut  encore  de  ce  qui  précède  que  toutes  ces  hyperboles  éqni- 
latères  rencontrent  le  plan  des  a,  h;  aucune  (Telles  n'atteint  le  plan 
des  b.  Ci  celtes  qui  sont  situées  dans  les  plans  passant  par  les  diamètres 
transverses  de  l'hyperbole Jocale  [i"]]  coupent  seules  le  plan  des  a,  c. 
Enfin  les  hyperboles  équilatèreSj  situées  dans  différents  plans  qui  ont 
une  tracé  commune  (n°  22) ,  rencontrent  toutes  aux  mêmes  points  le 
plan  principal  qui  contient  cette  trace. 

Ces  propositions  peuvent  être  prouvées  analytiquement  au  moyen 
des  éqTiatioHS  (lît).  Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  cherche  le  lieu  des 
points  de  rencontre  de  toutes  les  hyperboles  equilateres  qu'elles  repré- 
sentent avec  le  plan  des  a,  b ,  on  trouve  une  équation  indépendante 
des  angles  a,  /5,  y  qui  n'est  autre  que  celle  de  l'ellipse  focale  (16),  etc. 

27.  Puisque  la  direction  de  l'un  des  axes  permanents  est  connue 
quand  le  centre  de  rotation  est  pris  sur  l'une  des  hyperboles  équilatéres 
que  nous  considérons,  il  s'ensuit  que  la  détermination  des  deux  autres 
axes  permanents  ne  doit  dépendre  que  de  constructions  exécutables 
avec  la  règle  et  le  compas.  En  effet,  soient  p  et  q  les  coordonnées, 
parallèles  aux  axes  des  a  et  des  b,  du  point  où  l'un  des  axes  perma- 
nents cherchés  rencontre  le  plan  des  «/>  ;  P  et  Q  les  coordonnées  du 
point  analogue  de  l'axe  permanent  connu.  On  introduira  ces  expres- 
sions dans  les  équations  (la)  au  moyen  des  formules 

COS  a  a  —  p  lOS  p  b  —  q 

COS  y  r       '  COS  7  c 

On  obtiendra  ainsi  deux  équations  qui  devront  être  satisfaites  par  p  =  P 
etf/  =:  Q.  En  ayant  égard  à  cette  condition,  on  trouvera,  pour  déter- 
miner les  inconnues,  les  deux  relations 

iA.  —  B)pq  ■+-  (B  — C)  bp  —  (A  —  C;  aq  =  o, 
A  — C  B  — C         M' 
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La  seconde,  qui  est  linéaire,  étant  comparée  à  l'équation  '^i6),  con- 
duit à  ce  théorème  :  Les  points  où  Les  trois  axes  permanents  relatijs  à 
un  même  centre  de  rotation  rencontrent  l'un  des  plans  principaux . 
forment  un  triangle  dont  chaque  sommet  est  le  pôle  du  côté  opposé  par 
rapport  à  la  conique  focale  située  dans  ce  plan  principal. 

Ainsi ,  en  construisant  la  polaire  du  point  où  l'axe  permanent  connu 
rencontre  le  plan  des  ah  ,  on  aura  une  première  ligne  contenant  les 
deux  points  cherchés.  Ces  deux  points  appartiennent  aussi  à  l'hyper- 
bole représentée  par  la  première  des  équations  ci-dessus.  La  solution 
demandée  n'a  donc  plus  de  difficulté. 

28.  Par  le  centre  de  l'hyperbole  é(juilatère  correspondante  à  la 
droite  de  l'équation  ;  iS),  menons  une  perpendiculaire  à  son  plan  '19)  : 
la  projection  de  cette  droite  sur  le  plan  des  ah  fera  avec  l'axe  des  a 
un  angle  ayant  pour  tangente  trigonométrique 

^,  C  —  A   cosa 

°     ~  B— C  cosjî' 

La  relation  (aoj  donnera  l'inclinaison  A'  de  la  trace  du  plan  de  l'hy- 
perbole équilatere  correspondante  à  cette  nouvelle  droite ,  savoir 

,  cos  a. 

cos  6' 

Comparant  cette  valeur  à  celle  de  (?^n"22).  on  voit  que  la  première  droite 
donnée  est  perpendiculaire  au  plan  de  la  seconde  hvperbole:  d'où  l'on 
conclut  que  .y/ /'o72  mène  une  perpendiculaire  au  plan  de  l'hyperbole  cor- 
respondante à  une  droite  donnée ,  cette  perpendiculaire  et  la  droite 
donnée  seront  réciproquement  telles  que  chacune  d'elles  sera  perpendi- 
culaire au  plan  de  l'hjperbole  qui  correspond  à  l'autre  ;  et  que  par 
conséquent  ces  deux  hyperboles  équilatères  auront  une  asymptote  com- 
mune dirigée  suivant  l'intersection  de  leurs  plans. 

29.  Au  point  commim  de  ces  deux  hyperboles,  point  qui  est  à 
l'infini  sur  leur  asymptote  commune,  deux  des  axes  permanents  sont 
parallèles  aux  deux  autres  asymptotes  de  ces  courbes;  donc  le  troisième 
est  dirigé  suivant  l'asymptote  commune.  On  conclut  de  là  que,  si  l'on 
a  la  direction  de  l'une  des  droites  données  dont  il  est  question  dans  le 
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problème  énoncé  au  n"  IG  ,  ce  problème  sera  impossible  dans  les  deux 
cas  suivants  : 

1°.  Si  les  deux  aulres  directions  données  sont  les  deux  autres  asymp- 
totes des  deux  hyperboles  éijuilatères  dont  la  droite  dontu'C  est  Vasjmp- 
tote  commune  :  alors  le  point  demandé  est  à  l  infini  sur  la  droite  donnée; 

•2".  Si  l'une  des  deux  autres  directions  données  est  la  seconde  asymp- 
tote de  l'hyperbole  équilatère  correspondante  à  la  droite  donnée.  Alors 
le  point  cherché  est  à  l' infini  de  cette  seconde  asjmptote. 

On  verra  (n°  35  )  que  ces  directions ,  auxquelles  répondent  des  va- 
leurs infinies,  sont  les  liniites  des  solutions  réelles  et  des  résultats  ima- 
ginaires. 

50.  En  comparant  les  formules  du  n°  28  avec  celles  du  n°  22,  on 
trouve 

^^  =  -Â=c' 

relation  qui  convient  aux  directions  de  deux  diamètres  conjugués  de 
l'ellipse  représentée  par  les  équations  (16).  Donc  les  traces  des  plans  de 
deux  hyperboles  équilatères  ayant  une  asjmptote  commune  jormetit 
un  système  de  diamètres  conjugués  de  la  conique  focale  située  dans  le 
plan  de  ces  traces. 

31.  La  relation  précédente  et  celles  que  l'on  trouverait  delà  même 
manière,  en  considérant  les  projections  faites  dans  le  plan  des  a,  c, 
suffisent  pour  déterminer  tous  les  éléments  de  la  seconde  hyperbole 
située  dans  un  plan  perpendicidaire  à  celui  de  la  première  et  ayant  une 
asymptote  commune  avec  celle-ci.  Si  l'on  désigne  par  -'  la  puissance  de 
cette  seconde  hyperbole  analogue  à  la  quantité  -  [n"  24),  par  a',  p',  7  ' 
les  inclinaisons  sur  les  axes  coordonnés  de  la  droite  à  laquelle  elle  cor- 
respond. Les  conditions  du  n"  28  donneront 

COS  a  cos  a'  cos  p  cos  p'   cns  7  cos  7'  _ 

~B— ^~  ""  ""c  — A       ~       A— B      ' 

d'où  l'on  conclura 

Mt  cos  a'  =  (A  —  C)  cosj'S  cos  7,  M-  cosjS'  =  ;C  —  A)  cos  a  cos  7, 
MTC0S7'  =  (A  —  E)  cosa  cosp,  Mr'cosa  =  (B  —  Clcosp'cos/, 
Mt'  cosjS  =  (C  —  A)  cos  a' cos  7',      Mt'  cos  7  =  (A  —  B)cosa'cos/5'. 

Tome  \  I.  —  Juillet  1S41.  JJ 
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D'après  ces  relations  on  obtiendra  -'  de  cette  manière  :  Portez  sur 
chacun  des  trois  cuces  principaux  une  longueur  qui  représente  le  quo- 
tient de  la  différence  des  moments  d'inertie  relatifs  aux  deux  autres, 
divisée  par  la  masse;  projetez  chacune  de  ces  longueurs  sur  la  droite 
donnée  (  1 8)  ;  faites  le  prodidt  de  ces  trois  projections  que  vous  diviserez 
par-^,  et  le  résultat  sera  la  valeur  de  t'. 

52.  La  direction  de  l'asymptote  commune  aux  deux  hyperboles 
équilateres  considérées  (n°  28)  est  entièrement  déterminée;  on  pourra 
donc  obtenir,  en  fonction  des  angles  a,  jî,  y,  la  puissance  T"de  l'hy- 
perbole correspondante  à  cette  droite  :  en  comparant  la  valeur  trouvée 
aux  expressions  de  -  et  de  -',  on  aura  la  relation 


T  =:     T 


35.  Si  l'on  désigne  par  x,  j,  z  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque rapporté  aux  axes  principaux,  les  équations  des  plans  de  deux 
hyperboles  équilateres  ayant  une  asymptote  commune  seront 


B  — C  C  — A  A  — B  ,    o  oj\ 

X  -\ ,-  r  -1 ;;  =  o      n°  21  , 

cos  a  cos  p  '^  cos  7  \  I  ' 

et 

X  COS  a  +  r  cos  jS  ■+-  z  cos  ■/  ^  o     [n"  28). 


Soient  h  et  h'  la  distance  du  lieu  de  l'élément  dm  à  chacun  de  ces 
plans;  on  formerait  facilement  les  valeurs  de  ces  quantités;  et  si  l'on 
multipliait  leur  produit  par  d)n,  on  trouverait,  en  ayant  égard  k  la 
position  des  axes  coordonnés,  c\\\&  l'intégrale  f  h  h' dm,  étendue  à  toute 
lu  masse  du  corps,  est  égale  à  zéro. 

54.  Nous  pouvons  maintenant  résoudre  la  question  énoncée  n"  16  : 
Déterminer  le  point  de  l'espace  oii  les  trois  axes  permanents  ont  des 
directiojis  coimues. 

Une  seule  de  ces  directions  est  entièrement  arbitraire ,  et  la  question 
revient  à  chercher  im  centre  de  rotation  qui  ait  deux  axes  permanents 
parallèles  à  deux  droites  données  perpendiculaires  entre  elles. 
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Je  place  Torigine  au  centre  de  gravité  G,  et  je  prends  les  axes  coor- 
donnés 

Gs     dirigé  suivant  l'une  des  deux  droites  données; 

Gx  suivant  la  seconde  as\  m])tote  de  rhyperhole  équilatere  correspon- 
dante à  cette  première  droite  donnée.  Le  plan  des  xr  sera  donc 
le  plan  de  cette  hyperbole  dont  la  puissance  sera  représentée 
par  T,  comme  au  n"  24; 

G  y,  le  troisième  axe  coordonné,  sera  dirigé  suivant  la  perpendicu- 
laire au  plan  de  cette  hyperbole;  et  par  conséquent  le  plan 
àe%  œj-  contiendra  l'hyperbole  équilatere  correspondante  à  la 
droite  Gj.  La  puissance  de  cette  seconde  hyperbole  sera  repré- 
sentée par  T',  comme  au  n°  31. 

Les  positions  des  deux  hyperboles  dont  il  s'agit  étant  entièrement  dé- 
terminées (n""  26  et  28),  on  pourra  fixer  le  sens  des  nouvelles  coor- 
données de  manière  que  T  et  T'  soient  positifs. 

Four  former  l'équation  de  l'hyperbole  correspondante  à  Gz,  je  cherche 
les  coordonnées  a,  h,  c  d'un  point  où  l'un  des  axes  permanents  soit 
parallèle  à  cette  droite  Gz.  La  définition  du  n°  3  donne  les  deux  équa- 
tions 

/ (z  —  c){x  —  d)  dm  =  o 
et 

/(2-  c)(j  -  f^)dm  =  o. 

Mais  le  théorème  du  n°  33  donne /^zrfw»  =r  o;  ces  deux  équahons 
se  réduisent  donc  à 

(a2)  A  :=  o,     ac  =^  —       ^.      =T. 

^      '  M 

On  trouvera  de  même  les  équations  suivantes  pour  l'hyperbole  équi- 
latere correspondante  à  la  droite  Gy, 

(23)  c  =  o,     ab  =  -J'^i'"^  =  T. 

M 

La  seconde  droite  donnée  devant  être  perpendiculaire  à  la  premierf 

33.. 
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Gz,  ses  équations  seront 

(24)  z  =  o,     j  =  âx. 

Je  cherche  l'hyperbole  correspondante  à  cette  droite.  Soient  a,  b,  c 
les  coordonnées  d'un  centre  de  rotation  O  où  l'un  des  axes  perma- 
nents est  parallèle  à  cette  ligne:  la  distance  de  l'élément  dm  au  plan 
mené  par  le  point  O,  perpendiculairement  à  la  droite  des  équations  (24), 
sera 


VI 


Conformément  à  la  définition  du  n"  5 ,  je  mène  par  le  point  O  un 
plan  parallèle  au  plan  œj  et  un  autre  parallèle  à  celui  qui  projette  la 
droite  des  équations  (24);  j'aurai  ainsi  deux  plans  passant  par  la  paral- 
lèle à  cette  droite  menée  du  point  O.  Les  distances  de  l'élément  dm 
à  chacun  de  ces  plans  seront 


et 

y  —  Sx  —  {b~§a) 

les  conditions  du  n°  3  donneront  donc  ici 

f{àj  -{-  ce  —  [i^b -\-  a)]  [z  —  c)  dm  =  o, 

/[(?jr  -H  ^  —  {âh-\-a)]  [j  —  âjc  —  {b  —  âa)]dm  =  o. 

Soient  A,,  B,,  C,  les  moments  d'inertie  par  rapport  aux  axes  Gx,  Gj, 
Gz.  En  introduisant  ces  valeurs  dans  les  deux  équations  précédentes, 
elles  deviendront ,  réduction  faite , 

^^  I  M{<^b  +  a)  {b  -  &a)  =  (i  -  c?')  Mt'  -<-  t?  (B,  -  A,). 

Ces  deux  équations  appartiennent  à  une  hyperbole  équilatere  située 
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clans  le  plan  représenté  par  l'équation 

,    ~                         M(b  —  Sa)         (i  —  ô')  Mt'  -h  3  (B,  —  A,) 
(26)  — ^^ = ^ -, 

la  puissance  de  cette  hyperbole,  ou  le  produit  constant  des  coordon- 
nées de  l'un  de  ses  points,  par  rapport  à  la  droite  de  l'équation  (24)  et 
à  sa  perpendiculaire,  est  exprimée  par 


(2„>)  v^M'(i  +3')t'+[(i  -S'}  Mt^  +  3(B.-A.)]' 

^    '^  M(i  -+-3') 

Mairjtenant  le  point  cherché  sera  celui  dont  les  coordonnées  satisfe- 
ront aux  quatre  équations  (22)  et  (aS).  Or  la  première  [i5)  est  une  con- 
séquence des  deux  équations  (22)  ;  donc  les  hyperboles  équilatères 
correspondantes  à  deux  droites  perpendiculaires  entre  elles  ont  un  dia- 
mètre commun  réel  ou  idéal ^  dirigé  suivant  la  droite  d'intersection  de 
leurs  pians.  Le  point  demandé,  qui  est  sur  ces  deux  courbes,  pourra 
donc  être  construit  géométriquement  au  moyen  des  principes  précé- 
dents. 

La  question  n'a  pas  plus  de  deux  solutions;  et  quand  elles  sont 
réelles,  les  deux  centres  de  rotation  sont  sur  une  droite  passant  au 
centre  de  gravité  et  coupée  en  deux  parties  égales  par  ce  point . 

55.  Il  résulte  de  la  remarque  du  n°  29  que ,  pour  discuter  la  solu- 
tion précédente ,  il  faut  connaître  les  asymptotes  des  deux  hyberboles 
équilatères  dont  la  ligne  donnée  Gs  serait  l'asymptote  comniiuie.  Or 
ces  deux  dioites  sont  dans  le  plan  des  xj,  et  la  ligne  des  équations  (24) 
serait  l'une  d'elles  si  le  plan  de  l'hyperbole  équilatère  qui  lui  corres- 
pond passait  par  la  droite  G::.  Mais  ce  plan  est  représenté  par  léqua- 
tion  (26),  la  condition  dont  il  s'agit  donnera  donc 

(28)  (i   -  0"=)  Mr-  4-  c?(B,  -  A,1  =  o. 

Les  deux  valeurs  de  (?  tirées  de  cette  équation  détermineront  deux 
directions  rectangulaires  qui  seront  celles  des  asymptotes  demandées. 
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Soient 

â'     la  racine  positive  de  l'équation  précédente  ; 

Gjt'  la  droite  dont  la  direction  est  déterminée  par  cette  valeur ,  laquelle 
est  par  conséquent  un  diamètre  transverse  de  l'hyperbole  située 
dans  le  plan  xj  et  représentée  par  l'équation  (aS); 

Gj^'  la  perpendiculaire  à  Gx' ,  de  sorte  que  Gj'  ne  rencontre  pas  la 
même  hyperbole. 

Cela  posé,  la  solution  de  la  question  du  n°  34,  qui  est  renfermée  dans 
les  formules  (22)  et  (aS  ),  peut  être  présentée  de  la  manière  suivante  : 

b  =z  o, 
ac  =  T, 

„   _  (A.-B.)o°  +  (^--.)Mt- 

Si  l'on  introduit,  dansla  valeur  de  a-,  celle  de  0"  qui  satisfait  à  l'équa- 
tion (28) ,  on  trouve 


{'-m-'ï 


On  voit  d'abord  que  a  est  infini  quand  on  a,  soit  0*  :=  o ,  soit  ci*  ^  ce  ; 
que  a  est  nul,  et  par  suite  c  infini,   quand  on  a,  soit  â  =  ^',  soit 

0*  =  —  — ,•  Ces  résultats  ne  sont  que  la  reproduction  des  remarques  du 

n°  29. 

Puisque  ,  dansla  formule  précédente,  r'  et  0*'  sont  positifs,  on  voit 
que ,  la  seconde  droite  donnée  étant 

dans  V angle  xGx',  la  solution  du  problème  du  n"  54  est  imaginaire, 

dans  l'angle  x'Gj,  la  solution  est  réelle, 

dans  V angle  j  G  j' ,  la  solution  est  imaginaire, 

dans  le  supplément  de  l'angle  j'Gjc,  la  solution  est  réelle. 

56.  Soit  T  la  puissance  de  l'une  des  hyperboles  équilatères  corres- 
pondantes aux  droites  Gx'  et  Gy' .  Cette  valeur  sera  donnée  par  la  for- 
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mule  (27),  dans  laquelle  on  introduira  la  relation  (28)  ;  et  l'on  aura 


^/'i-hS' 


Si  donc  on  représente  par  «  l'angle a:Gx',  on  aura,  pour  T,  deux 
valeurs  exprimées  par 

T  cos  w     et     T  sin  y. 

Donc  si  l'on  a  deux  hyperboles  e'quilatères  dont  les  plans  se  coupent 
suivant  leur  asymptote  commune  (n"  28),  et  que  Ion  fasse  passer  par 
cette  droite  le  plan  de  l'hyperbole  qui  lui  correspond  (n"  2i);  si ,  dans 
ce  plan,  on  construit  une  surface  e'gale  à  la  puissance  de  l'hyperbole 
qu'il  contient,  les  puissances  des  deux  premières  seront  respectivement 
égales  aux  projections  faites  dans  leurs  plans  de  la  puissance  de  la 
troisième. 

La  relation  trouvée  n"  32  est  une  conséquence  de  ce  théorème. 

57.  Les  questions  résolues  n°'  21,  23,  24  et  26  donnent  immédia- 
tement la  solution  de  ce  problème  :  Déterminer  le  centre  de  rotation 
d'un  plan  donné. 

En  effet,  le  point  cherché  est  à  la  rencontre  du  plan  donné  avec  l'hy- 
perbole équilatère  correspondante  à  ime  droite  perpendiculaire  à  ce 
plan. 

Ce  problème  n'aura  généralement  qu'une  solution,  parce  que  le  plan 
donné  est  parallèle  à  l'une  des  asymptotes  de  l'hyperbole.  Le  point 
demandé  serait  à  l'infini  si  le  plan  donné  passait  par  le  centre  de  gra- 
vité. La  question  serait  indéterminée  si  ce  plan  coïncidait  avec  l'un  des 
plans  principaux. 

38.  En  traitant  par  l'analyse  la  question  précédente,  on  est  conduit 
à  considérer  ime  surface  du  cinquième  degré  qui  peut  être  engendrée 
d'une  manière  assez  simple  par  le  mouvement  d'une  section  conique. 

Je  place  l'origine  en  un  point  du  plan  donné,  et  je  dirige  les  axes 
coortloimés  suivant  les  axes  permanents  relatifs  à   cette  origine.   Le 
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plan  donné  sera  représenté  par  Téquation 

X  cos  rj.  -\-  y  cos  fi  -\-  Z  cos  y  =  o , 

dans  laquelle  a,  p,  y  sont  les  inclinaisons  de  la  perpendiculaire  à  ce 
plan  sur  les  axes  coordonnés.  Je  reprends  les  notations  du  n"  10,  et  je 
pose,  en  outre, 

or,  cos  a  -\-  j-,  cos  fi  ■+■  z,  cos  y  ==  R,  , 

de  sorte  que  R,  représentera  la  distance  du  centre  de  gravité  au  plan 
donné.  Si  l'on  appelle  a,  b.  clés  coordonnées  de  son  centre  de  rotation, 
on  aura  d'abord 

(29)  a  cos  &.-{-  b  cos  f>  -\-  c  cos  y  =  o; 

ensuite  les  coordonnées  a,  b,  c  doivent  satisfaire  aux  équations  (3), 
puisque  l'un  des  axes  permanents  relatifs  à  ce  point  fait,  avec  les  axes 
coordonnés,  les  angles  a,  jS,  y;  écrivant  donc  cette  condition ,  on  trouve, 
réduction  faite, 

(A,  —  R,)  cos  a  cos  /5  =  MR,  {b  cos  a.  —  a  cos  |3), 
(C,  —  A,)  cos  a  cos  y  :=  MR,  (a  cos  y  —  c  cos  a), 
(B,  —  C,  )  cos  fj  cos  y  =  MR,  [c  cos  jS  —  A  cos  y  ). 

Ces  équations,  qui  se  réduisent  à  deux,  étant  réunies  à  l'équation  (29), 
composent  un  système  du  premier  degré  qui  résout  la  question. 

Eu  introduisant  la  quantité  auxiliaire 

I  =  A,  cos^  a  H-  B,  cos^  jS  -f-  C,  cos*  y, 
les  valeurs  des  coordonnées  deviennent 


,0   X  I— A,  ,         1— B,  fj  I— C. 
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Ces  formules  confirment  le  résultat  de  la  discussion  du  n"  57. 

39.  Les  relations  (29)  et  (3o)  étant  homogènes  par  rapport  aux  co- 
sinus, donneront  deux  équations  finales  par  l'élimination  de  ces  trois 
lignes  trigonométriques,  savoir  : 


(30 


Mx,a  Mr,b  Mz,r 


Si  l'on  élimine  I  entre  ces  deux  dernières,  ou  aura  l'équation  de  la 
surface  qui  contient  les  centres  de  rotation  de  tous  les  plans  passant  par 
un  point  donné.  Pour  exécuter  cette  opération  on  pourra  amener  les 
équations  (3i)  à  être  du  premier  degré  en  T  par  une  transformation  qui 
donnera 

r  _   A     _  Ma[(B,  —  C^)x,bc-^{C^  —  A.) j.gc  +  (A,  —  B,)z.a^»] 
*   ~  (B,  —  C)  bc  —  M  (a'  +  b'  +  c')  (z.è  —  y,c)  ' 

I   _  j.     _  Mb  [(B,  —C,)x,bc  +  (C.  —  A.)/,ac  +  (A,  —  B,)z,ab ] 

'  (C,  —  A,)ac  — M(a' +  è' -t-c')(x,c  — z,a)  ' 

,  _  „     _  Mc[(B,  — C,).r.6c  -+-  (C,  —  A,)  j.flc  +  (A,  -+-  B.)  z,ab  ] 
'    ""  (A,  —  B,)  ab  —  M  (a'  +  b' -h  C)  Q-.a  —  x,6)  " 

T/élimination  de  I  entre  ces  équations,  qui  se  réduisent  à  deux  dis- 
tinctes, conduira  à  une  équation  du  cinquième  degré  appartenant  à 
la  surface  demandée. 

40.  Mais,  au  \ieu  de  cette  équation  unique,  on  peut  employer  les 
deux  équations  (3i)  pour  représeiîter  la  surface  dont  il  s'agit.  La  se- 
conde appartient  à  un  cône  dont  les  axes  principaux  sont  dirigés  sui- 
vant les  axes  coordonnés;  et  si  l'on  a ,  comme  au  n"  II, 

A,   >   B,   >  C,, 
les  deux  lignes  Jocales  de  ce  cône,  situées  dans  le  plan  a:z,  font  avec 
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l'axe  des  z  des  angles  dont  les  tangentes  trignométriques  sont 


Jtzl,    et   -J: 
V  B— c  V  : 


A— B 
B^IC' 


quantités  indépendantes  du  paramètre  variable  l.  Si,  en  outre,  on  fait 
attention  à  la  forme  de  la  première  équation  (3i),  on  arrive  à  la  con- 
séquence suivante  :  Construisez  à  volonté  un  cône  dont  les  axes  prin- 
cipaux soient  dirigés  suivant  les  axes  permanents  qui  se  croisent  au 
point  donné  et  dont  les  directions  des  lignes  focales  soient  déterminée.: 
par  les  valeurs  ci-dessus  ;  construisez  aussi  le  plan  représenté  par  la 
première  équation  (3 1  )  et  qui  est  parallèle  cm  plan  polaire  du  centre  de 
gravité  par  rapport  au  cône;  l'intersection  du  cône  et  du  plan  ainsi 
obtenus  appartiendra  à  la  surface  demandée. 
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DE  LA  LIONE  GÉODÉSIQLE  SUR  UN  ELLIPSOÏDE, 

t.r 
DES.  niFFÉRENTS   USAGES  iyi'\E  TRANSFORMATION   A\yU-\TIQUE  RE>IAR(^l  AilLE  J 

Par   31     JACOBI  [*]. 

(Lu  il  r Académie  des  Sciences  de  Berlin,  le  ib  avril  18J9  ) 


La  surface  di'  la  Terre  n'étant  pas  une  surface  de  révolution,  on  a 
souvent  essayé  de  rattacher  un  ellipsoïde  osculateurà  trois  axes  inégaux 
aux  triangulations  faites  en  un  point  de  cette  surface;  cela  rend  plus 
intéressant  le  problème  dont  l'objet  est  de  déterminer  la  ligne  géodé- 
sique  sur  un  tel  ellipsoïde,  problème  qui  semble  présenter  les  plus 
grandes  difficultés  analytiques.  En  effet,  l'équation  différentielle  du 
second  ordre  dont  ce  problème  dépend,  quand  on  choisit  les  variables 
dont  on  fait  ordinairement  usage,  paraît  d'une  forme  si  compliquée, 
qu'on  est  facilement  rebuté  de  le  traiter.  Apres  plusieurs  tentatives 
inutiles,  je  suis  cependant  parvenu,  en  employant  des  artifices  particu- 
liers,'à  intégrer  complètement  cette  équation,  c'est-à-dire  à  la  rame- 
ner aux  quadratures,  comme  je  l'ai  annoncé  à  l'Académie  des  Sciences 
de  Paris  le  28  décembre  iS'5S  {voir  \es  Comptes  rendus ^  tome  VIII , 
page  284)-  Je  vais  maintenant  faire  connaître  la  forme  du  résultat  plus 
explicitement.  Soit  Téquation  de  l'ellipsoïde 
< 

x'  y'         z' 

a  h  c 

a  étant  la  plus  petite  des  trois  constantes  a,  h,  c;  h  la  moyenne,  et  c  la 
plus  grande,  (.omme  on  peut  exprimer  les  trois  coordonnées  d'un  point 


[*J  Cet  aidcle  esl  traduit   de  rallemaiid.    '  nir  lo  toiiic  .\l,\  ^page  Sop)  du  Journal 
de  M.  Crelle.  J-    L. 

34.. 
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d'une  surface  donnée  en  fonction  de  deux  variables ,  je  choisis  ici  les 

angles  ç?  et  i|i  qui  déterminent  les  coordonnées  par  les  formules 

X  =  \    -"—  sin  ?  \h  cos  *  d>  +  c  sin ^  ■^  —  a, 

j  =  \!h  cosç  sin  t|> , 

z  =  y— ^-  cos|  V  c  —  ^  cos^  9  —  ^  sin'  9. 

La  ligne  géodésique  sur  l'ellipsoïde  donné  est  alors  déterminée  par 
l'équation  suivante  entre  les  deux  angles  ç  et  (j/ , 


y/  a  cos  '  <f  +  /)  sin  ^  ^  rfç 


r  v'ac 

a  =    1  -^^ — . 

J    yc  —  acos'iy  —  èsin'ij)   y  (/v  —  a)cos'^ef  —  p 

/V  b  cos  '  i{/  -H  c  sin^  •}  rf-i 
^  è  cos  ^  \!;  +  c  sin  '  ij>  —  a  y'  (<"  —  è)  sin  '  iJj  -t-  p 

Cette  équation  est,  comme  on  le  voit,  d'une  forme  tres-siniple. 
Une  fonction  de  l'angle  ç  est  égale  à  une  fonction  de  l'angle  '{/.  Ces  deux 
fonctions  sont  elles-mêmes  des  intégrales  ahéliennes  et  de  la  forme  qui 
se  présente  immédiatement  après  les  fonctions  elliptiques.  Les  deux  in- 
tégrales abéliennes ,  quoiqu'elles  paraissent  ici  de  formes  trigonométri- 
ques  différentes,  sont  cependant  les  mêmes  au  fond,  desorte  qu'on  peut, 
par  de  simples  substitutions,  les  transformer  en  des  intégrales  dans 
lesquellesles  valeursdela  variable  se  trouvent  seulement  comprises  dans 
des  intervalles  différents.  Les  quantités  a  et  |S  sont  les  deux  constantes 
arbitraires  que  l'intégrale  complète  de  l'équation  différentielle  du  se- 
cond ordre  doit  contenir.  La  constante  a  est  nulle  quand  on  fait  com- 
mencer les  intégrales  depuis  les  valeurs  de  9  et  (|>,  qui  répondent  au 
point  de  l'ellipsoïde  d'où  l'on  tire  la  ligne  géodésique;  l'autre  cons- 
tante arbitraire  [i  n'entre  que  dans  l'un  des  trois  radicaux  qui  se  trou- 
vent comme  facteurs  sous  le  signe  d'intégration  :  on  la  détermine 
algébriquement  par  la  direction  initiale  qu'on  donne  à  la  ligne  géo- 
désique. 
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On  obtient  des  résultats  tout-à-fait  semblables  pour  la  rectification 
de  la  ligne  géodésique.  Dans  le  cas  de  l'ellipsoïde  de  révolution,  une 
des  deux  intégrales  abéliennes  se  change  en  un  arc  de  cercle,  l'autre 
en  une  intégrale  elliptique  de  troisième  espèce,  par  où  l'on  obtient, 
poui-  l'ellipsoïde  de  révolution  ,  l'équation  connue  de  la  ligne  géodé- 
sique. 

Leprocédéque  j'ai  employé,  et  qui  consiste  à  exprimer  les  trois  coor- 
données d'un  point  de  l'ellipsoïde  par  deux  angles  ip  et  1]^ ,  est  le  même 
auquel  on  est  conduit,  quand  on  détermine  le  point  de  l'ellipsoïde  par 
l'intersection  des  deux  lignes  de  courbure  sur  lesquelles  il  se  trouve,  oti. 
ce  qui  revient  au  même ,  d'après  la  belle  remarque  de  M.  Charles  Diipin . 
quand  on  considère  ce  point  comme  l'intersection  de  l'ellipsoïde  avec  les 
deux  hyperboloïdes  qui  passent  par  le  même  point  et  dont  les  sections 
principales  ont  les  mêmes  foyers  que  celles  de  l'ellipsoïde.  I^gendre  a  le 
premier  employé  les  formules  de  Monge  relatives  à  cet  objet  comme  ins- 
trument analytique  pour  ramener  l'aire  de  la  surface  de  l'ellipsoïde  à 
la  rectification  de  l'ellipse,  ainsi  qu'autrefois  Archimède  avait  ramené 
la  mesure  de  la  surface  sphérique  à  celle  de  la  circonférence  du  cercle  [*]. 
Euler  s'était  servi  déjà  de  formules  semblables,  mais  bornées  au  cas 
du  plan,  dans  son  travail  célèbre  sur  le  mouvement  d'un  point  attiré 
par  deux  centres  fixes  suivant  la  loi  de  Newton  ;  car  les  deux  variables 
qu'il  a  choisies  reviennent,  d'après  une  remarque  de  Legendre,  à  con- 
sidérer le  point  attiré  comme  l'intersection  de  l'ellipse  et  de  l'hyper- 
bole qui  passent  par  ce  point  et  qui  ont  pour  foyers  communs  les  deux 
centres  d'attraction. 

On  peut  faire  une  autre  application  remarquable  du  moyen  indiqué 
plus  haut,  d'exprimer  les  coordonnées  d'un  point  d'un  ellipsoïde,  an 


[*]  l'ai  montré,  dans  le  tomp  VIII  du  Journal  de  M.  Crelle,  qu'on  peut  arriver  aux 
rrsultats  de  Legendre  d'une  manière  très-simple  et  élémentaire ,  quand  on  exprime  les 
coordonnées  d'un  point  d'un  ellipsoïde  parles  deux  angles  qui  déterminent  la  direction 
de  la  normale  en  ce  point.  M.  Dirichlet  a  récemment  donné,  dans  un  Mémoire  lu  à 
l'Acadciuie,  une  autre  méthode,  aussi  neuve  qu'élégante  et  générale,  qui  conduit  .lu 
même  but . 
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problème  de  figurer  la  surface  de  Tellipsoïde  sur  une  carte ,  de  ma- 
nière que  les  parties  infiniment  petites  demeurent  semblables. 

C'est  ainsi  que  Lambert,  dans  ses  Mémoires,  a  traité  le  problème 
des  cartes-projections;  et  Lagrange  a  donné,  dans  les  Mémoires  de 
cette  Académie,  la  solution  générale  pour  toutes  les  surfaces  de  révo- 
lution, solution  que  M.  Gauss  a  étendue  à  toutes  les  surfaces,  dans  un 
Mémoire  coiu'onné  par  l'Académie  de  Copenhague  et  imprimé  dans  le 
Journal  astionoinique  de  Schumacher. 

Si  l'on  exprime  l'élément  d'une  courbe  tracée  sur  la  surface  par 


\jKdt^  -h   iBdtcfu  ■+■  Cdu-, 


t  et  u  étant  les  deux  variables  par  lesquelles  on  détermine  un  point  de 
la  surface  donnée,  on  a  l'expression  quadratique 

kdt-   ■+■   iBdtdu  -^-   Cdu^, 
à  décomposer  en  deux  facteurs 

Vdf  +    (Q  -+-   \^)du, 


Vdt  -+-  (q   —   vR)^«. 

La  solution  du  problème  dépend  donc,  d'après  la  théorie  donnée  pnr 
M.  Gauss,  de  l'intégration  de  l'équation 

P<^^  -f-   (Q   -I-   vR)c^«   =  o, 

dans  laquelle  P,  Q,  R  sont  des  fonctions  données  de  t  et  u. 

Pour  les  surfaces  de  révolution .  cette  équation  peut  toujours 
s'intégrer  et  l'on  tombe  sur  les  formules  données  par  Lagrange.  J'ob- 
serve encore,  ce  qu'il  est  aisé  de  voir,  qu'il  en  est  de  même,  en  géné- 
ral, pour  les  surfaces  coniques  et  cylindriques.  Quoique  l'on  traite  ainsi 
facilement  toutes  les  surfaces  particulières  du  second  ordre,  le  problème 
pour  la  surface  générale  du  second  ordre  présente  néanmoins  des  obs- 
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tacles  insurmontables  par  le  choix  ordinaire  des  variables,  à  cause  de 
la  forme  compliquée  de  l'équarion  différentielle  à  intégrer.  Mais  si  l'on 
prend  l'expression  de  l'élément  d'une  courbe  tracée  sur  l'ellipsoïde  , 
telle  que  je  l'ai  donnée  dans  le  tome  VITI  du  Journal  de  M.  Crelle,  les 
variables  se  séparent  d'elles-mêmes  dans  l'équation  différentielle,  et  le 
problème  est  ramené  à  de  simples  quadratures  et  même  à  des  trans- 
cendantes abéliennes. 

On  peut  aisément  étendre  les  formules  relatives  à  trois  variables,  dans 
les  problèmes  indiqués  plus  haut,  à  im  nombre  quelconque  de  va- 
riables ,  et  Ton  généralise  ainsi  d'une  manière  remarquables  des  théo- 
rèmes importants.  J'ai  de  cette  manière  étendu  la  célèbre  relation  dé- 
couverte par  Legendre,  entre  les  intégrales  complètes  de  deux  fonctions 
elliptiques  du  premier  et  du  second  ordre,  dont  les  modules  sont 
compléments  l'un  de  l'autre,  à  toutes  les  intégrales  abéliennes.  Mais 
la  même  substitution  m'a  aussi  conduit  au  théorème  même  d'Abel ,  par 
une  voie  et  par  des  considérations  tout-à-fait  différentes  de  celles 
d'Abel,  et  qui  tirent  leur  origine  d'un  problème  de  mécanique. 

Les  formules  d'Euler,  pour  l'orbite  d'un  point  attiré  par  deux  centres 
fixes,  contiennent  des  transcendantes  elliptiques.  Si  l'une  des  masses 
ou  chaque  masse  est  nulle,  l'orbite  est  une  ellipse  ou  une  ligne  droite, 
et  par  conséquent  son  équation  est  algébrique.  Mais,  par  l'évanouisse- 
ment d'une  masse  ou  des  deux  niasses,  les  intégrales  elliptiques  ne 
cessent  pas  d'être  des  intégrales  elliptiques;  de  sorte  qu'on  représente 
le  mouvement  elliptique  d'une  planète,  ou  même  le  mouvement  recti- 
ligne  d'un  point,  par  une  équation  entre  des  intégrales  elliptiques. 
Cette  forme  n'est  pas  sans  intérêt  ;  car  nous  avons  ici ,  pour  le  mouve- 
ment elliptique  ,  des  formules  qui  n'éprouvent  qu'une  légère  altéra- 
tion quand  il  survient  encore  un  second  centre  attirant.  Il  y  a  donc 
deux  manières  de  traiter  le  même  problème,  dont  l'une  donne  la  solu- 
tion sous  forme  transcendante,  l'autre  sousforme  algébrique  ;  en  d'autres 
termes  l'on  a  une  nouvelle  méthode  pour  trouver  le  théorème  fondamen- 
tal sur  l'addition  des  intégrales  elliptiques.  Dans  sa  solution  du  pro- 
blème mécanique  ,  dans  les  anciens  Mémoires  de  cette  Académie,  Euler 
n'a  employé  le  théorème  fondamental  qu'il  a  découvert  qu'à  la  véri- 
fication des  formules  trouvées  pour  les  cas  particuliers.   11  m'a  paru 
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important  d'établir  la  liaison  des  deux  méthodes  qui  donnent  la  forme 
transcendante  et  la  forme  algébrique,  pour  passer  directement  de  l'iuie 
à  l'autre.  En  opérant  l'extension  facile  des  formules  employées  pour 
deux  variables  à  un  nombre  quelconque  de  variables  ,  je  rencontrai  le 
théorème  d'Abel  ,  et  même  sous  une  forme  nouvelle ,  remarquable 
et  élégante.  En  même  temps  s'offrit  à  moi  un  moyen  simple  d'ar- 
river directement,  par  des  multiplications  convenables,  aux  intégrales 
algébriques  d'un  système  d'équations  différentielles  ordinaires,  que 
j'avais  précédemment  posées  dans  le  Journal  de  M.  Crelle,  concernant 
les  transcendantes  abéliennes  ;  ce  qui  m'avait  paru  auparavant  bien  dé- 
sirable, mais  aussi  très-difficile,  à  cause  de  la  grande  complication  du 
sujet. 

Un  des  mathématiciens  les  plus  pénétrants,  M.  Lamé ,  correspondant 
de  cette  Académie,  a  récemment  employé  les  substitutions  que  j'ai 
mentionnées  à  la  solution  de  problèmes  de  phvsique  très-difficiles. 


A  %AA'V>A'ViVVVVV\.VVV%  V\AAM«/VV\ 
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DEMONSTRATION  ÉLÉMENTAIRE 

d'uw 
THÉORÈME   DE  LEGENDRE   RELATIF  A   LA    TRIGONOMÉTRIE   SPHÉRIQUE; 

Par  m.  gauss  ri. 


On  peut  résoudre  de  petits  triangles  sphéiiques  comme  des  trian- 
gles plans,  pourvu  que  l'on  diminue  chaque  angle  sphérique  du  tiers  de 
l'excès  sphérique.  Voici  une  démonstration  tout-à-fait  élémentaire  de 
ce  théorème. 

Désignons  l'excès  sphérique  par  3oj,  les  trois  côtés  du  triangle  par 
a,  b,  c,  et  les  angles  sphériques  opposés  par  A  ■+■  w,  B  -+-  &j,  C  -H  w. 
On  a  les  deux  formules  connues 

sin  "  4  rt   =  ^sin4^.sin(A-^<.) 

-  sin(B -)- w)sin(C -t- w)  ' 

COS^irt  =  sjP(B-T")sin(C-jo>j. 

■^  sin(B  -f-  M)sin(C-t-  m)    ' 


d'où  résulte 


siQ^ja  _  sin^|Msin^(A  — JM 

cos'ia         sin'  (B  -I-  w)  sin  (B  —  -iw)  sin' "(C+^«)lin]C  — y«)' 


On  a  de  même       * 


sin^T^  _    sin^f  o.sin^(B  — |m) 

cos'l*  sin'(A  +  «)  sin  (A  -IXt^T^r^c  +  «)  sin  (C  —  i  «';  " 

En  divisant  l'une  de  ces  équations  par  l'autre,  et  extrayant   la  racine 


[*]  Cet  article  est  traduit  de  l'allemand,  f'oir  le  Journal  de  M.  Crclle,   tc.tno  XXII. 

/,    t. 
Tome  \  I.  —  JciiLET  ib4i.  35 
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carrée,  on  aura 

sin  ^  j  «     cos  7  b         sin  (A  +  w)  sin  '  (A  —  j  w) 
cosyfl  '  sin^yè         sin  (B  4-  w)  sin'  (B  —  -î-w) 

On  peut  mettre  cette  équation  sous  la  forme 
a  sin  A     /^pr 

en  représentant,  pour  abréger,  par  D  la  quantité 

i/^  cos  7  a     8  sin  ^ -je      sin  (A -h  w)  sin"  (A  —  -j  w)  sin^B 

8sin^y  a  '  i'cosi  é    '  sin' A  '  sin(B  H- w  )  sin»  (B — |w)' 

Cette  formule  est  rigoureuse;  mais  on  voit  aisément  que  si  a,  b,  c 
sont  très-petits  du  premier  ordre,  chacun  des  quatre  facteurs  dont 
D  est  composé  ne  diffère  de  l'unité  que  par  des  termes  du  qua- 
trième ordre.  Donc,  etc. 

Dans  mes  Recherches  générales  sur  les  surfaces  courbes,  j'ai  étendii 
ce  théorème  aux  triangles  formés  sur  une  surface  courbe  quelconque 
par  les  lignes  les  plus  courtes. 
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NOTICE 

SUR   UN   MANUSCRIT    HÉBREU 

on 

TRAITÉ    D'ARITHMÉTIQUE  D'IBN-ESBA, 

CONSERVÉ  A  LA  BIBLIOTHÈQUE  ROYALE 

(Hf.d.  449)<^od.  IIeb.  •^40)- 

Pab  m.  o.  terqlem. 


Les  années  de  la  naissance  et  de  la  mort  de  ce  célèbre  rabbin  ne  sont 
pas  encore  exactement  déterminées,  mais  on  sait  qu'il  est  mort  à  l'âge 
de  soixante-quinze  ans,  de  1 160  à  1 170;  né  à  Tolède,  enterré  proba- 
blement dans  l'île  de  Rhodes.  Au  milieu  d'une  vie  errante,  remplie  de 
tribulations  diverses,  il  a  composé  sur  toutes  sortes  de  questions  théolo- 
4i;iques,  cabalistiques,  grammaticales  et  scientifiques  une  vingtaine  d'ou- 
vrages, dont  la  moitié  environ  est  imprimée.  Le  Traité  d'Arithmétique 
existe  encore  en  manuscrit  dans  la  bibliothèque  du  Vatican,  de  Flo- 
rence, de  Munich,  dans  la  collection  bodléieiuie,  et  dans  celle  de  la 
Bibliothèque  royale.  L'extrait  que  nous  présentons  nous  parait  suffi- 
sant pour  donner  une  idée  de  l'état  de  l'Arithmétique  au  xii*"  siècle, 
dans  l'école  arabe,  dont  Ibn-Esra  est  un  des  plus  illustres  disciples. 

1  -e  manuscrit ,  de  format  petit  in-4° ,  contient  8'S  pages  numérotées  au 
recto  seulement,  selon  l'usage  oriental.  On  y  trouve 

i".  Sepher  hatnispar  {t  à  •ig).  C'est  le  Traité  d'Arithmétique; 

2".  Tischhoret  (3o  à  5o).  Évaluation  des  aires  polygonales  .et  circu- 
laires; ouvrage  entièrement  différent  du  précédent.  A  la  page  48  on 
trouve  une  table  des  cordes  (doubles  sinus  i  de  Abram-bar-Chaié,  maître 

35.. 
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(Vlbn-Esra.  Nous  en  rendrons  compte.  C'est  à  tort  que  Rossi  croit  que 
ce  sont  deux  titres  différents  d'un  même  ouvrage  {Dizionario  storico. 
vol.  I,  page  i3); 

3".  Sepher  hascheiii  'Si  à  55).  Considérations  arithmético-cabalis- 
tiques  sur  le  nom  tétragrammique;  édité  à  3Iunich  en  i834)  par  Lipp- 
nian  (G.  H.); 

4"  Commentaire  sur  quelques  théorèmes  d'Euclide  (^55  à  58;  58 
et  Sç)  pages  en  blanc)  ; 

5".  Sepher  haachad  [60  à  72).  Traité  de  l'unité  divine;  analogue 
au  précédent  ouvrage ,  mais  non  identique  ; 

6°.  Biour  astorlob  {']'ik 'j&).  Commentaire  d'Ibn-Esra  sur  la  cons- 
truction de  l'astrolabe  par  Emmanuel-ben-Jacob,  auteur  de  divers 
écrits  astronomiques; 

7".  Melechet  liaascheiet  (78  à  83,  verso).  Ouvrage  de  mnémonique, 
d'après  Pierre-François  d'Orvieto.  Fin  du  manuscrit. 

Nous  ne  nous  occuperons  que  du  premier  numéro.  Tout  est  écrit  en 
caractères  rabbiniquescursifs.  Plusieurs  lettres  se  rapprochentbeaucoup, 
pour  la  forme,  de  l'alphabet  arabe,  dont  l'alphabet  rabbinique  dérive 
en  grande  partie.  Je  ne  possède  pas  les  connaissances  paléographiques 
nécessaires  pour  juger  de  l'âge  du  manuscrit;  mais  un  de  nos  plus 
savants  orientalistes,  compétent  en  cette  matière  comme  sur  tant  d'au- 
tres, M.  Jlunk ,  simple  employé  à  la  Bibliothèque  royale,  pourrait 
nous  donner  là-dessus  d'utiles  instructions  [*]. 

Dans  le  texte,  pour  désigner  les  nombres,  l'auteur  fait  constam- 
ment usage  des  caractères  de  l'alphabet  hébreu;  mais  en  marge,  les 
exemples  du  texte  sont  écrits  en  chiffres  tels  que  nous  nous  en  servons 
aujourd'hui ,  et  les  opérations  sont  les  mêmes  que  celles  maintenant 
en  usage.  Ces  notes  marginales  sont  donc  très-modernes. 

On  trouve,  page  i'^,  recto,  les  définitions  du  vii^  livre  d'Euclide,  qui 
est  relatif  aux  nombres;  puis  les  noms  des  sept  arts  libéraux ,  savoir , 


[*]  Versé  aussi  dans  les  sciences  exactes  et  naturelles ,  M.  Munk  est  probablement 
le  seul  homme  en  France  capable  de  nous  renseigner  sur  ce  que  contiennent,  à  ce  sujet, 
les  nombreux  ouvrages  rabbiniques  dont  la  Bibliothèque  royale  est  en  possession. 
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la  grammaire,  la  dialectique ,  la  rhétorique,  l'arithmétique,  la  méde- 
cine ,  l'astronomie  et  la  musique. 

La  page  est  terminée  par  ces  deux  procédés  de  multiplication   en 
chiffres  arabes  et  ainsi  disposés  : 


Procédé  péricycUque. 


35/^6 

4-6  ^18 


i664^1'yi88 


Nous  donnons  ici  la  traduction  du  début  de  l'auteur,  parce  quil 
peint  l'état  intellectuel  de  ce  rabbin  et  même  de  son  siècle. 

jVIais  je  remplace  ici  et  dans  la  suite  les  lettres  hébraïques  du  manus- 
crit par  nos  chiffres. 

L'ouvrage  commence  ainsi  au  verso  de  la  page  i"^*^  : 

LIVRF,    d'arithmétique    DV  SAGE    RABEI     .VBKAHAIM     IBN-ESRA. 


«  Le  Dieu  suprême  seul  a  créé  neuf  grands  orbes,  entourant  la 
terre,  qui  est  le  monde  inférieur.  L'auteur  du  Sepher  jetzira  dit  que 
les  voies  de  la  synthèse  consistent  dans  le  nombre,  le  nombre  et  le  iiom- 
hrnnt\*].  Il  existe  donc  aussi  neuj  caractères ,  car  neuf  esl  la  tin  de 


[*]Le  Sepher  Jetzira  est  le  plus  ancien  ouvrage  cabalistique  connu.  D'après  M.  Zim/. , 
l'un  des  plus  érudits  rabbinistes  de  l'époque,  cet  ouvrage  n'est  pas  antérieur  ^iii 
viii'^  siècle.  On  voit  ici  l'idée  ternaire  qui  se  manifeste  dans  toutes  les  cabales. 
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tout  calcul.  On  appelle  ces  caractères  «mVe'j.  Elles  forment  le  premier 
degré,  car  lo  ressemble  à  i,  20  à  2  [*];  joo  ressemble  à  10  et  à  i  ; 
200  à  20  et  à  2;  de  même  1,000  et  10,000.  Ce  sont  là  les  chefs  des 
rlnsses  qui  viennent  après.  En  voici  la  preuve  :  Fais  un  cercle ,  écris 
autour  les  neuf  unités;  si  tu  multiplies  9  par  lui-même ,  le  carré  est  8 1  , 
le  I  se  voit  à  la  gauche  du  9  et  le  8  à  droite;  si  tu  multiplies 9  par  8, 
tn  as  72,  le  2  à  la  gauche  du  9  et  le  7  à  droite.  Le  nombre  5  entre  les 
neuf  caractères;  il  est  appelé  à  cause  de  cela  fioinbre  circulaire ,  car  il 
roide  sur  lui-même.  Quand  tu  multiplies  5  par  9  on  a  45 ,  4  à  droite 
et  5  à  gauche;  ensuite  9  par  4  donne  36,  '3  à  droite  et  6  à  gauche,  etc. 
»  C'est  pourquoi  les  signes  d'un  nombre  multiplié  par  lui-même  ou 
par  un  autre,  sont  au  nombre  de  neuf;  c'est  pourquoi  aussi  les  savants 
de  l'Inde  ont  construit  tous  les  nombres  au  moyen  de  neuf  signes  [**]  ; 
mais,  moi,  j'écrirai  à  leur  place  des  lettres  hébraïques.  Toujours,  si 
tu  as  un  nombre  renfermant  des  unités  de  la  première  classe,  savoir, 
des  dixaines,  tu  écriras  d'abord  les  unités  et  ensuite  les  dixaines;  si  les 
unités  manquent  et  s'il  y  a  des  dixaines,  tu  feras  l'image  d'une  petite 
roue  [***]  au  commencement  pour  indiquer  qu'il  n'y  a  pas  de  nombre 
du  premier  degré  ,  et  ensuite  on  écrira  les  dixaines;  s'il  y  a  des  dixaines 
et  des  centaines ,  on  écrira  d'abord  le  galgal ,  puis  les  dixaines  en 
deuxième,  et  ensuite  les  centaines  en  troisième;  et  s'il  v  a  des  mille,  en 
quatrième;  et  les  dix  mille,  à  la  cinquième;  et  des  cent  mille,  à  la 
sixième;  et  des  mille  mille,  à  la  septième,  et  ainsi  indéfiniment.  Si  l'on 
a  des  unités,  des  centaines  et  point  de  dixaines ,  on  écrira  en  premier  les 


[*]  Je  supprime  ici  une  observarion  grammaticale  sur  le  nom  hébreu  de  vingt  tpii  est 
esrime,  et  par  analogie  devrait  être  esraïme. 

[**]  Il  y  a  ici  dans  le  texte  trois  points  qui  renvoient  .i  la  marge  où  on  lit  :  «  Ils  ont 
donné  des  figures  que  voici .  »  Puis,  dans  le  texte,  on  trouve  écrit  sur  une  ligne  de 
droite  à  gauche,  nos  chiffres 

9  8  •-  6  .')  4   il    I  . 

Il  me  paraît  évident  que  c'est  i\ne  insertion  étrangère  à  l'auteur.  Il  faudrait  collationner 
d  autres  manuscrits. 

['**]  Ga/^a/ en  hébreu. 
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unités ,  le  galgal  en  deuxième  et  les  centaines  en  troisième  ,  et  de  cette 
manière...  [*].  Le  galgal  est  comme  la  paille  qui  roule  poussée  par 
lèvent;  il  n'est  que  pour  conserver  les  degrés  ;  en  langue  étrangère  il 
se  nomme  sijia. 

»   Après  avoir  mentionné  ceci ,  je  vais    expliquer  les  sept  portes  de 
l'Arithmétique,  car  elles  sont  au  nombre  de  sept  [**]  : 
PREMIÈRE  PORTE.    —   MultlpUcatioTi  d'uti  iionihre  par  luï-meme  OU  pni 
un  autre  ;  multiplication  cTun  nombre  par  deuœ  autres  ou  davan- 
tage; multiplication  de  plusieurs  nombres  par  plusieurs  nombres. 
DEUXIÈME  PORTE.    —   Divtsion  dhin  nombre  composé  dune  classe  par 
des  unités;  ou  de  deux  classes  par  des  unités  ;  des  classes  supé- 
rieures par  des  classes  inférieures. 

Je  donnerai  aussi  les  preuves  de  la  multiplication  et  de  la  division. 
TROisiÈMi;  PORTE.    —    Addition  d'unités  avec  des  classes;  des  classes 
entre  elles. 

QUATRIÈME  PORTE.  —  Soustruction  ;  preuvcs  de  l'addition  et  de  la 
soustraction. 

CINQUIÈME  PORTE.  —  Fructious  de  plusiews  cspèces  ;  entiers  sw  en- 
tiers,  entiers  avec  des  Jractions ,  entiers  et  fractions  avec  entiers  et 
fractions,  fractions  avec  fractions ,  fractions  avec  fractions  de  frac- 
tions,  fractions  avec  fractions  de  fractions  de  fractions  ;  le  tout  soit 
pour  multiplier ,  soit  pour  diviser ,  soit  pour  ajouter,  soit  pour  sous- 
traire; avec  des  preuves. 

SIXIÈME  PORTE.  — Proportious  :  très-important.  P ar-là  on  résout  beau- 
coup de  questions  difficiles. 

La  plupart  des  raisonnements  d'Astronomie   sont  tirés  de  ce  cha- 
pitre. 


[*]  Le  texe  est  interrompu.  Il  y  a  un  renvoi  à  la  marge  où  on  lit  d'une  écriture  dif- 
férente du  texte  :  «  On  fera  pour  le  reste.  On  placera  le  galbai  selon  le  besoin ,  soit  an 
rommencement ,  soit  au  milieu  ,  et  même  deux  galgals  s'il  le  faut;  la  forme  du  galgal  est 
celle-ci  (J.    « 

[**]  Il  est  prescjue  inutile  d'avertir  que  dans  le  manuscrit.  Il  n'existe  aucime  espèce  de 
séparation.  Tout  est  écrit  de  suite. 
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SEPTIÈME  PORTE.  —  Racities  carrées  et  caractères  des  carrés  parfaits. 

Ils  sont  en  grand  nombre.  Ce  chapitre  est  le  plus  difficile  de  tous. 

On  ne  peut  rien  comprendre  à  l'explication  des  planètes ,  si  l'on  ne 
comprend  ce  chapitre  ;  les  cordes  des  arcs  de  cercle  en  sont  des  consé- 
quences. 

Nous  allons  présenter  l'analyse  succincte  de  ces  sept  portes,  et,  pour 
abréger,  nous  écrirons  les  procédés  de  l'auteur  en  signes  algébriques. 

PREMIÈRE  PORTE. 

Avant  d'en  venir  au  procédé  général ,  l'auteur  donne  divers  procédés 
pour  des  cas  particuliers. 

Premier  exemple. 

3o  X  200;     3x2^0; 
d'où 

3o  X  200  =  6000. 

Troisièm,e  exemple. 

29  X  3i  =  (  3o  —  i)  (3o  +  i)  =  3o-  —  I  ^  900  —  I  =  899. 


Cinquième  exemple 
1 


,5 

5^;     —  =^  5,     5^  =  25,     25  X   10  =  25o, 


25o  5^    =  225  =:    l5". 

Sixième  exemple. 

0,4^;     ^=8i     8^  =  64;     64x10  =  640; 

640    —   64    ^   576   =:    24*. 

Huitième  exemple. 
22-;     22  =  2i-+-i;     y  =7'     7'  =49;     49-10  =  490; 

490    —    7^    =:  441     =    !ïl' »        21-    -f-    2  1    -t-    22    =    484    =    22". 
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Premier  exemple. 


ègle  générale. 

I    7.    7 

3  5  5 

3  2  3  3  5 
I    1  5 
6  I 
5  5 

4  5  o  8  5 

»  Soit  à  multiplier  127  par  355.  On  écrit  le  multiplicateur  en  bas; 
on  multiplie  7  par  5  et  l'on  écrit  le  produit  35  sur  une  première  ligne 
horizontale  ;  on  multiplie  7  par  5o  ;  j'écris  5  dans  une  seconde  ligne 
sous  les  dixaines  de  la  première ,  et  3  dans  cette  première  ligne  à  côté 
desdixaines;  je  multiplie  71  par  3oo;  j'écris  i  dans  la  deuxième  ligne 
sous  les  centaines  de  la  première  et  2  à  côté  de  ces  centaines;  je  multi- 
plie 20  par  5;  j'écris  dans  la  troisième  ligne,  sous  les  centaines  de  la 
première,  et  ainsi  de  suite;  taisant  la  somme,  on  obtient  le  produit 
cherché.  » 

Nous  avons  abrégé;  mais  dans  le  texte,  la  multiplication  est  indiquée 
jusqu'à  100  par  3oo, 

Le  chapitre  est  terminé  par  la  preuve  de  la  multiplication  par  9, 
telle  que  nous  la  pratiquons. 


DEUXIEME  PORTE. 

Division. 

L'auteur  débute  par  ces  considérations  : 

«  Tout  nombre  est  composé  d'unités;  mais  l'unité  n'est  pas  un  nom- 
bre, car  un  nombre  est  susceptible  d'altération ,  de  multiplication,  ef 
de  division;  or  l'unité  n'est  pas  soumise  à  ces  accidents;  donc  l'unité 

T8me  VI.  —  AooT  i34t.  36 
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n'est  pas  un  nombre  [*];  d'ailleurs  un  nombre  entier  est  précédé  d'un 
autre  plus  petit  et  suivi  d'un  plus  grand  ;  tandis  que  i  est  suivi  de  2 , 
mais  n'est  précédé  de  rien. 

»  Les  astronomes  ont  divisé  le  zodiaque  en  12  signes;  parce  que  1 1 
a  pour  diviseurs  2,3,476- 

»  Ils  ont  partagé  le  signe  en  3o  degrés ,  parce  que  3o  a  pour  divi- 
seurs 2,  3,  5,  6,  i5. 

»  Ils  ont  de  même  divisé  la  circonférence  en  36o  parties;  car  36o 
divisé  par  2,  3,  4)  etc.,  donne  des  nombres  entiers. 

Premier  exemple.  Diviser  9000  par  70, 

4 
9000 
I  2  8 

7  o 

J'écris  le  dividende  70  au-dessous  du  diviseur,  unité  sur  unité  et 
dixaines  sur  dixaines ,  en  laissant  un  intervalle  pour  écrire  le  quo- 
tient entre  ;  je  divise  9  par  7  ;  le  quotient  est  1 ,  que  j'écris  entre  les  deux 
sous  les  centaines;  il  reste  2  ;  je  divise  20  par  7  ;  j'écris  le  quotient  2  à 
côté  de  l'unité  ;  il  reste  6  ;  je  divise  60  par  7  ;  j'écris  le  quotient  8  à  côté 
de  2  ;  il  reste  4  que  j'écris  au-dessus  des  dixaines;  le  quotient  est  128 
et  le  reste  [\o. 

Deuxième  exemple.  20000  à  diviser  par  90.  De  la  même  manière. 

Troisième  exemple.  4o32  à  diviser  par  3o: 


4  o  3  2 

I   3  4 

3  o 


[*]  C'est  ropinion  d'Euclide  (liv.  \1I,  Définition  1),  et  des  philosophes  grecs.  Ibn- 
Esra  a  aussi  en  vue  une  proposition  théologique.  Chez  les  écrivains  juifs ,  science,  his- 
toire, poésie,  tout  se  rattache  à  Dieu.  C'est  l'idée  dominante  dans  toute  cette  mono- 
tone littératxvre. 
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Quatrième  exemple.  821 3  à  diviser  par  353: 

94 

8213 

2  3 

3  5  3 

«  3  daiis  8  ,  1  fois;  j'écris  2  sous  les  dixaines;  2  fois  3  font  6  ;  j'ôte  6 
de  8 ,  il  reste  2  ;  2  fois  5  font  i o  ;  j'ôte  de  22  ,  il  reste  1252  fois  3  font  6  ; 
j'ôte  de  1 1 ,  reste  5  ;  ainsi  il  reste  1 15;  3  dans  1 1  ,  3  fois;  j'écris  à  côté 
de2;3x  3  =  9:9  de  ir,  reste  2  ;  3  x  5  =  1 5  ;  1 5  de  25 ,  il  reste  i  o  ; 
3  X  3  =  9;  9  de  i3,  il  reste  4-  Ainsi  le  quotient  est  23  et  il  reste  g4.  » 

Observation.  On  voit  que  ce  procédé  est  très-long,  parce  qu'en  mul- 
tipliant le  diviseur  par  le  chiffre  du  quotient,  on  fait  la  multiplication 
de  gauche  à  droite ,  tandis  que  nous  la  faisons  de  droite  à  gauche. 

Les  autres  exemples  sont  relatifs  à  des  nombres  qui  contiennent  des 
zéro  ou  donnent  des  zéro  au  quotient. 

La  preuve  de  la  division  par  9  termine  ce  chapitre. 

L'auteur  ne  donne  pas  de  règles  générales  pour  faire  les  opérations  , 
mais  des  exemples  qui  servent  à  faire  connaître  ces  règles. 


TROISIEME  PORTE. 

Sommes . 

Enoncé.  La  somme  des  nombres  nahn-els  est  —;  et  l'auteur 

?. 

ajoute  ces  mots:  «  J'ai  découvert  que  cette  somme  =  ;  »  le  tout 

sans  démonstration. 

Question.  465  étant  la  somme  d'une  progression  naturelle  des  nom 
bres,  combien  y  a-t-il  de  termes? 

Solution.  Doublez,  il  vient  93o;  la  racine  carrée  la  plus  approchée 
est  3o;  c'est  le  nombre  de  termes. 

36.. 
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Enoncé.  La  somme  des  carrés  des  nombres  naturels  est 


"("  +  ■)  ^ 


sans  démonstration. 

On  donne  ensviite  des  règles  pour  additionner  des  nombres  com- 
plexes renfermant  des  degrés,  minutes,  secondes  et  tierces. 

Observation.  Les  Araljes  connaissaient  la  numération  décuple,  celle  des 
puissances  positives  de  i  o ,  mais  ignoraient  la  numération  décimale  ou 
celle  des  puissances  négatives  de  lo;  et,  chose  fort  singulière,  ils  l'ont 
remplacée  par  la  division  sexagésimale  ;  ils  appelaient  les  soixantièmes, 
des  minutes,  les  soixantièmes  au  carré  des  secondes,  et  ainsi  de  suite. 
De  même  que  nous  réduisons  les  fractions  ordinaires  en  fiactions  dé- 
cimales ,  les  Arabes  les  réduisent  en  fractions  sexagésimales ,  ou  en  mi- 
nutes, secondes,  tierces,  etc.  Ils  cherchent  ainsi  les  racines  carrées  et 
cubiques  à  moins  d'une  minute ,  d'une  seconde  près. 

Mais  il  est  bon  de  remarquer  que  les  Ai-abes  traitent  ces  frachons 
comme  des  nombres  complexes  et  n'ont  pas  une  numération  sexagési- 
male ;  tandis  que  nous  avons  une  numération  décimale  ,  avantage  im- 
mense. Il  serait  fort  curieux  de  savoir  quand  cette  numération  s'est 
établie  en  Europe.  Je  la  crois  très-récente. 

Les  règles  que  donne  ici  l'autein-  pour  l'addition  des  degrés,  mi- 
nutes et  secondes,  sont  donc  analogues  à  celles  qu'on  trouve  dans  nos 
traités  d'Arithmétique,  pour  l'addition  des  quantités  décimales.  lien 
est  de  même  dans  la  porte  suivante. 


QUATRIEME  PORTE. 

Règles  pour  la  soustractio?i  des  nombres  complexes j,  degrés  .  minutes 
secondes , 
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CINQUIÈME  PORTE. 

Fractions. 

Considérations  diverses  sur  l'importance  et  l'utilité  des  fractions, 
entre  autres,  dans  la  théorie  des  nombres  irrationnels.  Il  énonce,  en 
passant,  que  la  somme  de  la  suite  naturelle  des  nombres  impairs  en- 
gendre tous  les  carrés. 

Règle  ordinaire  pour  réduire  les  fractions  au  même  dénominateur ,  et 
divers  cas  particuliers .  —  Élévation  d'une  fraction  au  carré. 

i".   Multiplication  des  fractions  : 
Premier  exemple. 


3         4  _  ^ 
5  ^  5  ~  25 


Deuxième  exemple. 
Premier  procédé. 


^X  j;    trois  procédés. 


3x4=12;     ^xi2  =  8;     -^xi2=9;     8x9  =  72: 


2  3  72    

3  ^  4  -T44  ~ 


Deuxième  procédé. 


■2x3=6;     3x4  =  12;    1x7  =  —  = 

3       4        12 

Le  troisième  est  analogue  au  premier. 

■>.".  Multiplication  des  nombres  fractionnaires  : 

Premier  exemple. 

4         ■  T 
3  ^  X  6  ^;    trois  procédés. 
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Premier  procédé. 

o       c  o       o        1       ^^  5         0,5  5 

5XD=io;     Jx^=:-g  =  2g;      io-|-2g=20g; 

^  ><  1  =  T  =  ^  5'     "°  g  +  ^  I  =  "^  -^  ft  =  ^^  4^' 

4       7       28     28       f]       45  ^  ' . 

5^8~4S'    4^"^4^~4ô~'4o~''8' 


^5-^88' 


Deuxième  procédé. 


4  _  i52.      g2  _ 
^5  -   40  '      '^8  ~ 

:  ^;      iSa  X  275  =  41800; 
40  '                       /           -1           7 

41800 
1600 

„   200            „  I 
=  26  -^ —  =  26  ô" 
iboo               8 

Troisième  procédé. 

^5—5'     ^^8^8' 

■  9  ^  55  ^  .645  ^  ^6  5   ^  ,6  . 
5           6            4°                 4°              " 

De  là  on  passe  aux  fractions  qu'un  homme  ne  peut  prononcer. 

Pour  comprendre  cette  locution,  il  faut  se  rappeler,  qu'en  français, 
nous  exprimons  tout  dénominateur  ,  quelque  grand  qu'il  soit ,  au 
moyen  de  la  terminaison  ième ;  il  n'en  est  pas  ainsi  en  hébreu;  on  ne 
peut  aller  que  jusqu'à  10  ;  mais  pour  dire  cinq  onzièmes,  Ibn-Esra  dit  : 
cinq  de  onze;  et  il  appelle  cela  une  fraction  qu'on  ne  peut  exprimer. 
Quelquefois  pour  des  dix-huitièmes,  il  dit  des  tiers  de  sixième;  de 

même  que  les  femmes  disent  un  demi-quart  pour  g   ou    un  demi-tiers 
pour  g. 

Premier  exemple. 

3        5 

-  X  — ; 

la  deuxième  fraction  est  ineffable. 
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3_  33_ 

7  ~~  77' 

-  =  -;     33  X  35  =  ii55; 

3        5         i5    ,                ,1 
-  X  —  =  — ,  a  peu  près  ^. 
7        "        77       '^      *^       5 

II 55 

77 

i5 

deuxième  exemple. 

9   ^   '7. 
i3         .9' 

28'7 


deux  fractions  ineffables. 

11  réduit  d'abord  les  fractions  au  même  dénominateur,  les  multi- 
plie ensemble,  et  fait  ensuite  la  simplification.  Il  se  croit  obligé  de 
prendre  ce  singulier  détour ,  parce  qu'il  a  commencé  par  expliquer  la 
uuiltiplication  pour  le  cas  où  les  deux  dénominateurs  sont  égaux;  et 
il  ramène  tout  à  ce  cas-là. 

3°.   Fractions  de  fractions  : 

Premier  exemple. 

3,1,1       6,1 
3de^degX-de^; 

2x3x5x7x8=  1680;     ^  X  1680  =  i3(); 

^  X  336  =  84;     I  X  84  =  56;      ^  de  1680  =  210; 

-  de  2 1  o  =  3o  ;     -  de  2 1  o  =  1 80  ;     56  x  1 80  =  1 0080  ;        ,.„    =  6. 
77  '  1680 


Ainsi 


5  de  7  de  p  X  -  de  ô  = 


4".   Division  de  fractions  :  comme  de  nos  jours. 

L'auteur  quitte  ici  la  division  des  fractions,  par  la  raison,  dit-il, 
qu'on  n'a  pas  grand  besoin  de  cette  opération,  et  il  vienl  à  l'addition 
des  fractions. 
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Premier  exemple. 


donc 


F  +  -;     F  de  35  =  i4;    -  de  35  =  25: 

575  ^'7 


2  5  1^+20  2g  4 

5  "*"  7  ""  ~^5~  ~  35  ~  9  35' 


4 


Ne  pouvant  exprimer  les  trente-cinquièmes,  il  dit  que  ce  sont  les 

dei. 

7 

Observation.  L'auteur  n'a  aucune  marque  pour  désigner  les  frac- 
tions. Quand  s'est  introduit  l'usage  d'écrire  le  numérateur  au-dessus  du 
dénominateur  et  les  séparant  par  un  trait,  soit  oblique,  soit  horizon- 
tal? Les  plus  grands  progrès  des  sciences  exactes  sont  dus  à  l'introduc- 
tion de  ce  genre  de  signes,  qui  manquent  encore  à  la  théorie  des 
nombres.  Nous  n'avons  aucun  signe  pour  désigner  un  nombre  entier, 
un  nombre  premier,  des  nombres  premiers  entre  eux,  etc.,  etc.  La 
même  lacune  se  fait  sentir  en  mécanique  pour  distinguer  les  diverses 
espèces  d'unités  dont  la  confusion  est  une  cause  principale  des  diffi- 
cultés de  cette  science. 


Deuxième  exemple. 
Premier  procède'. 


i +  1  +  1;  deux  procédés. 


5-9'        7        9        79' 


donc 

1  I  I         3         1/4         2\         3,i/,3\         4,         3 


Deuxième  procède'.  Par  la  réduction  au  même  dénominateur. 
Question.  Trouver  le  nombre  qui ,  augmenté  de  son  -  et  de  son  j^  , 
fasse  5o? 
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Solution. 

9  X  lo  =  90; 

-  de  Q( 
9       ^ 

5o  X  19 

=  45oo; 

+  7^^690=19;    19  +  90=109; 

=  kl  — ,  nombre  cherché. 

109        ^     109' 

On  fait  la  vérification. 

Une  deuxième  question  de  ce  genre  est  résohie  de  la  même  manière. 

Le  chapitre  est  terminé  par  des  calculs  relatifs  à  des  conversions  de 
nombres  en  degrés,  minutes,  secondes,  et  multiplications  de  ces  nom- 
bres, et  il  dit  que,  par  ce  moyen  ,  Plolémée  le  mi  a.  calculé  les  cordes 
des  arcs  de  cercle.  Ibn-Esra  confond  l'astronome  avec  le  roi,  erreur 
commune  à  presque  tous  les  écrivains  juifs.  Elle  s'est  même  glissée, 
par  inadvertance  ,  dans  l'ouvrage  hébreu  sur  la  comète  de  Halley ,  pu- 
blié à  Wilna  en  i835,  par  M.  Slonymski,  israèlite  polonais,  familia- 
risé avec  les  méthodes  de  la  Mécanique  céleste. 


SIXIÈME  PORTE. 

Proportion. 

Ce  chapitre  coDunenco  par  les  définitions  des  proportions  arithmé- 
tiques et  géométriques  à  trois  termes  et  de  la  moyenne  proportionnelle  ; 
ensuite,  des  proportions  à  quatre  termes;  ensuite,  sans  démonstration, 
la  proposition  suivante  : 

La  somme  des  carrés  de  quatre  termes,  en  proportion  géométrique, 
est  égale  au  carré  de  la  somme  des  extrêmes  plus  le  carré  de  la  diffé- 
rence des  moyens,  ou  bien  au  carré  de  la  somme  des  movens  plus  lecarré 
de  la  différence  des  extrêmes. 

Définition  de  la  proportion  harmonique;  elle  consiste,  comme  on 
sait ,  dans  cette  relation  entre  trois  quantités  a,  b,c, 

a  l>  —  a 

c  c  —  b' 

Tome  VI.—  Aoct  1841.  ^r. 
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connaissant  deux  de  ces  quantités ,  trouver  la  troisième;  trois  questions 
avec  leurs  solutions. 

Règle  de  trois.  Di^'isez  le  produit  des  extrêmes  par  le  mojen  connu. 

Ibn-Esra  recommande  de  figurer  le  gnlgal  pour  le  terme  inconnu  ; 

de  sorte  que  le  galgal  tient  lieu  de  la  lettre  x,  pour  désigner  l'inconnue. 

ur.  '~/n  un 
Ainsi  la  proportion  2  :  4  "  6   \  x  s'écrit  ainsi  2.4.6.0. 

On  trouve  ensuite  les  solutions  de  plusieurs  questions  relatives  à  la 
règle  de  société,  de  commerce,  de  change,  comme  dans  les  traités  mo- 
dernes. 

Les  monnaies  sont  le  florin  d'or  à  divers  titres,  et  le  dinar  valant 
12  pechoutimes. 

Problèmes  exigeant  l'emploi  de  la  règle  de  trois  composée;  questions 
des  courriers  allant  au-devant  l'un  de  l'autre  ou  se  poursuivant,  et 
autres  questions  de  fausse  position  qu'on  résout  depuis  Viète  par  des 
équations  du  premier  degré.  Nous  n'en  rapporterons  qu'une  seule  dont 
l'auteur  donne  deux  solutions. 

Question.  Une  somme  de  120  florins  est  à  partager  entre  quatre 
fi'ères  :  chacun  d'eux  exhibe  un  testament  en  vertu  de  quoi  le  premier 
(A)  prétend  avoir  tout;  le  deuxième  (B'i  la  moitié;  le  troisième  (C)  le 
tiei-s;  et  le  quatrième  (D)  le  quart;  combien  chacun  doit-il  recevoir? 

Solution  des  Savants  étrangers. 

A  prend  \~  x  60  =  57  |, 

B       _     ||â  X  3o  =  28  i, 

G       -     fH  X  20  =  19  i, 

D      _     iff  X  i5  =  14  f. 

Solution  des  Savants  israèlites.  (Traduction  textuelle.) 

«  Les  trois  premiers  disent  à  D  :  tu  prétends  le  \  ou  3o  florins  ; 
nous  avons  même  droit  que  toi  à  ces  3o  florins;  ainsi  prenons  chacun 
7  i  florins  et  retire-toi  avec  ta  part. 

»  Les  deux  premiers  disent  ensuite  à  C  :  tu  prétends  au  tiers  ou  à 
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4o  florins;  tu  as  déjà  eu  ta  part  aux  3o  florins;  il  ne  reste  donc  que 
1 0  florins ,  auxquels  nous  avons  des  droits  égaux  ;  chacun  3  | ,  et  re- 
tire-toi avec  ta  part. 

»  Le  premier  dit  à  B  :  tu  prétends  à  la  moitié  ou  à  60  florins;  tu 
as  déjà  eu  ta  part  de  4o ,  et  il  reste  20  à  partager  entre  nous  deux ,  cha- 
cun 10. 

»  Le  premier  A  prend  tout  le  reste.  Ainsi 

D  reçoit  ■7  ^    =     ■y  |, 

C  ..  n  1  +  3  i  =   10  I, 

B  »  7  I  4-  3  ^  -H   10  =  20  -f. 

A  »  7  I   -H   3  I  -h   10  -+-  60   =   80  f , 

Total.  ...    120. 

Observation.  On  reconnaît  dans  cette  seconde  solution  la  logique 
tortueuse  du  talmudiste.  Pour  traiter  la  question  généralement  dans 
ce  sens,  il  faut  trouver  la  somme  de  la  série  finie 


\-.    •"  r        \  /      o\a   "~  etc.  ; 

1*  In o'   In -SI*  ' 


n{n — i)'         (n  —  i){n  —  2)'         {n  —  2]  {n — 3)' 
et  l'on  parvient  à  cette  relation  connue, 


n         n(n — i)         (/?  — 1)(« — 2)  "2.1  ' 

n  étant  un  nombre  entier  positif. 

Le  chapitre  est  terminé  par  la  manière  de  se  servir  des  parties  propor- 
tionnelles dans  les  tables  astronomiques,  et  de  réduire  ces  parties  en 
minutes,  secondes,  etc. 


37.. 
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SEPTIÈME  PORTE  (page  23). 

Extractions  de  racines. 

Caractères  auxquels  on  peut  reconnaître  les  carrés  parlaits.  par 
les  chififres  initiaux. 

Il  extrait  la  racine  carrée  de  200,  d'après  la  méthode  moderne;  et 
pour  celle  de  3oo ,  il  s'y  prend  ainsi  :  la  différence  entre  400  et  3oo  est 
100;  la  racine  de  4oo  est  20;  100  divisé  par  2  x  20,  donne  3  pour 
quotient  entier;  ainsi  la  racine  de  3oo  est  20  —  3  =  17;  puis,  il 
trouve  cette  même  racine  par  la  manière  ordinaire.  A  la  page  24 ,  on 
lit  cette  singulière  annonce  : 

«  Maintenant,  je  vais  te  découvru'  une  partie  de  ce  mystère,  et 
pourquoi  c'est  ainsi  :  Sache  que  deux  des  grandes  causes ,  l'une  va  vers 
l'orient  et  l'autre  vers  l'occident,  et  la  force  supérieure  est  une  entre 
les  deux.  » 

Ce  mystère  consiste  en   ceci  :    1   et  9  au   carré   donnent  le  même 

chiffre  initial. 

2  et  8  idem. 

3  et  7  idem. 

Mais  5  est  un  nombre  circulant,  se  reproduisant  lui-même. 
On  trouve  ensuite  les  énoncés  suivants  : 

a^  Xb^   =  {abf , 

[a  +  b)-   —   2  {a-  M-  è^)  —  {a  —  bf  , 

a  +b  +  cY   =  3(rt^  +  b^  +  c^)  -{a-  b)'  - 

{a-cy-{b-cf, 

{a+  b  ■+  c  +d)^   =  4(«'  4-  *'  -<-  c»  +  d^)  -{a-  bf  -  [a  -  cf 
^.(^a-dy-(b-cY-{b-dj'-{c-d]'. 
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Observation.  De  ces  identités  on  peut  conclure  que  le  double  de  la 
somme  de  deux  carrés  est  égal  à  la  somme  de  deux  carrés;  que  le 
triple  de  la  somme  de  trois  carrés  est  égale  à  la  somme  de  quatre 
carrés,  etc.,  etc. 

Racines  carrées  des  fractions;  exemples  pris  dans  la  division  sexagési- 
male astronomique. 

Premier  exemple.  Soit  à  extraire  la  racine  carrée  de  7".5o'.  ^^4"  j 
c'est-à-dire  de 

5o        22 
7  "*"  60  "^  6^'  ' 

voici  le  procédé ,  écrit  algébriquement , 

7".5o'.2/i"  =  7°. 48'. 2'. 24"  =  70.48'.  1 44"  =  7». 48'. (12")^; 
laisons 


>/7».48'.(i2")'   =   y  -  a, 
-  2.48'.(i2"f  =    -  6rt-+-  rt=  =  -  72'.  [ï-i!'f  , 
d'où 

ainsi  la  racine  cherchée  est 

3°  -  12'=  2°. 48' 

à  peu  près. 

L'auteur  expose  ensuite  très-obscurément  une  méthode  d'approxi- 
mation procédant  d'après  les  puissances  négatives  de  60.  Elle  s'exécute 
ainsi  :  Quand  on  a  une  première  approximation,   on  l'élève  au  carré. 
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et  retranche  ce  carré  du  nombre  donné  ;  on  divise  le  reste  par  le  double 
de  la  racine;  l'on  ajoute  le  quotient  à  la  première  approximation,  ou 
bien  on  l'en  retranche,  selon  que  le  quotient  est  positif  ou  négatif,  on 
obtient  une  seconde  approximation ,  et  ainsi  de  suite. 

Questions  sur  la  longueur  d'une  échelle  placée  contre  un  mur,  ré- 
solues à  l'aide  du  théorème  de  Pythagore. 

Questions  relatives  au  cercle.  Il  dit  qu'on  peut  considérer  dans  le 
cercle,  six  choses,  dont  deux  étant  connues,  les  quatre  autres  sont 
déterminées.  Parmi  ces  six  choses,  il  y  un  mot  hébreu,  kafal,  double, 
dont  je  ne  comprends  pas  l'application. 

Solutioji  de  ce  problème.  Connaissant  la  corde  et  la  flèche,  trou%'er 
le  diamètre. 

Ensuite,  il  fait  mention  l^page  29)  d'une  propriété  mystico -géomé- 
trique du  cercle,  dont  il  parle  aussi  d'une  manière  extrêmement  obs- 
cure, dans  un  autre  de  ses  ouvrages,  intitulé  Jesod  More,  à  la  fm  du 
chapitre XI [*].  C'était  une  énigme  indéchiffrable;  toutefois,  M.  Eichen- 
baum,  d'Odessa,  avec  une  admirable  sagacité,  en  a  découvert  le  mot, 
et  a  publié  son  incontestable  explication  dans  le  Kerem  hemed,  ou- 
vrage périodique  hébreu,  édité  àXarnopol  et  imprimé  à  Vienne [**]. 

"Voici   cette    mirifique    propriété.    Inscrivant   dans    un    cercle    un 

triangle  isoscèle  ayant  sa  base  perpendiculaire  aux  ^  du  rayon ,  et  pour 

hauteur  les  ^  du  rayon ,  l'aire  de  ce  triangle 

=  -  V  2  '■^  =  1,257'^  =  A  ; 


[*]  M.  le  docteur  Creizenach,  connu  par  un  Traite  d'algèbre,  où  l'on  trouve  une 
nouvelle  démonstration  des  formules  de  Cramer,  a  fait  paraître  l'année  dernière,  à 
Francfort-sur-Mein ,  une  traduction  allemande  et  latine  en  regard  du  te.\te  du  Jesod 
More. 

[*'*]  Kercm  hemed,  iSSg,  tome  IV,  page  ii3.  M.  Creizebach  a  adopte,  dans  sa 
traduction,  cette  explication,  confirmée  aussi  par  notre  manuscrit. 
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a  un  centième  (Je/-  près  où  /•  désigne  le  rayon;  le  périmètre  de  la  circon- 
férence 


27:r  =   6,  28/-  =  B, 


d'où 


Br  _   _     3 
A   ~       7^' 

on  à  peu  près 

Br  =   5A; 

si  nous  prenons  donc  pour  diamètre  le  nombre  10,  on  ain-a 

B   =   A, 

c'est-à-dire  que  Taire  du  triangle  inscrit  est  exprimée  par  les  mêmes 
chiffres  que  le  périmètre,  et  cette  propriété  n'a  lieu  que  pour  le  dia- 
mètre )o;or  10  est  la  valeur  numérale  de  la  lettre  Jod  ,  qui  est  la  lettre 
initiale  du  nom  tétragramme  Jehova:  il  existe  donc  une  relation  mys- 
tique entre  ce  nom  et  les  propriétés  du  cercle. 

Ohseivation.  J'ai  consigné  ici  cette  élucubration  matliématico-ca- 
balistique,  comme  un  échantillon  du  genre;  encore  n'en  a-t-on  pas  tou- 
jours de  cette  facture.  J'ai  lu,  il  y  a  bien  des  années,  les  principales  œu- 
vres cabalistiques ,  et  cette  lecture  m'a  confirmé  dans  l'opinion  ,  con- 
trairement à  ce  que  pensent  des  hommes  dont  j'estime  les  travaux ,  que 
ce  serait  un  temps  déplorablement  perdu  que  celui  qu'on  consacrerait 
à  l'étude  des  cabalistes,  alchymistes,  théosophes  et  mystiques  de  toute 
région.  D'ailleurs  cette  étude  n'est  pas  sans  dangers  :  rien  n'est  conta- 
gieux comme  les  folies  transcendantes;  la  plus  forte  intelligence  peut 
y  faire  naufrage.  Lorsqu'on  a  longtemps  médité  sur  certaines  aberra- 
tions abstruses,  et  qu'on  n'a  épargné  aucune  peine  pour  les  comprendre, 
alors,  par  l'instigation  de  l'inévitable  démon  qui  a  nom  amoiu'-propre, 
on  finit  par  se  dissinuder  l'extravagance  de  ces   recherches,   pour  en 
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proclamer  même  l'importance  et  en  soutenir  la  réalité  ontologique  ; 

cela  s'est  vu  et  se  verra  toujours. 

Ici  se  termine  le  manuscrit,  dont  les  neuf  dernières  lignes  sont  inin- 
telligibles pour  moi.  Sur  la  même  page ,  après  la  fin  ,  on  lit  douze  lignes 
consacrées  à  cette  question  :  De  trois  choses,  la  corde,  la  flèche  et  le 
diamètre,  connaissant  deux,  trouver  la  troisième.  Ces  lignes  sont-elles 
d'ïbn-Esra  :' 

Les  travaux  de  M.  Chasles,  si  érudit,  si  consciencieux,  ont  avancé 
beaucoup  nos  connaissances  sur  l'histoire  de  l'Arithmétique  chez  les 
anciens.  Il  paraît  que  dans  les  quatre  opérations,  ils  procédaient  à  peu 
près  comme  nous.  La  numération  parlée  étant  décimale  de  toute  anti- 
quité, on  traitait  les  classes  d'unités  comme  des  nombres  complexes  , 
et  qu'on  distinguait  les  uns  des  autres  à  l'aide  de  signes  quelconques  écrits 
en  tète  de  ces  nombres,  apices;  comme  nous  faisons  pour  les  toises,  les 
pieds,  les  pouces,  etc.;  des  cadres  creux  remplis  de  poussière  (en  hé- 
breu, abaque)  et  à  fond  blanc,  servaient  probablement  à  faire  et  à  dé- 
faire les  opérations.  Le  Talmud ,  ouvrage  du  iv*"  siècle,  défend,  un 
jour  du  sabbat,  de  tracer  des  caractères  dans  F  abaque ,  c'est-à-dire 
dans  la  poussière  des  écrivains.  [Sabbat ,  p.  104.)  Les  Indiens  se  servent 
encore  de  ces  abaques  dans  leurs  écoles ,  et  nous  aussi  dans  l'enseigne- 
ment mutuel.  Les  traités  sur  l'usage  de  l'abaque  paraissent  être  très- 
nombreux  depuis  le  xii*'  siècle.  L'arithmétique  d'Ibn-Esra  n'a  précédé 
que  d'environ  un  siècle  VAbacus  de  Fibonacci.  Ils  suivent  à  peu  près 
la  même  marche,  donnant  la  multiplication  avant  l'addition,  etc.  On 
sait  d'ailleurs  que  Fibonacci  a  appris  ses  méthodes  chez  des  négociants 
juifs,  à  Oran.  Il  est  problable  que  ce  sont  des  commerçants  de  cette 
nation  qui  auront  adopté  les  chiffres  arabes,  si  commodes  pour  la 
tenue  des  livres.  Introduits  par  eux  sur  les  côtes  de  Barbarie,  ces 
chiffres  se  seront  répandus  de  là  en  Italie,  en  Espagne  et  dans  le  reste 
de  l'Europe.  Boëce  avait  déjà  une  idée  confuse  de  l'existence  de  ces 
chiffres  et  de  leurs  noms ,  que  le  savant  M.  Vincent  nous  a  appris,  avec 
aine  grande  probabilité,  être  d'origine  sémitique. 
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DES  PROPRIÉTÉS  OSCULATRICES 

DE  DEUX  SURFACES  EN  CONTACT  PAR  UN  POINT; 
Pau  m.  TnÉODORE  OLIVIER. 


Dans  un  Mémoire  ayant  pour  titre  :  Construction  des  tangentes  en 
un  point  multiple  dune  courbe  pleine  ou  à  double  courbure  dont  l'équa- 
tion est  inconnue ,  publié  dans  le  vingt-et-unieme  cahier  du  Journal  de 
l'Ecole  Polytechnique  ,']di\  donné  la  construction  géométrique  des  tan- 
gentes au  point  multiple  que  présentait  la  courbe  intersection  de  deux 
surfaces  en  contact  par  un  point,  en  employant  comme  surfaces  auxi- 
liaires deux  surfaces  du  second  ordre  et  osculatrices,  par  leur  sommet, 
aux  deux  surfaces  données.  Personne  n'avait  encore  songé  à  l'emploi 
de  ces  surfaces  auxiliaires  peur  résoudre  le  problème  des  tangentes  au 
point  multiple.  Je  déduisis  facilement,  de  la  méthode  que  j'avais  em- 
ployée, la  construction  géométrique  de  la  tangente  en  un  point  de  la 
courbe  de  contact  de  deux  surfaces ,  tangente  dont  on  ignorait  encore  la 
construction  en  géométrie  descriptive,  tout  comme  on  ignoraitla  cons- 
truction des  tangentes  au  point  multiple. 

Plus  tard,  dans  un  Mémoire  publié  dans  le  vingt-sixième  cahier  du 
Journal  de  L'Ecole  Polytechnique,  et  qui  avait  pour  titre  :  Des  indi- 
catrices des  divers  ordres  de  contact  entre  deux  surfaces  et  des  condi- 
tions géométriques  aujcquelles  doivent  satisjinire  deux  surfaces  ayant 
un  point  de  contact  pour  qu'elles  aient  un  contact  du  n^""''  ordre  tout 
autour  de  ce  point,  j'ai  démontré  que,  si  deux  siu'faces  en  contact  par  un 
point,  avaient  suivant  trois  directions  partant  de  ce  point  uncontact  i\\i 
second  ordre,  elles  avaient  ijes-lors  un  contact  du  second  ordre  tout 
autour  du  même  point*    on   déduit   évidemment  de  ce  théorème  (pie 
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deux  surfaces  ayant  un  contact  du  premier  ordre  en  un  point  m,  peu- 
vent avoir  un  contact  du  second  ordre,  suivant  deux  directions,  en  par- 
tant de  ce  point. 

Toutefois,  pour  compléter  les  théorèmes  que  j'ai  établis  sur  l'oscu- 
lation  des  surfaces  au  moyen  des  procédés  que  met  à  notre  disposi- 
tion la  géométrie  descriptive,  je  me  propose,  dans  cette  Note,  de  re- 
chercher directement  : 

Si  deux  surfaces,  ayant  un  contact  du  premier  ordre  en  un  point,  ne 
peuvent  pas  avoir  un  contact  du  second  ordre,  suivant  certaines  direc- 
tions,  Cl  p-irtirde  ce  point? 

La  solution  directe  de  cette  question  nous  conduira  à  quelques  par- 
ticularités géométriques  qui  ne  sont  pas  sans  intérêt. 

Soient  données  deux  surfaces  1  et  1'  en  contact  par  un  point  m;  dé- 
signons par  T  leur  plan  tangent  commun  en  m,  et  par  N  leur  normale 
commune  en  ce  même  point  m. 

Je  désigne  par  5  et  t  les  tangentes  aux  lignes  de  courbure  de  la  sur-^ 
face  1  se  croisant  en  m. 

0  correspondra  à  la  ligne  de  ronrbure  maximum,  et  R  sera  le  rayon 
de  courbure  maximum  de  1: 

t  correspondra  à  la  ligne  de  courbiue  minimum,  et  /■  sera  le  rayon 
de  courbure  minimum  de  1. 

On  aura  de  même  5'  et  Pi'  jiour  la  courbure  jnaximiun  de  1',  et  /'  et 
/■'  pour  la  courbure  mininuun  de  1'. 

Désignons  par  a  l'angle  que  font  entre  elles  les  droites  5  et  5',  dès- 
lors  nous  connaissons  l'angle  que  0  fait  avec  les  trois  autres  tangentes, 
puisque  0  et  t ,  5'  et  ^  se  croisent  en  angle  droit. 

Cela  posé,  désignons  par  O  et  O'  les  surfaces  du  second  ordre, 
respectivement  osculatrices  au  point  ni  aux  surfaces  2  et  1'  et  par  leur 
sommet. 

Supposons  que  ces  deux  surfaces  O  et  O'  sont  des  surfaces  ayant  un 
centre,  ellipsoïde  ou  hyperboloïde  à  une  nappe,  suivant  que  la  sur- 
face à  laquelle  chacune  d'elles  est  osculatrice  à  ses  rayons  de  coiubure 
tournés  dans  le  même  sens  ou  en  sens  opposé. 
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En  établissant  que  les  deux  surfaces  O  et  O'  ont  même  centre  situé 
sur  la  normale N  et  à  une  distance  c  du  point  m,  on  étalilit  que  si  ces 
deux  surfaces  se  coupent,  elles  se  couperont  suivant  deux  courbes 
planes,  ou  se  toucheront  suivant  une  coxu'be  plane,  les  plans  de  ces 
courbes  passant  par  la  normale  N. 

Par  conséquent  on  voit  que  les  deux  surfaces  1  et  1'  pourront,  en 
général ,  1°  avoir  un  contact  du  second  ordre  suivant  deux  directions  , 
ou  2"  suivant  une  seule  direction  ,  ou  3"  suivant  aucune  direction. 

Discutons  maintenant  toutes  les  particularités  qui  peuvent  se  présen- 
ter, suivant  que  les  surfaces  O  et  O'  seront  des  ellipsoïdes,  des  hvper- 
boloïdes  à  une  nappe  ou  des  cylindres,  et  suivant  les  relations  de  gran- 
deur qui  peuvent  exister  entre  les  rayons  de  courbure  R ,  r,  R',  /-',  des 
surfaces  données  2  et  2',  et  aussi  suivant  la  grandeur  de  l'angle  a  que 
font  entre  elles  les  tangentes  0  et  5'. 

Menons  par  le  centre  x,  commun  aux  deux  surfaces  O  et  O',  un 
plan  P  parallèle  au  plan  tangent  T. 

Ce  pianP  coupera  respectivement  ces  deux  surfaces  O  et  O',  suivant 
des  sections  coniques  Set  ê'  qui  pourront  être  : 

i".  Deux  ellipses  si  les  deux  surfaces  1  et  1'  ont  toutes  deux  leurs 
rayons  de  courbure  dirigés  dans  le  même  sens  sur  la  normale  N  ; 

2".  Deux  hyperboles  si  les  deux  surfaces  2  et  1'  ont  toutes  deux  leurs 
rayons  de  courbuie  dirigés  en  sens  opposé  sur  la  normale  N  : 

3".  Une  ellipse  et  une  hyperbole  si  l'une  des  surfaces  1 ,  par  exemple, 
a  ses  rayons  de  courbure  dirigés  en  sens  op])Osé,  l'autre  surfnce  2'  les 
ayant  dirigés  dans  le  même  sens  sur  la  normale  IS  ; 

4".   Une  ellipse  et  deux  droites  parallèles; 

5".  Une  hyperbole  et  deux  droites  parallèles; 

6".  Deux  couples  de  droites  parallèles. 

Dans  les  quatrième  et  cinquième  cas  l'une  des  surfaces  1  et  1'  iesf 
une  surface  développable ,  et  dans  le  sixième  cas  les  deux  siulaces  2 
et  1'  sont  toutes  deux  développables. 

On  voit  de  suite  que,  les  courbes  ê  et  ê',   ou   i"  se  couperont  en 

38.. 


3oo  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

quatre  points  formant  les  sommets  d'un  parallélogramme  dont  les  dia- 
gonales se  croiseront  au  centre  x  commun  aux  deux  courbes  ê  et  ê' ,  et 
ces  diagonales  donneront  les  directions  suivant  lesquelles  le  contact  du 
second  ordre  existe  entre  les  surfaces  2  et  2'  ;  ou  2°  se  toucheront  en 
deux  points  extrémités  d'un  diamètre  commun  ,  lequel  donnera  la  di- 
lection  unique  suivant  laquelle  le  contact  du  second  ordre  existe  entre 
les  surfaces  2  et  2';  ou  3"  n'auront  aucun  point  commun  ,  ce  qui  indi- 
quera que  les  deux  surfaces  2  et  2'  ne  peuvent  a\  oir  de  contact  du  se- 
cond ordre. 

On  voit  aussi  de  suite ,  par  cequiprécède,  que  si  deux  surfaces  dévelop 
pables  ont  une  génératrice  droite  commune,  et  un  contact  du  premier 
ordre  tout  le  long  de  cette  génératrice,  elles  n'auront  jamais  un  con- 
tact du  second  ordre ,  quelle  que  soit  la  direction  que  l'on  suive  en  par- 
tant de  la  génératrice  commune;  en  sorte  que  tout  autour  de  chaque 
point  de  la  génératrice  commune,  les  deux  surfaces  développables 
n'auront  qu'un  contact  du  premier  ordre;  mais  si  deux  surfaces  dé- 
veloppables sont  en  contact  par  un  point  ?w,  et  que  les  génératrices 
passant  par  ce  point  se  croisent,  au  lieu  de  se  superposer,  alors  il 
existera  toujours  deux  directions  à  partir  du  point  m  suivant  lesquelles 
les  deux  surfaces  auront  un  contact  du  second  ordre. 

Désignons  par  a  et  «'  le  demi  grand  axe,  et  par  h  et  h'  le  demi  petit 
axe  des  courbes  S  et  c'. 

L'équation  de  la  courbe  ê  sera,  en  prenant  Taxe  des  x  parallèle  à 
la  tangente  5  et  l'axe  des  j-  parallèle  à  la  tangente  /, 


L'équation  de  la  courbe  o'  sera,  par  rapport  aux  mêmes  axes, 

„  /cos^a         sin^a\  .  /  I  '   \     ,       2  /sin'a  cos^a  \ 

■  h?r--*--T^)  +2a:jsmacosa  \^^  -  jr,)  +J   (-^77-  + -,,r-)  =  '. 
comme  Ton  a 

.      R  =  ^\      r  =  ^\      R'=^\     r^='-. 
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L'équation  de  ê  pourra  s'écrire  : 

^'  R--*-  T  =7' 

K.  r  c 

et  l'équation  de  ê'  pourra  s'écrire 

Les  deux  courbes  ê  et  ê'  ayant  même  centre  se  couperont  en  quatre 
points  symétriquement  placés  par  rapport  à  l'origine  des  coordonnées 
et  par  rapport  aux  axes  des  ,r  et  des  j- ,  ou,  en  d'autres  termes,  les 
quatre  points  seront  les  sommets  d'un  parallélogramme  dont  le  centre 
sera  à  l'origine  des  coordonnées. 

Si  donc  entre  l'équation  j'  =  jc  tang  â  et  les  équations  (i)  et  (a)  on 
élimine  les  variables  x  et  j,  on  aura  une  équation  du  second  degré  en 
tango*,  de  laquelle  on  tirera 

/■^\  tan»  >}  =  R'"siliacosa(r'  —  R'jrtv'M 

r  (r' sin  X  +  R' cos' a)  —  /R' 

En  écrivant  pour  abréger 

(4)  rR/-'R'[(rr'  +  RR'j sin=  a  -+-  (/R'  +  ,-'R) cos=  a  -  rR  —  r'R']  =  M , 

on  pourra  donc  connaître  la  valeur  de  l'angle  à  toutes  les  fois  que  Ion 
connaîtra  les  rayons  de  courbure  maximum  et  minimiun  des  deux  sur- 
faces 1  et  1'  pour  le  point  m  par  lequel  ces  deux  suifaces  sont  en  con- 
tact, et  l'angle  a  que  font  entre  elles  les  deux  tangentes  6  et  9'  aux 
lignes  de  courbure  maximum  des  deux  mêmes  surfaces  I  et  1'  passant 
par  ce  même  point  m.  Ainsi ,  les  équations  (3)  et  (4)  serviront  à  déter- 
miner l'angle  d*  que  la  tangente  à  la  direction  du  contact  du  second 
ordre  existant  entre  les  surfaces  1  et  1',  fait  avec  la  droite  Q,  tangente 
à  la  ligne  de  courbure  maximum  de  la  surface  1. 

On  voit  que  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  c?  aura:  i"  deux 
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valeurs  lorsque  M  sera  positif;  2"  une  seule  valeur  lorsque  M  =  o; 
et  3°  deux  valeurs  imaginaires  lorsque  M  sera  négatif. 

Lorsque  l'on  voudra  se  servir  des  formules  (3)  et  (4)  on  devra  se  rap- 
peler que  l'on  y  a  supposé  que  /•,  R,  r',  R',  avaient  tous  le  signe  ■+■  ; 
par  conséquent  on  devra,  suivant  les  hypothèses  que  l'on  fera  pour 
les  surfaces  I  et  2' ,  donner  aux  rayons  de  courbure  les  signes  ■+■  ou  — 
suivant  que  la  surface  aura  ses  rayons  de  courbure  tournés  dans  le 
même  sens  ou  en  sens  opposés. 

Supposons  que  l'angle  a  soit  nid,  alors  les  plans  des  sections  prin- 
cipales maximum  des  deux  surfaces  1  et  1'  se  superposent  ainsi  que  les 
plans  de  leurs  sections  principales  minimum  ;  en  d'autres  termes ,  les 
tangentes  9  et  Ô'  se  confondent  ainsi  que  les  tangentes  ^  et  /'. 

V.  étant  nul ,  on  a 

sin  a  =  o       et       cos  a  =  i . 
Dans  ce  cas  la  valeur  de  M  devient 

M  =  rR/'R'(R'  -  R)(^--  i'), 
et 


/t:\  jv  -^       /rr'R(R'— R) 

(5)  tangc?  =  ±v/-^L__^. 

Ainsi  tang  â  a  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  et  ces  deu> 
valeurs  seront  : 

i".   Réelles  si  l'on  a  en  même  temps 

R'   >   R 
et 

7-  <   r', 
ou 

R'   <    R 
et 

r  >   r': 
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2".   Imaginaires  si  l'on  a  en  même  temps 

H    >    R' 

et 

/•'  >  r, 
ou 

R  <  R' 
et 

/■'   <   /■• 

Si  7'  =  r',  tang  <?  devient  infini,  l'angle  <?  est  droit  et  l'osculation  du 
second  ordre  n'a  lieu  entre  les  deux  surfaces  2  et  2'  que  dans  la  direc- 
tion de  leurs  lignes  de  plus  petite  courhiue. 

Si  R  ^  R',  tang  è  devient  nul,  l'angle  (?  est  nul  et  l'osculation  du 
second  ordre  n'a  lieu  entre  les  deux  surfaces  i  et  T  que  dans  la  di- 
rection de  leurs  lignes  de  plus  grande  courbure. 

On  pourrait  faire  diverses  autres  hypothèses,  mais  il  est  inutile  d'en- 
trer dans  plus  de  détails  sur  ce  point  ;  l'on  voit  de  suite  que  les  valeurs 
que  l'on  obtiendra  pour  tang  ù  s'accorderont  avec  les  relations  de  [)f)- 
sition  que  les  sections  coniques  S  et  S' affecleront  entre  elles,  en  vertu 
des  hypothèses  que  l'on  fera  touchant  les  relations  de  grandeur  existant 
entre  /•,  R,  /',  R'  et  la  nature  géométrique  des  surfaces  2S  et  2',  ou.  en 
d'autres  termes,  suivant  que  leurs  surfaces  osculatrices  du  second 
ordre  O  et  O' seront  des  ellipsoïdes,  ou  des  hyperboloïdes  h  une  nappe, 
ou  des  cylindres. 

Supposons  que  le  point  ta  contact  des  deux  surfaces  2  et  2'  soit  Tom- 
bilic  de  la  surface  2'  ;  alors  la  surface  osculatrice  du  second  ordre  O' 
deviendra  une  sphère  S  du  rayon  p;  et  supposons  que  r,  R  et  p  soient 
dirigés  dans  le  même  sens,  sur  la  normale  commune  N;  on  devra 
dès-lors,  dans  les  formules  (3)  et  (4),  poser 

r'   =  p 
et 

R'   =  0. 
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Cette  supposition  que  la  surface  osculatrice  O'  devient  une  sphère ,  en- 
traine ]a  condition  de  a  =  un  angle  droit  ;  et  en  effet  la  sphère  ayant 
même  courbure  tout  autoiu-  d'un  de  ses  points ,  les  deux  surfaces  O 
et  S  doivent  être  considérées  comme  ayant  leurs  plans  de  sections 
principales  maximum  et  minimum  superposés;  en  d'autres  termes,  on 
doit  supposer  que  les  tangentes  5  et  ^',  5'  et  t  se  superposent,  et  dans 
ce  cas  on  doit  avoir 

^  <  R 
et 

f    >   /■• 

En  faisant  dans  les  formules  (3)  et  (4)  les  hypothèses  indiquées, 
on  aura 


(6)  tang  â  =  ±  \J 


/•R 


(R-p) 


On  a  donc  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  pour  tang  c?; 
par  conséquent  les  directions  du  contact  du  second  ordre  font  des 
angles  égaux  à  droite  et  à  gauche  de  la  tangente  5  ;  résultat  que  l'on 
devait  prévoir ,  puisque  dans  ce  cas ,  la  courbe  ê  étant  une  ellipse , 
ou  une  hyperbole,  ou  deux  droites  parallèles,  la  courbe  ê' est  un 
cercle. 

Et  SI  l'on  veut  que  les  tangentes  aux  directions  de  l'osculation  du 
second  ordre  entre  les  surfaces  2  et  T  se  croisent  à  angle  droit,  il 
faudra  poser  dans  l'équation  (6)  tang  o*  =  i .  On  aura  donc 

(7)      _  ^  -/•  =  rR(R  -/s), 

d'où  l'on  tire 


Ainsi ,  si  le  rayon  p  de  la  sphère  osculatrice  S  au  point  m  de  1'  satis- 
fait à  l'équation  (7),  les  deux  surfaces  2  et  2'  auront  une  osculation  du 
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second  ordre,  suivant  deux  directions  à  partir  du  point  de  contact  m, 
et  ces  directions  seront  à  angle  droit. 

Si  l'on  voulait  qu'il  n'y  eût  qu'une  seule  direction  d'osculation ,  il 
faudrait  poser  M  =  o ,  ou 

2.'Rp^[{rp  4-  Rp)sin2  a  +  [rp  -+-  rp)co&^  y  —  ,R~  p^]  =  o, 
d'où  Ton  tire 

/m  r-t-R  R  — r 

^  2  2        ' 

ce  qui  donne  deux  valeurs  pour  p;  pour  l'une  on  a 

p   =   r, 
pour  l'autre 

p  =  R. 

Ainsi  la  surface  1'  devra  avoir,  dans  ce  cas,  pour  rayon  de  cour- 
bure à  l'ombilic,  ou  le  rayon  de  courbure  maximum,  ou  le  rayon  de 
courbure  minimum  de  la  surface  1. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  sur  la  recherche  de  la  direction 
des  osculations  du  second  ordre ,  s'applique  mot  à  mot  à  la  recherche 
des  tangentes  au  point  multiple  de  la  courbe  intersection  de  deux  sur 
faces  en  contact  par  un  point  m;  ces  deux  surfaces  ayant  dès  lors  un 
plan  tangent  commun  T,  et  une  normale  commune  N,  en  ce  même 
point  m. 

D'après  ce  qui  précède  on  peut  énoncer  les  théorèmes  généraux  sui- 
vants : 

i*"^  Tliéorèine.  Deux  surfaces  -  et  2',  ayant  en  \\i\  point  m  même  plan 
tangent  T  et  même  normale  N,  et  ayant  même  direction  pour  leurs 
lignes  de  courbure  (ainsi  les  tangentes  aux  lignes  de  courbure  se  croi- 
sant au  point  m.  se  superposent  deux  à  deux),  se  coupent  suivant  une 
courbe  C.  Cette  courbe  aura  deux  branches  se  croisant  au  point  m, 
et  les  deux  tangentes  au  point  m  de  la  courbe  C  feront  un  angle  qui 
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sera  divisé  en  deux  parties  égales  par  la  tangente  de  Tune  des  lignes 
de  courbure,  l'angle  supplémentaire  étant  divisé  en  deux  parties 
égales  par  la  tangente  de  l'autre  ligne  de  coiu'bure,  appartenant  soit  à 
la  surface  2 ,  soit  à  la  surface  2'. 

^me  'pjiéovème.  Une  surface  1  et  un  sphère  S,  ayant  en  un  point  m 
même  plan  tangent  T  et  même  normale  N,  se  coupent  suivant  une 
courbe  C  telle  ,  que  l'angle  que  font  entre  elles  ses  deux  tangentes  pour 
le  point  m,  est  divisé  en  deux  parties  égales  par  la  tangente  de  l'une 
des  lignes  de  courbure  de  la  surface  2. 

^me  Théorème.  Si  l'on  construit  en  un  point  m  le  plan  tangent  T  à 
une  surface!,  et  que  cette  surface  soit  coupée  par  ce  plan  T  suivant 
une  courbe  C ,  cette  courbe  sera  telle  que  l'angle  que  font  entre  elles  ses 
deux  tangentes  pour  le  point  m  est  divisé  en  deux  parties  égales  par 
la  tangente  de  l'une  des  lignes  de  courbure  de  la  surface  2. 

Ce  dernier  théorème  n'est  qu'un  corollaire  du  second ,  car  le  plan 
tangent  T  doit  être  rigoureusement  considéré  comme  une  sphère  de 
rayon  infini. 

De  ces^  théorèmes  généraux  on  déduit ,  comme  corollaires ,  les 
théorèmes  particuliers  suivants  : 

i^''  Théorème .  Etant  donnée  une  surface  réglée  2;  le  plan  tangent  T 
en  un  point  m  d'une  de  ses  génératrices  droites  G,  coupe  cette  sur- 
face 1  suivant  une  courbe  C  passant  par  le  point  m ,  et  l'angle  formé 
par  la  tangente  \  de  la  courbe  C  au  point  m  et  par  la  génératrice  G, 
est  divisé  en  deux  parties  égales  par  la  tangente  de  l'une  des  lignes  de 
courbure  de  la  surface  2. 

^me  Théorème.  Les  tangentes  aux  lignes  de  courbure  d'un  para- 
boloïde  hyperbolique  ou  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe,  et  se  croi- 
sant en  un  point  m,  divisent  en  deux  parties  égales  l'angle  et  son  sup- 
plément formés  par  les  génératrices  droites  de  systèmes  différents  qui 
se  croisent  en  ce  même  point  m. 

3"^  Théorème.  La  tangente  >.  au  point  m  de  la  courbe  C ,  intersec- 
tion d'une  surface  réglée  2  par  son  plan  tangent  T,  et  la  généra- 
trice droite  G,  forment  les  génératrices  des  deux  systèmes  de  i'hyper- 
boloïde  ou  du  paraboloïde  osculateur  par  son  sommet,  au  point  m)  à 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  307 

la  surface  1.  Ce  théorème  est  un  corollaire  des  deux  théorèmes  précé- 
dents. 

4'"'"  Théoièine.  Si  l'on  mené  en  trois  points  m,  //i',  m",  de  la  géné- 
ratrice droite  G  d'une  surface  réglée  2 ,  les  plans  tangents  T,  T',  T" ,  ces 
pians  couperont  2  suivant  les  courbes  C,  C,  C"  et  leurs  tangentes  X , 
) ',  À"  seront  les  directrices  de  la  surface  gauche  du  second  ordre  ayant 
un  contact  du  second  ordre  avec  1  tout  le  long  de  la  droite  G. 

En  effet,  si  l'on  considère  trois  génératrices  successives  et  infiniment 
voisines  [*]  G,  G',  G"  de  la  surface  1,  et  une  droite  D  se  mouvant  siu 
ces  trois  génératrices,  on  engendrera  la  surface  réglée  du  second 
ordre  L,  osculatrice  à  la  surface  1  tout  le  long  de  fi,  et  par-là  on  dé- 
montre qu'il  existe  toujours  et  qu'il  n'existe  qu'une  seule  surface  réglée 
du  second  degré  ayant  une  osculation  du  second  ordre  tout  le  long  de 
(.',  avec  la  surface  i. 

Cela  posé,  si  l'on  prend  sur  (i  un  point  m,  et  que  l'on  construise 
l'hyperboloïde  H  osculateur  par  son  sommet  et  en  ce  point  m  à  la 
sui'face  2  ,  les  génératrices  droites  de  H  se  croisant  en  /«,  seront  G  et  À. 

Or,  pour  ce  même  point  m,  L  et  H  auront  une  osculation  du  se- 
cond ordre;  le  plan  tangent  en  m  doit  donc  les  couper  suivant  les  mêmes 
génératrices  G  et  À;  donc  /  ne  sera  qu'une  position  de  la  droite  D; 
donc ,  etc. 

Remarquons  que  la  considération  des  trois  génératrices  successives 
G,  G',  G"  démontre  l'existence  de  la  surface  L ,  mais  ne  peut  servir  à 
la  construire;  tandis  que  les  trois  tangentes  >,,  /.',  À"  étant  à  distance 
tinie  les  unes  des  autres,  peuvent  servir  à  construire  graphiquement  la 
surface  L. 

jnie  Théorliine .  Si,  pour  un  point  m  d'une  surface  du  second  ordre  ^, 
on  construit  les  sections  circulaires  C  et  C;  si  ensuite,  au  point /«,  on 


[*]  On  entend  par  génératrices  successives  G,  G',  G",  celles  qui  sont  telles,  qu'en 
vertu  du  mode  de  génération  de  la  surface  S,  on  ne  peut  pas  placer  entre  G  et  G'  une 
génératrice  qui  a])proclie  plus  près  de  G  que  G' ,  et  entre  G'  et  G"  une  génératrice 
qui  approche  pins  près  de  G'  que  G". 
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construit  les  tangentes  X  à  C  et  /.'  à  C,  l'angle  et  son  supplément, 
formés  par  X  et  X',  seront  divisés  en  deux  parties  égales  par  les  tan- 
gentes aux  lignes  de  courbure  de  la  surface  2  se  croisant  au  point  m. 

Ce  théorème  n'est  qu'un  corollaire  du  deuxième  théorème  général. 
puisque,  par  deux  cercles  C  et  C ,  qui  se  coupent  dans  l'espace  en  deux 
points  ,  on  peut  toujours  faire  passer  une  surface  sphérique. 

gme  "Théorème.  Étant  données  dans  l'espace  deux  cercles  C  et  C  se 
coupant  aux  points  m  et  ni',  on  peut  toujours  les  envelopper  par  deux 
cônes;  désignant  par  s  le  sommet  du  premier  cône  et  par  s'  le  sommet 
du  second  cône  ,  les  génératrices  sm  et  sm'  du  premier  cône  couperont 
sous  l'angle  droit  les  génératrices  s'm  et  s'in'  du  second  cône. 

Désignant  par  O  le  centre  de  la  sphère  passant  par  les  deux  cercles 
C  et  C,  les  cinq  points  O,  m,  m',  s,  s'  seront  disposés  les  ims  par 
rapport  aux  autres  de  telle  sorte  que  le  triangle  Os  s'  sera  la  base 
de  deux  pyramides  triangulaires  et  trirectangles  en  leurs  sommets 
m  et  m'. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  3o9 

SUR  LA  SURFACE  DE  RÉYOLUTION 

DONT  LA  COURBURE  MOYENNE  EST  CONSTANTE; 
Par  Ch    DELAUNAY. 


Lorsqu'on  cherche  la  surface  d'une  étendue  donnée  renfermant  un 
vokime  maximum,  on  trouve  que  l'équation  de  cette  surface  doit  sa- 
tisfaire à  l'équation  aux  différences  partielles  du  second  ordre 

la  question  est  donc  ramenée  à  intégrer  cette  équation,  ce  qu'on  n'a 
pas  encore  pu  faire  en  général.  Dans  le  cas  particulier  où  rt  =  ce  , 
l'équation  (i)  devient  celle  de  la  surface  minimum  qui  a  été  intégrée 
par  Monge;  mais  la  forme  compliquée  de  l'intégrale  qu'il  a  donnée, 
et  dont  on  ne  peut  tirer  aucun  parti ,  fait  présumer  que  si  jamais  on  par- 
vient à  intégrer  complètement  l'équation  (0,  l'intégrale  ne  poin-ra 
être  d'aucune  utilité. 

Si  l'on  joint  à  l'équation  (i)  la  condition  que  la  surface  soit  de  révo- 
lution ,  la  difficulté  disparait  entièrement,  et  non-seulement  on  trouve 
l'équation  générale  de  la  surface,  mais  on  peut  aussi  donner  une  dé- 
finition géométrique  très-simple  de  sa  courbe  méridienne.  C'est  ce  que 
je  me  propose  de  faire  voir  dans  cette  Note. 

.l'observerai  d'abord  que  l'équation  (i)  exprime  que  la  somme  des 

courbures  principales  de  la  surface  est  constante  et  égale  à    .  Or  on  sait 
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qu'en  chaque  point  d'une  surface  la  somme  des  courbures  de  deux 
sections  normales  perpendiculaires  l'une  à  l'autre,  est  égale  à  la 
somme  des  courbures  principales.  On  peut  donc  appeler  courbure 
mojenne  d'une  surface  en  un  point  la  demi-somme  des  courbures 
principales  en  ce  point;  en  sorte  que  la  surface  représentée  par  l'équa- 
tion (i)  est  celle  dont  la  courbure  moyenne  est  constante  et  égale  à 

— ,  et  c'est  cette  surface  que  nous  nous  proposons  de  tiouver  dans  le 

cas  particulier  où  elle  est  de  révolution. 

Les  rayons  de  courbure  principaux  en  un  point  d'une  surface  de 
révolution  sont,  comme  on  sait,  le  ra}on  de  courbure  de  la  courbe 
méridienne  en  ce  point,  et  la  portion  de  la  normale  à  la  surface  com- 
prise entre  ce  point  et  l'axe;  il  s'ensuit  donc  que  si  l'on  rapporte  la 
courbe  méridienne  de  la  surface  cherchée  à  deux  axes  coordonnés  rec- 
tangulaires, dont  l'un,  l'axe  des  x,  soit  l'axe  de  la  surface,  cette 
courbe  devra  être  déterminée  par  la  condition 


(-) 


en  représentant  par  s  son  ravon  de  courbure,  et  par  N  la  portion  de 
sa  normale  comprise  entre  la  courbe  et  l'axe  des  x. 

Soient  x  t\.  j  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  courbe , 
x'  et  j'  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  osculateur  en  ce  point, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  coordonnées  du  point  correspondant  de 
la  développée  ,  et  ^  la  longueur  de  l'arc  de  la  développée  compté  à  par- 
tir d'une  origine  fixe  jusqu'au  point  {x',  j').  On  a,  d'après  les  pro- 
priétés des  développées . 

p   =   h  —   s', 

h  étant  une  constante  qui  dépend  de  l'origine  de  l'arc  s'.  D'ailleurs  la 
portion  de  la  tangente  à  la  développée  au  point  (=x',  jr')  comprise  entre 

ce  point  et  l'axe  des  x  est  égale  à  y'  -r-, ;  en  y  ajoutant  s,  on  aura  la 
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valeur  de  N  qui  sera 

N   =    r'  —-^b  —  s'; 
au  moyen  de  ces  valeurs ,  l'équation  (2)  devient 


b  —  s'  ,  ds' 

dy 


r  -V-  -1-  b 


équation  qui  va  nous  servir  à  déterminer  la  développée  de  la  coiube 
cherchée.  On  en  tire  d'abord,  par  l'intégration, 

j'-  =  a  (Z>  —  ,$■')  (art — h -\- s'')^ 

a  étant  la  constante  arbitraire.  En  résolvant  par  rapport  à  s'  et  diffé- 
rentiant,  on  trouve 


et  comme  on  a 

ds'    ~                         y' 

on  en  déduit 

^-V'-  m- 

dx'           y'/''  (i  -)-  a)  —  a'  a' 

A  l'inspection  de  ces  valeurs  de  ^  ®*  7^  '  ""  ^"'^  1"*"  ^'^  constante  a 
peut  recevoir  toutes  les  valeurs  positives  possibles ,  et  que,  dans  ce  cas, 
les  valeurs  de  j'  doivent  être  comprises  entre  les  limites     ""     et  ay/â^ 

V/l  +  a 

mais  que  si  a  est  négatif,  il  doit  être  compris  entre  o  et  —  i  ,  et,  dans 
ce  cas,  y'  peut  recevoir  toutes  les  valeurs  plus  grandes  que  —  """  , 
ce  qui  indique  que  la  développée  a  des  branches  infinies. 
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Soit  9  l'angle  que  la  tangente  à  la  courbe  méridienne  cherchée  au 
point  (ac,  y)  fait  avec  l'axe  des  x  ;  on  aura 

rlx'  .  dy'  ,    ,  , 

■^  =  siny,       —  =  —  C0S9,        dx'  =  —  rtjr' tangœ. 
Il  en  résulte 

(3)  r 


V'i  4-  a  —  sin'-j 


et 


^'  =  -  fdj'  tang  9  =  -  j'  tang  o  4-  f^;, 
ou  bien  ,  en  remplaçant  j'  par  sa  valeur, 

(4)  x'=r,__^l^^^^    C^ -^â=, 

p  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Ces  deux  équations  (3)  et  (4)  représentent  la  développée.  On  pour- 
rait éliminer  l'angle  9,  et  l'on  obtiendrait  ainsi  l'équation  de  cette 
courbe;  on  pourrait  aussi  exprimer  l'intégrale  qui  entre  dans  la  valeur 
de  x'  au  moyen  de  fonctions  elliptiques;  mais  il  est  préférable .  pour 
ce  qui  suit,  de  laisser  à  ces  équations  la  forme  qu'on  vient  de  leur 
donner. 

Ayant  déterminé  les  valeurs  des  coordonnées  x',  j'  d'un  point 
quelconque  de  la  développée  en  fonction  de  la  variable  auxiliaire  9 , 
il  est  facile  den  déduire  les  valeurs  des  coordonnées  x,  y,  du  point 
correspondant  de  la  courbe  cherchée ,  en  fonction  de  la  même  va- 
riable ;  en  effet ,  on  a 

y  =  y  -^  fd7^ 


a:   =  ar    H- 
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D'ailleurs  on  a  aussi,  par  ce  qui  précède, 


=  /? 


^ -'-'-,■' 


.      •   1,  1  dy'  djcf  .  ,      ^       I  \ 

et  SI  I  on  remplace-^,  par  —  cosç,  —,  par  sm  ç ,  x    et  y    par  leurs 

valeurs  tirées  des  équations  (3)  et  (4),  on  trouvera  les  équations  sui- 
vantes pour  représenter  la  courbe  méridienne  cherchée: 

l  ^   ==  —  a  coscp  -Ar  CL  \^  \  -\-  a  —  sin'  ç  , 

^    )    {  , : /•=  a'j.da 

\  X  =  /5  +  -7  sin  'v  —  a  tanq  g  v  i  +  a  —  sin^  o  -t-   /     .       — . 

La  question  est  donc  maintenant  complètement  résolue  sous  le  point 
de  vue  analytique;  mais  nous  pouvons  aller  plus  loin  en  interprétant 
géométriquement  le  résultat  auquel  nous  venons  de  parvenir. 

L'intégrale  qui  entre  dans  la  valeiu-  de  x  est  de  même  forme  que 
celle  qui  se  présente  dans  la  recherche  de  la  longueur  d'un  arc  d'ellipse 
ou  d'hyperbole;  on  est  donc  naturellement  conduit  à  penser  que  la 
courbe  représentée  par  les  équations  (5)  pourrait  bien  être  une  espèce 
de  cycloïde  engendrée  par  im  point  du  plan  d'une  ellipse  ou  d'une  hy- 
perbole qui  roulerait  siu"  ime  droite.  En  cherchant  à  vérifier  cette  pré- 
vision, j'ai  recormu  qu'en  effet  la  courbe  méridienne  trouvée  est  celle 
qu'engendrerait  le  foyer  d'une  ellipse  ou  d'ime  hyperbole  qui  roide- 
rait  sur  l'axe  des  .r.  Pour  le  démontrer,  il  suffira  de  chercher  direc- 
tement l'équation  de  cette  courbe ,  et  de  faire  voir  qu'elle  est  iden- 
tique avec  les  équations  (5). 

Concevons  donc  qu'une  hyperbole,  par  exemple,  roule  sur  Taxe 
des  X,  et  considérons  cette  courbe  dans  une  position  quelconque. 
Soient  .y  la  longueur  de  l'arc  de  la  courbe  compris  entre  le  sommet  et 
le  point  de  contact  avec  l'axe  des  x,  /•  ie  rayon  vecteur  qui  joint  le 
point  de  contact  au  foyer  le  plus  rapproché  de  l'origine  de  l'arc  s,  et 
o  l'angle  que  ce  rayon  vecteur  fait  avecia  normale  à  la  courbe  en  ce 
point  de  contact  :  ou  aura  pour  les  coordonnées  du  fover 

X   =:   jS  -t-  .V   —    /'sinç, 
y   =   rcosç. 
TomoA'I  —  AovT  i8^i.  4" 
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Or  si  jc,  et  j-,  sont  les  coordonnées  du  point  de  contact  prises  relati- 
vement aux  axes  de  l'hyperbole,  et  si  l'on  représente  par  aie  demi- 
.txe  transversal ,  et  par  e  l'excentricité  de  celte  courbe ,  on  aura 


a(e' — I 


y,  =  -^ tans  o,     oc.  ^= v  e  —  sin-  o,     /•  =  ex^ 

e  ^  '  ■  '  e cos  o  ' 

et  par  suite 


/■  cos  çi  =  —  a  cos  o  -\-  a  \e-  —  sin 


2  ,, 


/•  sin  o  =  —  a  s\n  ç  -\-  a  tang  's  \e^  —  sin^  ç. 
D'un  antre  côté  ,  on  a 

ds   =   \dJc'-^  ■+  dy^    ~        "  "*  ~  '■-'_I —  ^ 
cos'  ç.  V  f'  —  sin=  'j 
doù 


J  p  cos-sye'  — 


On  aura  donc  enfin  les  équations  suivantes  pour  représenter  la  courbe 
engendrée  par  le  foyer  de  l'hyperbole  roulant  sur  Taxe  des  x  : 


a  cos  Ç3  +  fl  V  e-   —  sin  -^  ç  , 

?'  —  t)da 


X  =  /S  -t-  rtsinç  —a  tang  yve"  —  sin-  9  +   /  ' 


cos^  o\Je''  —  sin"  a 


Ces  équations  coïncideront  évidemment  avec  les  équations  (5)  si 
l'on  pose 

e  =   ^  I  H-  a  , 

ce  qui  pourra  toujours  se  faire  lorsque  a  est  positif.  Ainsi ,  dans  ce  cas, 
les  équations  (5)  représentent  la  courbe  décrite  par  le  foyer  d'une  hy- 
perbole roulant  sur  l'axe  des  ^  ;  rt  est  le  démi-axe  transversal  de  cette 
hyperbole ,  et  y  i    +   a  est  son  excentricité. 

Un  calcul  semblable  ferait  voir  que,  dans  le  cas  où  a  est  négatif, 
les  équations  (5)  représentent  la  courbe  décrite  par  le  foyer  d'une  el- 
lipse roulant  sur  l'axe  desx  ;  a  est  alors  le  demi  grand  axe  de  l'ellipse,  et 
V  I    +   a. son  excentricité. 
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On  peut  donc  conclure  de  tout  ce  qui  précède ,  le  théorème  suivant  : 

Pour  trouver  la  courbe  méridienne  de  In  surface  de  révolution  dont 

la  courbure  moyenne  est  constante  et  égale  à  — ,  //  Jnut  faire  rouler 

sur  l'axe  de  la  surface  une  ellipse  ou  une  hyperbole  dont  le  grand  axe 
nu  l'axe  transversc  sait  é^al  à  o.a,  et  le  foyer  décrira  la  courbe 
cherchée . 

Si  la  courbure  moyenne  de  la  surface  de  révolution  dont  on  cherche 
la  courbe  méridienne  est  nulle,  on  a  2rt  =  co  ;  et  alors  la  courbe 
méridienne  sera  engendrée  par  le  foyer  d'une  parabole  roulant  sur 
l'axe  de  la  surface.  Mais  on  sait  que  cette  courbe  est  une  chaînette  :  on 
retrouve  donc  ainsi  le  théorème  déjà  connu,  que  si  l'on  fait  rouler  une 
parabole  sur  une  droite,  le  foyer  de  cette  parabole  décrira  inie  chaî- 
nette. 


Note  de  M.  Sturm,  à  l'occasion  de  l'article  précédent. 


Il  s'agit  de  déterminer  la  courbe  qui,  par  sa  lévolution  autour  d'un  axe  (l'axe  des  x), 
engendre  la  surface  minimum  qui  renferme  un  volume  donne. 

Ce  volume  étant  ■jifjr''d.r  et  l'aire  ivfyds,  il  faut  poser,  suivant  la  méthode  connue, 

S .fif^djc  -\-  7.ayds)  =   o, 
a  étant  une  constante . 

En  considérant  comme  fixes  les  deux  extrémités  de  la  courbe,  on  peut  ne  faire  varier 
que  X,  et  comme  la  formule 

ds^   =   da:'   -+-   r/r' 
donne 

dx 

Sds  =  ~r-  dSx , 

dx 


4o. 
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En  intégrant  par  parties  et  faisant 


aux  deux  limites,  on  a 


d'où  l'on  conclut 


/  Sx.d.   (  jr'  +  2«r  ^j   =  o  . 


dx 
X'  -+-  lay  —  =  une  constante  C. 


ds 

Chacune  des  constantes  «  et  C  pouvant  être  positive  ou  négative,  on  peut  écrire 

dx 
(i)  r' ±  2rt/ -— ±  6'  =  o, 

as 

et  de  là  résulte 

^  _  {y^±h-)dy 

C  est  l'équation  différentielle  de  la  courbe  méridienne  cherchée;  le  radical  doit  être  tan- 
tôt positif,  tantôt  négatif;  il  change  de  signe  quand  j)  devient  un  maximHm  ou  un  mi- 
nimum . 

Si  la  constante  b  est  nulle ,  on  a  un  cercle  ou  l'axe  des  x . 

Si  h  n'est  pas  nulle,  l'équation  différentielle  (i)  appartient  à  la  courbe  décrite  par  l'un 
des  foyers  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  qui  roule  sans  glisser  sur  l'axe  des  x . 

En  effet,  supposons  qu'une  ellipse  dont  les  demi-axes  sont  a  et  b  roule  sur  l'axe 
des  or.  Son  foyer  F  décrit  une  courbe  qui ,  d'après  une  propriété  générale  des  épicycloides, 
a  pour  normale  la  droite  menée  du  point  F  au  point  K  où  l'ellipse  mobile  touche 
l'axe  OX. 

En  désignant  par  x  et  y  les  coordonnées  OP,  PF ,  du  point  F .  on  a 

FP     ou    j-  =  KF,  siii  FKP. 

Mais  FKP  est  le  complément  de  l'angle  que  fait  avec  l'axe  des  x  la  tangente  FT  à  la 
courbe  décrite  par  le  point  F.  On  a  donc 


sin  FKP  =  cos  FTP 


p_     d. 

dx 

\/dx'  -f-  dy' 

ds 

-^T- 

En  désignant  par/'  la  perpendiculaire  F'P'  abaissée  de  l'autre  fover  sur  l'axe  et  ob- 
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servant  (jue  l'angle  F'KP'  est  égal  à  FKP,  on  a  aussi 

dx 


3i7 


=  KF'. 


ds' 


/ 

„     ^-^A 

1=1 

[ 

G^^-^ 

y 

^f/ 

? 

/ 

T 

p       R  n            p' 

X 

Ajoutant  et  remplaçant  KF  -1-  KJ"  par  2« ,  il  vient 

dx 
Ts 

yy'  =  b' 


dx 
y  -H  y  =  2a  — . 


On  a  d'ailleurs 
F.liminant  y,  on  trouve 


dx 
y^  —  2ay  — h  v'   =   o. 


C'est  l'équation  différentielle  de  la  courbe  décrite  par  le  foyer  F. 

dx 
Quand  l'angle  FïX  devient  obtus,  —  est  négatif  et  l'équation  devient 

y'  -+-  lay  —  +  è'  =^  o. 
On  trouverait  la  même  équation 

y^±^ay-  +  h'  =  . 

pour  la  courbe  décrite  par  l'autre  foyer  F'.  Les  courbes  décrites  par  les  deux  foyers  ne 
diffèrent,  eu  effet,  que  par  la  position. 

Cette  équation,  si  l'on  fait  b  =  a,  n'a  pas  d'autre  solution  réelle  que 


et  devient  impossible  si  l'on  suppose  è  >  «. 

En  changeant  fc'  en  —  è'  dans  ce  qui  précède,  on  verra  que  l'équation 
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appartient  aux  courbes  décrites  par  les  loyers  d'une  hyperbole  dont  les  demi-axes  sont 
a  et  5  et  qui  roule  sur  une  ligne  droite. 

Si  l'on  fait  rouler  sur  OX  une  parabole  AK  dont  le  foyer  est  F  et  le  sommet  A ,  on  aura, 
d'après  les  propriétés  connues  de  sa  tangente , 

FA  =  FP  cos  AFP  —  FP.  cos  PFK. 

L'angle  PFK  est  égal  à  l'angle  que  fait  avec  l'axe  des  x  la  tangente  à  la  courbe  décrite 

par  le  point  F  ou  {x,  j)  ;  on  a  donc 

(U 
cos  PFK  =  -r- 
as 

Donc,  en  posant 

FA  =   fl, 

la  courbe  décrite  par  le  foyer  a  pour  équation 

dx 

■^   ds 
d'où 

ady 


dx  = 


C'est  la  chaînette. 

On  trouve  aussi  facilement  la  courbe  décrite  par  le  centre  G  d'une  ellipse  qui  ioui(! 
sur  la  droite  OX.  Soient  x  et  j- les  coordonnées  de  ce  centre  mobile  G.  En  menant  le 
demi-diamètre  GI  parallèle  à  OX,  conjugué  de  GK,  on  a 

GK'   +  GÎ'  =  a>   +  a», 

GK.  GI.  sinIGK   =   ab . 

Mais 

dx 
sinIGK  =  sinGKH  =  ±  -7-, 
ds 

et 

GK  sinIGK   =   GH  =   ^. 

Substituant  et  éliminant  GI ,  on  trouve 

,    dx'  dx' 

r+a'b'-=[a'  +  b')y'—; 

puis,  en  réduisant  , 

dx  =  ~=^.^ÉL=. 
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tn  rempiaraiit  b'  pur  —  b',  on  aurait  l'équation  différentielle  de  la  courbe  décrite 
par  le  centre  d'une  hyperbole  roulant  sur  l'axe  des  x. 

Si  l'hyperbole  est  cquilatère ,  on  a  cette  équation  plus  simple 


J' 

— 

± 

"'*' 

dx 

= 

r 

'djr 

qui  est  un  cas  paiticulier  de  celle  de  la  courbe  élastique 


r'  ±  a'  —-   -h  C  =   o, 
as 


y/fl4  _  (C  -t- J'!' 


On  sait  que  cette  dernière  courbe  est  celle  qui .  parmi  toutes  les  courbes  de  longueur 
donnée  sur  un  plan,  engendre,  en  tournant  autour  d'un  axe  tracé  dans  ce  plan,  le 
plus  grand  ou  le  plus  petit  volume,  en  supposant  que  la  courbe  doive  se  terminer  à  des 
points  donnés  ou  à  des  lignes  données.  Quand  les  extrémités  doivent  se  trouver  à  des 
distances  données  de  l'axe,  on  a  l'éqnation  plus  simple 


La  discussion  de  ces  différentes  courbes  présente  des  circonstances  curieuse.  q„il  s-,a,i 
trop  long  d'indiquer. 

On  peut,  en  général,  déterminer  la  courbe  qu'il  faut  faire  rouler  sur  une  ligne  droit, 
pour  qu'un  certain  point  appartenant  à  cette  courbe  mobile  décrive  une  autre  courbe 
donnée  par  son  équation  différentielle. 

Reprenons,  par  exemple,  la  courbe  représentée  par  lequation 

y'   ±   7.ny 1-     /)»    =    o, 

(h 

et  supposons  qu'elle  soit  décrite  par  un  point  V  lié  ii  une  courbe  mobile  \lv  qui  roule 
sur  l'axe  des  x. 

Désignons  par  r  la  longueur  variable  de  la  droite  FK  menée  du  point  décrivant  F  au 
point  K  où  la  courbe  inconnue  AK  touche  l'axe  des  .r,  et  par  9  l'angle  que  cette  droite 
FR  fait  avec  une  droite  FA  fixe  par  rapport  à  la  courbe  AK. 
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On  a 

dœ  ,  ,  rdd 

=  ±  sin  FKP  =  ±: 


''■«  \/dr' -hr'di' 


Vi^tfy 


y  =  r  sin  FKP  : 


vVSï 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  1 1  ) ,  on  trouve 


d 


rffl 


d'où  l'on  tire 


et  en  intégrant, 


h.d.  - 


/  la        b' 


v/^ 


COS  (9  —  a) 


équation  polaire  d'une  ellipse  dont  le  point  F  est  un  foyer  et  dont  les  demi-axes  sont 
a  et  b  . 

Ce  procédé ,  applique  à  la  courbe  élastique,  ne  donne  pas  un  résultat  simple. 
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SYSTEME 

DE 

FONTAINES   INTERMITTENTES 

ET  D'APPAREILS  A  ÉLEVER  L'EAU  SAKS  PIÈCE  MOBILE  , 

MODÈLE  FOtNCTIONNANT  ; 

Par  Anatole  de  CALIGNY. 

(Le  principe  fondamental  a  itc  prùsenté  à  TAcadémie  des  Sciences,  le  5  novembre  i8î8. 


Les  appareils ,  dont  je  vais  exposer  les  principes  fondamentaux ,  peu- 
vent être  considérés,  abstraction  faite  de  leurs  applications,  comme 
offrant  un  moyen  d'expliquer  quelques  phénomènes  du  mouvement 
des  fontaines  naturelles.  Ils  peuvent  être  décrits  sans  figures,  leur 
partie  la  plus  essentielle  étant  un  tuyau  d'une  forme  analogue  à  celle  du 
signe  f,  dont  les  extrémités  plongent  dans  des  réservoirs  à  niveaux 
de  hauteurs  différentes;  et  les  autres  pouvant  d'ailleurs  être  représen- 
tées par  divers  caractères  de  l'alphabet.  Toutes  les  pièces  sont  absolu- 
ment fixes,  c'est-à-dire  qu'il  n"v  a  ni  piston,  ni  soupape,  ni  aucune 
autre  pièce  quelconque  mobile. 


Fontaine  intermittente  oscillante  en  j orme  de  f . 

Cet  appareil  est  composé  d'un  simple  tuyau  en  forme  de  f  ^  c'est-à- 
dire  d'un  tuyau  vertical ,  dont  le  sommet  se  recourbe  en  siphon ,  pour 
plonger  dans  un  réservoir  supérieur  alimenté  par  une  source  motrice, 
l'extrémité  inférieure    débouchant ,    au  moyen   d'un   développement 
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d'une  forme  quelconque,  dans  un  réservoir  inférieur  ou  de  décharge. 
Pour  compléter  l'appareil ,  il  suffit  d'y  ajouter  un  tube  à  air,  recourbé 
verticalement,  et  débouchant  dans  le  tube  vertical  un  peu  au-dessous 
du  niveau  de  la  source. 

Si,  par  suite  d'une  crue  ou  par  un  moyen  quelconque,  l'appareil 
est  rempli  d'eau  une  première  fois,  cela  suffit  pour  le  mettre  en  jeu , 
quand  la  source  ne  fournit  pas  assez  d'eau  pour  alimenter  le  tuyau  d'une 
manière  continue,  c'est-à-dire  de  façon  à  ce  cju'il  coule  toujours  plein. 
En  effet,  si  l'appareil  débite  plus  d'eau  que  la  source  n'en  fournit,  le 
siphon  qui  plonge  dans  le  réservoir  supérieur  cesse  de  couler  plein.  Or, 
dans  l'intérieur  de  l'appareil,  la  colonne  liquide,  sur  le  sommet  de 
laquelle  l'air  extérieur  s'introduit  par  le  tube  supplémentaire  dont  nous 
avons  parlé,  continue  à  descendre;  et,  en  vertu  du  mouvement  acquis, 
atteint  une  profondeur,  qui  dépend  de  la  force  vive  qu'elle  a  reçue 
avant  l'interruption   de  sa  communication  avec  le  réservoir  alimenté 
par  la  source.  Cette  force  vive  dépendant  elle-même  de  l'abondance  de 
la  source,  il  y  a  évidemment  des  conditions  pour  lesquelles  l'abaisse- 
ment de  la  colonne  au-dessous  du  niveau  du  réservoir  inférieur  est  assez 
grand  pour  que ,  en  vertu  du  principe  de  l'oscillation,  elle  remonte 
ensuite  jusqu'au  sommet  du  système,  et  se  courbe  dans  le  siphon  qui 
établit  la  communication  avec  la  source;  de  sorte  qu'à  l'époque  où 
le  mouvement  ascensionnel  est   éteint,   ce   siphon  étant  de  nouveau 
amorcé,  l'appareil  recommence  son  jeu  indéfiniment.  Le  mouvement 
du  liquide  est,  comme  on  le  voit,  variable;  il  part  de  o  et  augmente 
graduellement  pour  s'éteindre  de  même  à  chaque  période.  Quand  la 
colonne  remonte,  elle  se  divise  dans  le  siphon  qui  va  établir  la  commu- 
nication dans  la  source  motrice  et  dans  le  tube  à  air;  de  sorte  que,  si 
celui-ci  est  conique,  il  jette  périodiquement  de  l'eau  au-dessus  du  ni- 
veau de  la  source.  On  peut,  d'ailleurs,  embrancher  sur  le  tuyau  vertical 
un  autrp  tuyau  à' ascension  partant  de  plus  bas ,  afin  que  la  quantité 
de  force  vive  employée  à  produire  l'ascension  soit  plus  considérable. 

Bien  que  cet  appareil  ne  paraisse  pas  susceptible  d'être  employé 
utilement  sous  cette  forme ,  comme  il  s'agit  d'un  principe  essentiel 
pour  ce  qui  va  suivre,  nous  allons  entrer  de  suite  dans  quelques  dé- 
tails, afin  qu'il  se  grave  mieux  dans  la  mémoire. 

Ordinairement  on  prescrit  de  faire  tous  les  tuyaux  cylindriques  ,  afin 
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que  le  pourtour  soit  le  moindre  possible  relativement  à  la  masse  li- 
quide. Ici  nous  avons  à  observer  une  loi  toute  contraire  pour  la  partie 
supérieure  de  l'appareil,  parce  qu'il  est  bon  que  l'air  extérieur  pénètre 
le  plus  facilement  possible  dans  cette  partie  à  l'époque  où  le  sipbon ,  qui 
plonge  dans  la  source,  cesse  de  couler  plein.  On  voit  d'après  cela  que 
le  tube  latéral  supplémentaire,  destiné  àcette  introduction  de  l'air,  doit 
entourer  extérieurement  le  tuyau,  et  être  formé  de  deux  surfaces  co- 
niques. Par  la  même  raison,  le  siphon,  qui  plonge  dans  la  source, 
peut  être  formé  de  deux  autres  surfaces  coniques,  mais  repliées  en 
forme  de  champignon  ;  ce  qui  offrira  l'avantage  de  diviser  au  besoin  ce 
siphon  en  plusieurs  autres,  et  par  conséquent  de  multiplier  le  rapport 
de  la  somme  des  pourtours  à  la  somme  des  sections  des  tubes  qui  plon- 
gent dans  le  réservoir  de  la  source.  Pour  les  cas  où  cette  subdivision  ne 
serait  pas  indispensable,  on  remarquera  que  cette  sorte  de  siphon  an- 
nulaire ne  se  trouvant  plus  formé  que  de  deux  pièces,  dont  on  peut, 
si  l'on  veut ,  varier  le  degié  d'écarlement ,  est  au  fond  un  véritable  ro- 
binet ,  c'est-à-dire  qu'il  offre  l'avantage  de  pouvoir  varier  son  ouver- 
ture; et,  de  plus,  il  ne  donne  lieu  à  aucun  étranglement  brusque. 

Ce  qui  vient  d'être  dit  pourrait  faire  regarder  l'appareil  comme  trop  dé- 
licat pour  entrer  dans  les  combinaisons  de  la  natiu'e  inorganique;  aussi, 
en  indiquant  les  dispositions  utiles  à  l'économie  du  travail,  je  m'empresse 
d'ajouter  que  je  l'ai  fait  fonctionner,  abandonné  à  lui-même,  pendant 
un  grand  nombre  de  périodes,  avec  des  Jormes  tout-à-Jàit  grossières. 
Mais  alors  il  est  indispensable  que  la  partie  horizontale,  ou  le  déve- 
loppement de  la  partie  inférieure,  ait  luie  longueur  assez  grande  rela- 
tivement à  la  chute  motrice;  or  c'est  précisément  ce  qui  se  présente  dans 
les  canaux  souterrains  naturels.  Cette  longueur  est  nécessitée  par  les 
coudes,  ou  par  les  causes  quelconques  de  résistances  locales  indépen- 
dantes du  frottement  proprement  dit.  On  conçoit,  en  effet,  que  si  la 
colonne  oscillante  est  plus  longue,  la  durée  des  oscillations  est  plus 
grande,  et  que,  le  chemin  parcouru  à  chaque  oscillation  par  la  résis- 
tance étant  déterminé,  cela  diminue  la  moyenne  des  vitesses  dont 
cette  résistance  est  fonction.  La  longueur  de  la  colonne  oscillante 
dinnnue,  par  cette  raison,  le  travail  résistant  pour  chaqiîe  oscilla- 
tion, pourvu  que  toutefois  cette  longueur  ne  soit  pas  excessive,  parce 
que  alors   cela   donnerait  trop  de  prépondérance  au  genre  de   résis- 
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tances  pai-ticulières  aux  vitesses  extrêmement  petites.  Je  ne  m'étendrai 
pas  davantage  sur  ces  considérations ,  détaillées  dans  mon  précédent 
Mémoire,  page  89  de  ce  volume,  où  l'on  peut  voir  comment,  pour 
les  grandes  vitesses,  la  longueur  des  surfaces  frottantes  du  tuyau 
d'une  colonne  liquide  oscillante  est  compensée  par  la  diminution  de 
vitesses  provenant  de  cette  même  longueur  pour  chaque  oscillation  , 
quand  on  fait  abstraction  des  coudes  ou  autres  résistances  locales. 

L'appareil  que  j'ai  exécuté  était  tout  simplement  composé  d'un 
tuyau  en  forme  de  f,  dont  la  partie  inférieure  avait  un  développement 
horizontal  d'une  vingtaine  de  mètres  et  débouchait  par  son  autre  ex- 
trémité dans  un  réservoir;  la  hauteur  verticale  de  tout  l'appareil,  en 
v  comprenant  le  réservoir,  dont  la  hauteur  était  au  moins  les  deux 
tiers  de  celle-ci ,  était  de  |  de  mètre  environ.  Ces  tubes  avaient  o'",o5  de 
diamètre  intérieur.  Le  tube  latéral  supplémentaire  destiné  à  la  circu- 
lation de  l'air  intérieur  offrait  l'inconvénient  d'être  cylindrique;  il 
avait  d'ailleurs  le  même  diamètre  que  les  autres.  Le  siphon  qui  plon- 
geait dans  la  source  était  quadrangulaire  et  son  diamètre  vertical  était 
graduellement  rétréci  de  moitié  au  haut  de  son  coude.  Sa  paroi  infé- 
rieure formait  im  arc  de  cercle  d'iui  rayon  d'inie  fois  et  demie  environ 
son  côté.  Ces  diverses  dimensions  sont  d'ailleurs  d'autant  plus  indif- 
férentes que  l'appareil  était ,  comme  je  l'ai  dit ,  très-grossier  et  devra  être 
exécuté  d'après  les  considérations  susdites.  Je  donne  une  idée  de  ces 
dimensions,  seulement  parce  que  si  elles  étaient  à  peu  près  moitié  moin- 
dres, du  moins  quant  au  diamètre  des  tubes,  il  serait  très  difficile  et 
peut-être  impossible  de  faire  marcher  l'appareil. 

Pour  le  mettre  en  jeu ,  après  avoir  rempli  les  deux  réservoirs,  et  par 
conséquent  tout  le  tuyau  horizontal ,  je  versais  un  sceau  d'eau  dans  un 
entonnoir  adapté  provisoirement  sur  le  tube  à  air.  Le  cours  d'eau  qui 
alimentait  extérieurement  le  bassin  supérieur  n'étant  pas  tout-à-fait 
assez  abondant,  j'y  suppléais  ensuite  en  versant  de  l'eau  extérieurement 
dans  ce  bassin,  et  la  fontaine  intermittente  marchait  d'ailleurs  aban- 
donnée à  elle-même  sans  aucune  pièce  quelconque  mobile.  I^es  deux 
remarques  les  plus  essentielles  à  faire  sur  son  jeu  consistent  en  ce  que  ; 

1°.  Quand  le  niveau  de  l'eau  dans  le  bassin  supérieur  descendait  à 
l'extrémité  de  la  bouche  du  siphon  aliiiientaiir'  de  l'appareil,  ce  siphon 
continuait  encore  à  couler  pendant  quelques  instants,  parce  qu'il  sou- 
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levait,  en  vertu  de  la  viscosité  fie  l'eau,  une  petite  colonne  de  ce  li- 
quide au-dessus  du  niveau  général  du  bassin  supérieur.  Or,  à  l'instant 
où  la  colonne  se  divisait  à  l'entrée  du  siphon  ,  par  l'el'fort  de  lair  exté- 
rieur, la  petite  masse  d'eau  soulevée  retombant  pour  se  mettre  de  ni- 
veau avec  son  réservoir,  formait  un  creux,  en  vertu  du  mouvement 
acquis,  couune  l'aurait  fait  une  sorte  de  vague.  Cet  effet  est  très-avan- 
tageux pour  l'appareil,  parce  qu'il  facilite  l'entrée  de  l'air  extérieur 
dans  le  siphon  ,  à  la  suite  de  la  colonne  qui  sort  par  l'autre  extrémité, 
en  vertu  de  son  mouvement  acquis. 

2°.  Malgré  cet  effet ,  la  bouche  du  siphon  n'étant  pas  longtemps  com- 
plètement libre  ,  et  devant  se  recouvrir  bientôt,  à  cause  de  leau  qui  vient 
toujours  delà  source,  lorsque  le  niveau  de  la  colonne  intérieure  était 
descendu  jusqu'à  l'origine  du  tube  latéral  destiné  à  introduire  l'air  ex- 
térieur sur  son  sommet,  on  entendait  très-distinctement  le  bruit  causé 
par  la  rentrée  brusque  de  cet  air.  On  voit ,  d'après  cela,  combien  il  est 
important  de  faciliter  cette  rentrée  par  la  plus  grande  section  possible, 
au  moyen  d'un  tuyau  annulaire  ctiveloppaiit  le  pourtour  du  sommet  tlu 
tuyau  principal  ;  tandis  que,  dans  l'essai  dont  je  viens  de  rendre  compte, 
aux  premiers  instants  où  l'air  entrait  de  ce  côté,  il  ne  le  pouvait  que 
parle  segment  le  plus  étroit  d'une  courbe  à  double  courbiue. 

Le  cours  d'eau  qui  alimentait  extérieurement  le  bassin  supérieur 
n'étant  pas  tout  à  fait  assez  abondant,  j'y  suppléais,  comme  je  l'ai  dit, 
en  y  versant  de  l'eau  moi-même,  de  sorte  qu'il  y  avait  réellement  de 
l'intermittence  dans  lalimentation  du  réservoir  supérieur;  mais  il  est 
évident  que  la  difficulté  consistait  à  faire  fonctionner  l'appareil  sam 
pièce  mobile,  surtout  si  l'on  a  égard  à  l'extrême  imperfection  de  ce 
modèle,  imperfection  utile  d'ailleurs  pour  établir  qu'un  appareil  de  ce 
genre  peut  se  présenter  dans  la  nature  inorganique. 

On  prescrit  ordinairement  d'évaser  les  extrémités  des  tuyaux  dans 
les  machines  hydrauliques  ;  mais  il  n'est  pas  prouvé  que,  dans  cet  ap- 
pareil, il  soit  utile  de  le  faire  pour  la  bouche  du  siphon  supérieur,  ,i 
cause  des  conditions  à  remplir  pour  la  rentrée  de  l'air  à  l'époque  où 
ce  siphon  se  vide.  On  remarquera  d'ailleurs  que  la  perte  de  force  vive, 
provenant  des  phénomènes  de  la  contraction  de  la  veiue  liquide  à  cet 
orifice,  peut  avoir  moins  d'importance  que  dans  plusieurs  autres  de 
mes  appareils;  parce  que  lécoulement  ne  se  fait  en  ce  point  que  peu- 
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dant  unefracfio?i  de  la  durée  totale  de  chaque  oscillation,  soit  dans  un 
sens,  soit  dans  l'autre.  Quant  au  maximum  de  cette  perte,  nous  avons 
déjà  expliqué  pourquoi  elle  peut  ne  pas  avoir  beaucoup  d'importance 
si  le  tuyau  horizontal  est  suffisamment  long. 

J'ai  vérifié  par  l'expérience  qu'une  colonne  liquide  oscillante  amorce 
facilement,  par  son  mouvement  de  bas  en  haut,  un  siphon  de  1 1  cen- 
timètres de  diamètre  ;  et  comme  il  est  bon  de  disposer  un  siphon  an- 
nulaire, dont  le  diamètre  vertical  dans  le  coude  soit  tout  au  plus 
moitié  du  diamètre  du  tuvau  vertical,  on  pourra  probablement  exé- 
cuter des  appareils  de  ce  genre  en  leur  donnant  d'assez  grandes  sec- 
tions. Il  était  un  peu  plus  difficile  d'amorcer  le  siphon  quand  l'extré- 
mité, opposée  à  celle  d'où  vient  la  colonne  ascendante,  plongeait  dans 
l'eau,  comme  dans  l'appareil  dont  il  s'agit;  mais,  avec  le  même  gros 
tuvau  dont  nous  venons  de  parler,  on  surmontait  facilement  cette 
difficulté,  en  se  ménageant  un  petit  tube  latéral  à  air,  comme 
dans  cet  appareil.  On  n'a  guère  alors  qu'un  volume  d'air,  égal  a 
celui  du  siphon  supérieur ,  à  chasser  au  travers  de  la  couche  d  eau 
qui  recouvre  l'extrémité  opposée.  Pendant  cette  époque,  l'eau  monte 
dans  le  tube  latéral  destiné,  comme  nous  l'avons  dit,  soit  à  la  libre 
sortie,  soit  à  la  libre  rentrée  de  l'air  aux  instants  convenables.  On  peut 
remarquer  que  l'eau  montera  plus  ou  moins  haut  dans  ce  tube  latéral , 
selon  que  l'air  du  siphon  sera  plus  ou  moins  difficile  à  chasser  au 
travers  de  la  couche  d'eau  qui  s'y  oppose. 

On  voit  que  si  l'on  voulait  élever  de  l'eau  au  moyen  de  cet  appareil 
considéré  sous  cette  forme ,  la  résistance  de  cette  colonne  d'air  pourrait 
être  considérée  comme  une  des  causes  d'un  versement  au-dessus  du 
niveau  de  la  source  motrice.  Mais,  en  général,  ce  genre  d'appareil 
serait  évidemment  défectueux  sous  cette  forme  à  cause  des  chemins 
parcourus  par  les  résistances  passives;  si  la  somme  des  longueurs  de  ces 
chemins  était  très-grande  par  rapport  à  celui  de  l'eau,  qui  fournirait 
l'effet  utile  en  versant  à  une  hauteur,  petite  comparativement  à  la  chute 
motrice.  Nous  allons  décrire  une  autre  forme,  qui  offre  elle-même  un 
véritable  principe  d'appareils ,  comme  nous  le  verrons  plus  loin. 

Sous  celle  que  nous  venons  de  décrire ,  il  est  évident  que  le  système 
fonctionnera  de  lui  même  indéfiniment,  malgré  des  variations  de  débit 
dans  la  source,    i^si  cette  source  est  toujours  assez  abondante  pour 
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recouvrir  périodiquement,  d'une  manière  convenable,  l'extrémité  du 
siphon  supérieur;  1°  si  le  travail  moteur  surpasse  toujours  un  peu  le 
travail  résistant.  Il  est  clair,  en  effet,  que  si  la  force  ascensionnelle 
est  assez  puissante  pour  amorcer  le  siphon  alimentaire,  l'appareil  se 
retrouvera  toujours  périodiquement  dans  un  état  analogue  à  celui  ou 
il  était  au  commencement  de  son  jeu. 

II. 

Appareil  élévaloire  sans  pièces  mobiles. 

Considérations  pnliniinuires. 

Cet  appareil  ne  diffère,  quant  à  la  forme,  du  précédent  que  par  l'ad- 
dition d'im  tuyau  d'ascension  sur  la  partie  horizontale  ou  le  dévelop- 
pement de  la  partie  inférieure.  Pour  concevoir  comment  il  se  produit, 
dans  ce  tuyau  d'ascension,  une  oscillation  puissante  par  rapport  aux 
autres  oscillations  sur  lesquelles  reposera  le  jeu  du  système,  il  faut  ad- 
mettre un  principe  fort  simple  sur  les  oscillations  de  l'eau  dans  un 
siphon  renversé  ordinaire,  de  diamètre  constant,  en  faisant  pour  un 
moment  abstraction  du  présent  appareil. 

Abstraction  faite  des  résistances  passives,  la  hauteur  à  laquelle  une 
colonne  liquide,  abandonnée  à  elle-même,  après  avoir  été  soulevée 
une  première  fois  dans  une  des  branches  d'un  pareil  siphon ,  doit  re- 
monter dans  la  branche  opposée,  dépend  évidenuuent  de  la  hauteur  à 
laquelle  l'eau  avait  été  soulevée  dans  la  première.  Mais  la  hauteur  qui 
sera  obtenue ,  dans  la  seconde  branche ,  ne  changerait  pas  si ,  par  un 
moyen  quelconque ,  on  avait  supprimé  dans  celle-ci ,  avant  la  naissance 
du  mouvement ,  une  portion  plus  ou  moins  grande  de  la  colonne  d'eau 
verticale.  Ainsi,  en  faisant  toujours  abstraction  des  résistances  passives, 
lorsque,  pour  augmenter  la  hauteur  qui  sera  obtenue  dans  la  seconde 
branche,  on  introduit,  d'une  manière  quelconque,  une  certaine 
quantité  d'eau  sur  la  première  branche ,  la  hauteur  qui  sera  obtenue 
dans  la  seconde  ne  dépend  pas  de  la  profondeur  où  l'eau  était  dans 
celleci  à  l'instant  de  la  naissance  du  mouvement  ascensionnel  :  je  veux 
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dire  qu'elle  n'en  dépend  point  de  la  même  manière  qu'elle  le  ferait  si 
l'antre  branche  était  en  communication  non  interrompue  avec  un  ré- 
servoir; car,  en  toute  rigueur,  la  longueur  de  la  colonne  peut  avoir 
quelque  influence  sur  la  hauteur  dont  il  s'agit,  par  suite  des  phéno- 
mènes du  choc  des  fluides  ou  par  d'autres  raisons  secondaires  prove- 
nant des  résistances  passives. 

Ce  principe  évident  trouvera  son  application  en  ce  que  ,  pour  obte- 
nir une  hauteur  donnée,  au  moyen  d'une  colonne  liquide  oscillante, 
il  ne  sera  plus  indispensable  ,  comme  dans  l'appareil  précédent,  que  le 
sommet  de  cette  colonne  parte  d'une  profondeur  dont  la  limite  soit  dé- 
terminée,  abstraction  faite  des  résistances  passives  ;  poiu'vu  que  l'on  ait 
lui  moyen  de  soustraire  périodiquement,  sans  perte  de  force  vive  trop 
sensible,  la  quantité  d'eau  périodiquement  introduite  dans  l'appareil 
pour  entretenir  son  jeu.  Or  on  verra  plus  loin  que  cela  se  peut,  par  la 
raison  même  que  ce  qui  vient  d'être  dit  permet  de  distribuer^  à  volonté, 
la  course  d'une  colonne  liquide  au-dessus  et  au-dessous  d'un  tuyau  de 
décharge. 

Quand  une  colonne  liquide  oscille  dans  un  système  quelconque  de 
tuyaux ,  les  pressions  quelle  exerce  sur  un  point  donné  varient  néces- 
sairement avec  le  mouvement  de  cette  colonne.  Les  personnes  qui 
n'auraient  pas  lu  mes  précédents  Mémoires  pourront  se  faire  une  idée 
de  ces  effets  au  moyen  des  considérations  suivantes,  que  je  crois  d'ail- 
leurs nouvelles,  en  ce  qu'elles  présentent  de  l'analogie  entre  les  phé- 
nomènes dont  il  s'agit  et  une  loi  du  choc  des  corps  élastiques,  bien 
qu'on  fasse  abstraction  de  tout  cJwc  dans  ce  qui  va  suivre. 

Concevez  deux  tuyaux,  ouverts  à  toutes  leurs  extrémités,  et  dispo- 
sés l'un  sur  l'autre  comme  ime  sorte  de  grand  T  l'eni'ersé.  Je  suppose 
qu'il  n'y  ait  pas  encore  d'eau  dans  le  tuyau  vertical ,  et  que  le  tuyau 
horizontal  en  soit  rempli.  Si  l'on  conçoit  que  la  première  partie  de  la 
colonne  d'eau  horizontale  soit  en  mouvement,  l'autre,  au-delà  du  tuyau 
vertical,  étant  encore  en  repos  ,  la  portion  en  mouvement  élèvera  dans 
le  tuyau  vertical  de  l'eau,  qui  pressera  latéralement  la  portion  en  re- 
pos, et  lui  imprimera  graduellement  de  la  ^■itesse.  Quand  la  vitesse 
sera  devenue  à  peu  près  aussi  grande  en  aval  qu'en  amont  du  tube 
vertical ,  la  colonne  verticale  redescendra  ;  et  il  est  intéressant  de  voir 
en  quel  état  sera  le  système  à  l'époque  où  toute  l'eau  -sera  rentrée  dans 
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Je  tuyau  horizontal  (que  l'on  supposera  indéfiniment  prolongé  et  re- 
levé à  ses  extrémités),  abstraction  faite  des  résistances  passives. 

Or  il  est  à  remarquer  que  le  travail  employé  à  refouler  l'eau  dans  le 
tuyau  vertical ,  devant  ensuiteserestituer  jusqu'à  un  certain  point,  pen- 
dant que  l'eau  redescendra  vers  le  tuyau  horizontal ,  produit  un  effet 
parfaitement  analogue  h  celui  des  ressoHs  dans  le  choc  des  corps  élas- 
tiques. C'est-à-dire  que  (si  toutefois  les  vitesses  ne  sont  pas  trop  grandes 
par  rapport  à  la  longueur  du  système),  quand  toute  l'eau  sera  rentrée 
dans  le  tuyau  horizontal ,  la  portion  de  la  colonne  comprise  dans  ce 
dernier  tuyau  avant  la  branche  verticale,  pourra  ou  revenir  sur  ses 
pas,  ou  être  réduite  au  repos,  ou  continuer  à  se  mouvoir,  avec  une 
vitesse,  bien  entendu  moindre  qu'avant  l'ascension ,  selon  le  rapport 
qui  existera  entre  les  longueurs  des  deux  parties  de  la  colonne  hori- 
zontale. Or  il  y  a  dans  cette  distribution  de  vitesses  quelque  chose 
d'analogue  à  ce  qui  se  présente  dans  le  choc  des  corps  élastiques,  selon 
le  rapport  du  corps  choquant  au  corps  choqué. 

Ces  considérations,  évidentes  par  elles-mêmes,  ne  sont  pas  indis- 
pensables pour  ce  qui  va  suivre  ;  mais  on  a  pensé  qu'elles  pouvaient 
être  utiles  et  offrir  quelque  intérêt,  en  présentant  de  l'analogie  entre  des 
phénomènes  d'une  nature  tout  à  fait  différente. 

Description  du  jeu  de  l'appareil. 

Le  système  se  compose,  comme  nous  avons  dit,  de  l'appareil  en  foime 
de  /,  auquel  on  a  seulement  ajouté  un  tuyau  d'ascension,  sur  un  point 
mtermédiaire  de  la  portion  horizontale  de  la  partie  inférieure  suffisam- 
ment développée.  De  sorte  qu'il  prend  uneforme  analogue  à  celle  d'une 
petite  m  renversée,  la  branche  du  milieu  étant  la  plus  longue,  et  la 
dernière  se  recourbant  en  siphon  dans  le  réservoir  de  la  source  ;  cela 
est  d'ailleurs  figuré  au  moyen  de  la  liaison,  qui  la  termine  comme  la 
plupart  des  caractères  de  l'alphabet.  Tout  l'appareil  est  rempli  d'eau 
une  première  fois,  par  un  moyen  quelconque,  à  l'exception  d'une 
partie  du  tuyau  vertical  du  milieu.  Il  descend  de  l'eau  delà  source 
comme  dans  le  proinier  système  en  forme  de  /;  mais  elle  vient  se  poser, 
du  moins  en  partie  ,  au  bas  du  tuyau  du  milieu  ,  ou  i)lutùt  elle  repousse 
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de  l'eau  dans  cette  partie.  A  l'époque  où,  en  vertu  de  cette  descente, 
la  vitesse  est  graduellement  devenue  assez  grande,  le  siphon ,  qui  plonge 
dans  le  réservoir  supérieur,  cesse  d'être  amorcé,  comme  nous  l'avons 
expliqué  pour  le  premier  système.  A  cette  époque  l'eau  est  en  mou- 
vement dans  toutes  les  parties  de  l'appareil  :  elle  baisse  dans  le  tuyau 
qui  vient  de  la  source,  monte  dans  le  tuvau  vertical  du  milieu,  et 
finit  par  verser  au  sommet  de  celui-ci ,  en  fournissant  l'effet  utile.  La 
colonne  redescend  ensuite  dans  ce  dernier  tuyau,  et  se  divise  en 
deux  parties ,  dont  l'une  passe  à  l'extrémité  inférieure  de  l'appareil , 
pour  se  rendre  au  réservoir  de  décharge  ;  et  l'autre  remonte  vers  la 
source,  pour  amorcer  le  siphon  qui  y  plonge,  de  manière  à  ce  que  le 
jeu  recommence  périodiquement,  en  recevant  de  la  force  motrice 
comme  dans  le  premier  appareil  en  forme  de  f. 

Pour  bien  concevoir  l'ensemble  et  la  raison  de  ce  qu'on  vient  de  dé- 
crire, il  faut  suivre  attentivement  le  jeu  de  la  colonne  de  décharge, 
en  la  considérant  comme  influencée  par  les  pi'essions  variables  de  la 
colonne  du  tuyau  du  milieu.  Nous  allons  d'abord  faire  abstraction  des 
résistances  passives. 

Ce  qu'il  y  a  de  plus  essentiel  à  remarquer,  c'est  que  la  colonne,  re- 
pliée dans  le  tuyau  vertical  d'ascension  et  dans  celui  qui  vient  de  la 
source ,  oscille  par  ses  deux  extrémités  ,  pendant  qu'elle  n'est  pas  en 
communication  avec  le  réservoir  supérieur.  Nous  avons  vu  dans  les 
préliminaires  de  ce  second  chapitre,  que  cette  condition  permet  de 
distribuer,  comme  on  veut ,  la  course  de  la  surface  de  la  colonne  oscil- 
lante dans  une  des  branches  d'un  siphon  ,  quant  aux  chemins  pério- 
diquement parcourus  au-dessus  et  au  dessous  d'un  niveau  d'une  hau- 
teur donnée.  Il  résulte  de  là  que  l'on  peut  se  servir  de  l'oscillation  de 
la  colonne  dans  le  tube  vertical  du  milieu  pour  faire  écouler  périodi- 
quement de  l'eau  motrice  au  niveau  de  la  décharge  On  fait  naître  du 
mouvement  dans  le  tuyau  de  décharge  pendant  l'époque  où  cette  co- 
lonne monte  au-dessus  de  ce  niveau  ;  et  l'on  réduit  l'eau  de  ce  tube  au 
repos ,  pendant  l'époque  où  cette  même  colonne  descend  au-dessous 
du  même  niveau,  parce  que  la  pression  résistante  devient  alors  pré- 
pondérante. Les  phénomènes  de  la  distribution  des  pressions ,  que  l'on 
pourrait  nommer  positives  et  négatives,  autour  d'un  niveau  d'une  hau- 
teur  donnée,  deviennent  plus  compliqués,   dans   l'appareil   dont  il 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  33, 

s'agit  que  dans  un  simple  siphon  ,  par  la  raison  même  qu'il  en  résulte 
un  écoulement  latéral  d'une  partie  de  la  colonne  oscillante,  maisoTi 
pourra  toujours  y  avoir  égard,  du  moins  par  le  tâtonnement. 

Tout  ce  qui  vient  d'être  dit  suppose  que  les  colonnes  liquides  ont  une 
longueur  développée  assez  grande  par  rapporta  la  chute  motrice.  Nous 
avons  d'ailleurs  expliqué  que,  même  dans  le  premier  appareil,  ayant 
tout  simplement  une  forme  analogue  à  celle  d'une  /.  cette  condition 
était  indispensable  dans  ces  systèmes. 

Voici  maintenant  de  quelle  façon  la  force  motrice  agit,  et  aban- 
donne périodiquement  l'appareil.  Nous  avons  vu  comment  l'eau  mo- 
trice descend  de  la  source,  et  comment,  l'appareil  étant  en  jeu,  la 
vitesse  naît  ou  augmente  graduellement  dans  la  colonne  de  décharge, 
pendant  le  temps  que  l'eau  du  tuyau  d'ascension  se  trouve  au-dessus 
du  niveau  de  la  décharge,  soit  pendant  l'ascension,  soit  pendant  Je 
commencement  de  la  descente.  Nous  savons  aussi  que  la  vitesse  di- 
minue au  contraire  dans  la  même  colonne,  pendant  que  la  surface  de 
celle  du  tuyau  du  milieu  est  au-dessous  du  niveau  de  la  décharge  ,  soit 
à  la  fin  de  la  descente,  soit  au  commencement  de  l'ascension.  Or  si,  par 
la  disposition  de  l'appareil ,  on  règle  convenablement,  sur  la  colonne 
de  décharge,  les  pressions  motrices  et  les  résistances  les  unes  par  rap- 
port aux  autres  dans  une  même  période,  cette  colonne  sera  périodique- 
ment réduite  au  repos.  On  peut  d'ailleurs  faire  déboucher  le  tuyau  de 
décharge,  par  une  extrémité  évasée ,  un  peu  au-tlessus  du  niveau  où  il  va 
verser  de  l'eau  qui  nedoitrevenir  sur  sespasquelemoins  possible.  Pour 
bien  concevoir  de  quelle  manière  l'eau,  qui  passe  au  niveau  de  la  dé- 
charge, en  se  mêlant  à  une  colonne  réduite  périodiquement  au  repos, 
comme  nous  venons  d'expliquer  que  cela  peut  se  faire,  traverse  l'ap- 
pareil en  exécutant  un  travail ,  nous  allons  faire  pour  un  moment 
abstraction  de  cet  ajjpareil  ,  et  considérer  le  mouvement  oscillatoire 
d'une  colonne  liquide  dans  un  siphon  renversé  ordinaire  à  branches, 
de  diamètre  constant,  mais  inégales  en  hauteur. 

Si  l'on  versait  périodiquement  du  liquide  dans  un  pareil  siphon 
par  la  branche  la  plus  courte,  chaque  fois  qu'une  colonne  liquide 
oscillante  arrive  à  la  hauteur  du  sommet  de  cette  branche  (pré- 
cisément comme  dans  la  première  moitié  de  l'appareil  dont  il  s'agit)  , 
il  est  clair  qu'il  pourrait  bien  ensuite  sortir  de   l'eau  par  le  haut  de 
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la  seconde  Ijranclie  pendant  quelques  oscillations,  mais  queleau  re- 
descendrait de  moins  eu  moins  bas  dans  cette  même  branche.  En 
effet,  l'eau  d'une  source  ne  peut  pas  s'élever  au-dessus  de  son  ni- 
veau ,  si  en  définitive  une  partie  de  cette  eau  ne  reste  pas  à  un  niveau 
moins  élevé  après  sa  descente.  Il  résulte  delà  que  le  tuyau  d'ascension 
de  l'appareil  dont  nous  nous  occupons  aurait  une  tendance  à  se 
remplir  de  plus  en  plus  ,  et  à  fmir  par  faire  cesser  le  jeu ,  si  l'on  n'avait 
pas  un  moyen  d'évacuer  la  quantité  dont  il  tend  ainsi  à  se  remplir.  C'est 
donc  en  cela  que  consiste  le  travail  de  l'eau  motrice,  qui  descend  de 
la  source  au  niveau  de  décharge.  11  vide  luie  portion  du  système,  où 
l'eau  de  la  source  descend  en  emmagasinant  de  la  force  vive,  comme 
dans  une  sorte  de  bélier  hydraulique,  mais  sans  choc  brusqiie. 

Jusqu'à  présent  nous  avons  fait  abstraction  des  résistances  passives 
dans  l'appareil  objet  de  ce  second  chapitre  ;  mais  il  peut  se  présenter 
de  légères  causes  d'irrégularité  dans  le  jeu  du  siphon  qui  aspire  périodi- 
quement l'eau  de  la  source.  Or  il  est  facile  de  prévoir  que  les  irrégula- 
rités, qui  en  résulteront  dans  toutes  les  autres  parties  du  système,  ne 
doivent  pas  arrêter  le  jeu,  et  donneront  lieu  à  des  compensations; 
pourvu  qu'elles  ne  dépassent  pas  certaines  limites,  comme  dans  d'autres 
appareils  dont  le  jeu  est  connu. 

Mais,  abstraction  faite  de  toute  compensation,  cet  appareil  fournis- 
sant à  chaque  période  au  sommet  du  tuyau  d'ascension  une  quantité 
d'eau  assez  notable  par  rapport  à  la  capacité  de  ce  tuyau ,  il  est  clair 
qu'il  pourrait  fonctionner  au  moyen  d'une  source  motrice,  un  peu 
plus  ou  un  peu  moins  abondante.  En  effet,  si  l'oscillation  ascendante 
est  un  peu  plus  ou  un  peu  moins  puissante ,  il  est  facile  de  démon- 
trer, comme  on  va  le  voir,  que  son  action  latérale  sur  le  tujau  de  dé- 
charge sera  un  peu  plus  ou  un  peu  moins  forte;  de  sorte  que,  si  le 
débit  de  la  source  motrice  varie,  il  suffira  que  la  course  de  la  colonne 
dans  le  tuyau  d'ascension  varie,  aussi  selon  certaines  lois ,  pour  que  la 
colonne  de  décharge  soit  réduite  périodiquement  au  repos,  selon  la 
meilleure  condition  du  système.  Or  cette  colonne  de  décharge  étant 
d'unelougueursensiblement  constante  fpuisqu'on  peut  faire  abstraction 
de  la  force  vive  de  l'eau  qui  sort  de  l'appareil  par  ime  extrémité  évasée), 
pour  qu'elle  débite  plus  ou  moins  d'eau,  il  suffit  que  la  course  de 
l'oscillation   dans   le  tuvau    d'ascension  soit  réglée  en   conséquence. 
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Maintenant  supposons  que  le  débit  de  la  source  diminue,  ou  qu'il  y 
ait  quelque  irrégularité  dans  les  résistances  passives  de  l'appareil  ;  s'il 
n'y  a  rien  de  trop  brusque,  le  mouvement  général  reprendra  de  lui- 
même  le  régime  qui  lui  convient.  Si  la  source  fournit  un  peu  moins 
d'eau,  cela  diminuera  la  puissance  de  l'oscillation,  et  par  suite  les  vi- 
tesses périodiques  dans  le  tuyau  de  décharge ,  à  cause  des  pressions 
latérales. 

Pour  bien  concevoir  celte  influence  de  la  puissance  de  l'oscillation  , 
dans  le  tuyau  d'ascension,  siu-  les  pressions  latérales,  il  ne  faut  pas 
perdre  de  vue  que  les  hauteurs  dues  aux  vitesses  variables  de  cette  os- 
cillation seront  toujours  très-petites  par  rapport  à  la  chute  motrice,  à 
cause  de  l'inertie  des  longues  colonnes  liquides  oscillantes.  De  plus, 
par  la  raison  même  que  ces  colonnes  sont  très-longues,  le  versement 
supérieur  ne  diminuera  cette  inertie  que  d'une  très-petite  fraction; 
ainsi  il  faudra  d'autant  plus  de  pressions  résistantes  pour  anéantir  le 
mouvement  ascensionnel,  que  ce  mouvement  sera  plus  puissant. 
Les  vitesses  ne  sont  point  ici ,  comme  on  pourrait  le  penser  d'après  le 
théorème  de  Bernoulli ,  inie  cause  de  diminution  très-notable  dans  les 
pressions  latérales,  puisque  les  hauteurs  dues  à  ces  vitesses  sont  très-pe- 
tites relativement  aux  hauteurs  variables  des  colonnes  liquides  dont  le 
poids  est  la  cause  de  ces  pressions.  Or  les  vitesses  étant  fonction  des  pres- 
sions qui  les  engendrent,  si  le  débit  de  la  source  diminue  d'une  ma- 
nière assez  insensible ,  il  peut  en  définitive  varier  de  quantités  sensibles , 
sans  que  le  jeu  soit  interrompu.  On  pourra,  du  reste,  régler  l'eau 
motrice  au  mojeii  d'un  second  réservoir  supérieur,  si  les  compensa- 
tions ne  sont  pas  assez  rigoureuses.  Quant  aux  irrégulai-ités  indéjjen- 
dantes  du  débit  de  la  source,  il  y  a  dans  tout  le  système  une  tendance 
au  rétablissement  du  régime  convenable. 

La  principale  cause  d'irrégularités  et  peut-être,  dans  cerlains  cas,  de 
pertes  de  forces  vives,  provient  du  mode  d'introduction  de  l'eau  dans 
l'appareil.  Mais  ce  mode,  essentiel  dans  le  premier  appareil  en  forme 
de  f,  destiné  principalement  à  fournir  une  explication  de  quelques 
phénomènes  du  mouvement  des  fontaines  naturelles,  n'est  plus  le 
])oint  fondamental  dans  celui  qui  nous  occupe;  c'est-à-dire  que  si  l'eau 
motrice  était  périodiquement  versée  sur  le  haut  du  tuyau  .  qui  remonte 
vers  la  source,  au  moyen  d'une  soupape  ou  pièce  mobile  quelconque, 
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ce  second  appareil  n'en  subsisterait  pas  moins  comme  principe.  Il  est 
même  probable  que  son  effet  serait  plus  avantageux,  si  l'eau  motrice 
lui  était  fournie  par  un  moyen  analogue  à  celui  que  j'ai  exécuté 
pour  lui  modèle  fonctionnant  d'un  de  mes  appareils ,  décrit  dans  le 
tome  IV  de  ce  Journal,  page  243.  Mais  il  est  inutile  d'entrer  ici  dans 
des  détails  étrangers  aux  principes,  seul  objet  de  cette  Note. 


III. 

Jet  deau  oscillant^  qui  Jonniit  un  effet  et  une  j or  ce  motrice. 

Nous  avons  vu,  au  commencement  du  second  chapitre,  que  l'on 
peut  disposer  un  siphon  renversé  de  manière  à  distribuer  à  volonté  la 
course  d'une  colonne  liquide  oscillante  au-dessus  et  au-dessous  d'un 
point  donné.  Nous  avons  vu  aussi  que  Ton  peut  entretenir  les  oscil- 
lations en  faisant  passer  périodiquement  de  la  force  motrice  au  travers 
dusvstème,  et  cela  en  ajoutant  un  simple  tuyau  de  décharge  à  un  si- 
phon renversé.  Or  il  est  facile  de  démontrer  que,  sans  ce  tuyau  de  dé- 
charge, et  au  moyen  d'un  orifice  pratiqué  sur  la  paroi  de  ce  siphon, 
on  peut  aussi  faire  passer  utilement  de  la  force  motrice  au  travers  de 
l'appareil.  En  effet,  abstraction  faite  des  pertes  de  force  vive,  ou  en  ne 
les  supposant  pas  trop  grandes,  il  suffit,  pour  que  le  jeu  de  l'appareil  soit 
entretenu,  que  le  centre  de  gravité  d'une  certaine  masse  d'eau  passe  du 
niveau  de  la  source  k  un  niveau  inférieur,  sans  perte  trop  sensible  de 
force  vive.  Or,  d'après  des  expériences  dont  j'ai  parlé  dans  le  tome  111 
de  ce  Journal ,  page  209,  on  sait  que  si  la  colonne  horizontale  d'un 
siphon  renversé  est  assez  longue ,  par  rapport  aux  courses  des  oscilla- 
tions, et  qu'un  jet  d'eau  vertical  sorte,  par  un  orifice  en  mince  paroi, 
de  la  colonne  horizontale  (^son  diamètre  n'étant  pas  trop  grand  relative- 
ment à  ceux  des  tuyaux),  auprès  d'une  des  branches  verticales,  ce  jet 
s'élève  dans  l'air  libre  à  des  hauteurs  variables  analogues  à  celles  que 
la  colonne  oscillante  atteint  dans  le  siphon;  il  s'élève  d'ailleurs  avec  elle 
bien  au-dessus  dil  niveau  de  la  source  ,  quand  une  des  branches  du  si- 
phon débouche  dans  le  réservoir  de  cette  source.  Or,  dans  le  système 
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dont  nous  nous  occupons,  une  des  branches  étant  en  communication, 
pendant  un  certain  temps,  avec  la  source  motrice  ,  l'eau  s'élèvera  dans 
l'autre  branche  au-dessus  de  cette  source,  et  il  en  sera  de  même  d'un 
jet  d'eau,  oscillant  dans  l'air  libre,  comme  celui  dont  nous  venons 
de  parler.  Supposons  maintenant  que  ce  jet  d'eau,  étant  incliné  sous 
un  certain  angle,  passe  sur  un  système  de  réservoirs,  disposés  les  uns 
au-dessus  des  autres  comme  lesmarclies  d'un  escalier.  L'eau  élevée  par 
ce  jet  oscillant  se  versera  latéralement  dans  ces  réservoirs,  à  ses  diverses 
hauteurs  variables;  et  l'on  conçoit  même  que  s'ils  étaient  à  d'assez  pe- 
tites hauteurs  les  ims  au-dessus  des  autres  ,  le  centre  de  gravité  de  la 
quantité  totale  de  l'eau,  fournie  par  le  jet  oscillant,  pourrait  ne  redes- 
cendre que  d'une  très-petite  quantité  par  l'effet  de  ce  versement  latéral. 
.\insi,  en  définitive,  soit  pendant  l'ascension,  soit  pendant  la  descente, 
on  aura,  à  chaque  période,  une  masse  d'ean  sortie  de  la  source  et  c/ui 
aura  traverse  l'appareil  en  descendant  h  un  niveau  inférieur,  sans 
beaucoup  de  perte  de  force  vive.  La  hauteur  dont  le  centre  de  gravité 
(le  cette  masse  d'eau  descend  se  règle,  comme  nous  l'avons  dit,  au 
moyen  de  la  disposition  delà  secondebranchedii  siphon,  dans  lequel  une 
colonne  liquide  oscille  par  ses  deux  extrémités.  Il  est  donc  évident  que 
cette  descente  cause  un  travail,  qui  entretient  le  jeu  de  l'appareil  d'une 
manière  analogue  à  ce  qui  a  été  dit  dans  le  second  chapitre. 

On  peut  maintenant  se  représenter  facilement  l'effet  de  ce  jet  d'eau 
oscillant.  Il  distribue  son  eau  au-dessus  et  au-dessous  du  niveau  delà 
.source ,  par  une  disposition  convenable  du  siphon  ;  et  il  est  à  remarquer 
que,  si  la  branche  au;irès  de  laquelle  il  oscille,  est  indéfiniment  pro- 
longée, un  même  orihce  débitera  par  un  même  jet  l'e/Jet  et  la  force  mo- 
trice. 

L'appareil  s'amorcera  comme  celui  qui  est  décrit  dans  le  premier  cha- 
pitre ;  et,  pour  que  son  jeu  se  continue  indéfiniment,  il  suffira  que  la  co- 
lonne, dans  son  mouvement  rétrograde,  ait  la  puissance  nécessaire 
pour  amorcer  périodiquement  le  siphon  qui  plonge  dans  la  source.  Si 
d'ailleurs  l'orifice  du  jet  d'eau,  oscillant  dans  l'air  libre  ,  est  au-dessous 
de  la  limite  inférieure  de  la  course  de  l'oscillation,  dans  la  branche 
la  plus  éloignée  de  la  source,  l'appareil  reprendra  de  lui-même  le 
jeu  convenable  au  régime,  quand  l'abondance  de  la  source  va- 
riera dans  certaines  limites  avec  une  lenteur  suffisante,   parce  que  le 
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mouvement  rétrograde  de  la  colonne  et  le  débit  du  jet  d'eau  varient  avec 
la  puissance  ascensionnelle  de  cette  colonne  dans  le  siphon.  On  pourra 
d'ailleurs  régler  la  source  au  moyeu  d'un  second  réservoir  supérieur. 
si  cela  est  nécessaire. 

IV. 

Appareil  pour  j aire  des  épuisements  sans  pièce  mobile. 

Sans  rien  changer  de  bien  essentiel,  en  apparence,  à  la  forme  de  l'appa- 
reil décrit  dans  le  second  chapitre  ,  on  peut  le  rendre  propre  à  faire  des 
épuisements.  H  suffit  d'élargir  la  branche  du  milieu  et  de  réduire  sa 
hauteur  à  celle  où  l'eau  épuisée  doit  se  verser.  Dans  cette  disposition, 
l'eau  motrice  et  l'eau  épuisée  sortiront  en  entier  par  une  même  branche. 
L'appareil  du  second  chapitre  avait  une  forme  analogue  à  celle  d'une  sorte 
de  petite  ni  renversée  dont  la  branche  du  milieu  était  la  plus  longue; 
et  sous  cette  nouvelle  forme  il  aura  toujours  celle  d'une  petite  m  ren- 
versée ,  mais  dont  les  trois  branches  iront  graduellement  en  diminuant 
de  hauteur,  la  dernière  débouchant  dans  l'eau  à  épuiser.  Il  est  entendu 
que,  dans  l'un  et  l'autre  appareil,  le  tuyau,  qui  versera  l'eau  élevée, 
sortira  un  peu  au-dessus  du  niveau  où  elle  doit  monter,  afin  qu'elle 
ne  puisse  point  revenir  sur  ses  pas. 

Voici  maintenant  de  quelle  façon  l'appareil  fonctionnera.  On  sait 
que,  dans  un  siphon  à  branches  de  diamètres  inégaux,  une  colonne 
liquide  en  oscillation  remonte  plus  haut  dans  la  branche  la  plus 
étroite  que  dans  l'autre.  On  conçoit  donc  qu'il  suffit  déverser  de  l'eau 
périodiquement  sur  l'extrémité  de  la  colonne  qui  descend  de  la  source, 
comme  dans  les  appareils  précédents,  pour  que  la  colonne  remonte 
périodiquement  vers  cette  soiuce  ,  en  s'allongeant  pour  aller  à  la  ren- 
contre de  la  force  motrice.  Or  cette  même  colonne  oscillant  par  ses 
deux  extrémités,  nous  avons  vu  que  cela  suffit  pour  la  mettre  con- 
venablement eu  communication  avec  un  tu\au  de  décharge  ou  le 
liquide  sera  périodiquement  réduit  au  repos,  a  peu  près  comme  s'il  y 
avait  une  soupa-)e.  INLiis.  dans  le  présent  appareil,  l'eau  viendra  du 
dehors  au-dedans  delà  troisième  branche,  ce  qui  est  précisément  le 
contraire  de  l'effet  de  cette  même  branche  dans  l'appareil  du  second  cha- 
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pitre.  11  suffit  pour  cela  que  l'eau  ait  été  dirigée  une  première  fois  dans 
le  sens  voulu;  parce  que,  pendant  l'époque  où  l'eau  baisse  dans  la 
branche  du  milieu  au-dessous  du  niveau  de  l'eau  à  épuiser,  celle  ci 
descend  tout  naturellement  dans  cette  même  branche  du  milieu  ;  tan- 
dis que ,  pendant  l'époque  011  dans  cette  même  branche  l'eau  se  trouve 
au-dessus  du  niveau  dont  il  s'agit,  la  vitesse  de  l'eau  diminue  dans  la 
troisième  branche,  d'iuie  manière  parfaitement  analogue  a  celle  que 
nous  avons  décrite  dans  le  second  chapitre. 

Dans  l'un  et  l'autre  cas,  soit  que  l'eau  de  la  troisième  branche  se 
dirige  a  l'iiiténeur,  soit  qu'elle  se  dirige  à  l'extérieur  de  l'appareil,  si 
tout  est  bien  réglé,  elle  ne  reviendra  point  sensiblement  sur  ses  pas  et  ne 
sera  réduite  au  repos  que  pendant  des  instants  tr.-s-courts.  Si  donc  ou 
a  besoin  d'amener  l'eau  d'un  point  éloigné  au  lieu  où  se  trouve  la 
branche  du  milieu.  Une  faudra  pas  mettre  sur  le  compte  de  l'appareil 
le  travad  enjrottement  dépensé  pour  amener  l'eau  par  la  troisième 
branche.  Mais  il  n'en  est  pas,  il  est  vrai,  ainsi  du  travail  en  frottement 
dans  la  partie  de  l'appareil  qui  vient  de  la  source,  parce  qu'en  sup- 
primant les  pièces  mobiles,  il  ne  m'a  pas  encore  été  possible  d'éviter  le 
mouvement  de  retour  vers  la  source,  comme  je  le  fais  pour  l'appareil 
décrit  tome  m  de  ce  Journal,  page  43;,  que  jai  exécuté  depuis,  et 
dont  cette  circonstance  servira  d'ailleurs  à  faire  ressortir  l'utilité  [*]. 

Les  frottements  paraissent  devoir  être,  en  général,  la  cause  la  plus 
importante  de  perte  de  force  vive,  quand  les  tuyaux  sont  très-longs  par 
rapport  à  la  chute  motrice  et  aux  hauteurs  que  l'eau  élevée  doit  at- 
teindre; puisque  d'ailleurs  dans  la  pratique  on  pourra,  si  l'on  trouve 
que  cela  soit  plus  économique,  employer  un  autre  mode  d'introduc- 
tion de  l'eau  motrice  dans  l'appareil.  On  ajoutera  seulement  ici,  pou. 
ne  pas  répéter  ce  qui  a  été  dit  autre  part ,  que  dans  le  cas  où  l'appareil 
servira  aux  épuisem#ts,  bien  que  sa  forme  matérielle  présente  aiÙaiH 


[*]  On  peiU  remarquer  que,  dans  rappartil  objet  du  second  chapilie  de  la  présente 
■Note,  il  y  a  un  instant  où  l'eau  coule  dans  le  même  sens  et  doit  avoir  à  peu  près  la 
même  vitesse  dans  le  tuyau  darrivee  que  dans  le  tuyau  de  décharge,  c'est-à-dire  dans 
tout  le  développement  horizontal  d.-  l'appareil.  Cet  instant  est  celui  où  le  versement 
cesse  au  sommet  du  tuyau  d'ascension. 

Toilll'    VI.    —    SF.PTtMDllE    l3^i.  ^2 
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(le  coudes,  il  yen  aura  cependant  à  considérer  un  de  moins  que  dans 
Je  cas  où  il  était  élévatoire,  parce  que  l'eau  motrice  ne  passait  dans  la 
troisième  branche  qu'en  se  pliant  par  dessus  un  éperon.  Quant  à  la 
manière  de  calculer  les  résistances  passives  dans  les  colonnes  liquides 
oscillantes,  je  renvoie  à  mes  précédents  Mémoires,  les  calculs  n'offrant 
ici  aucun  intérêt  particulier. 

11  n'est  pas  aussi  facile  pour  les  appareils,  objet  du  second  et  du 
quatrième  chapitre,  que  pour  les  deux  autres,  d'établir  qu'ils  pourront 
être  amorcés  au  moyen  d'une  simple  crue  (feau,  sans  employer,  seu- 
lement il  est  vrai  une  première  fois,  un  système  de  pièces  mobiles.  Ce- 
pendant cela  ne  parait  pas  impossible,  et  leur  propriété  de  pouvoir 
ensuite  fonctionner,  au  moyen  de  pièces  absolument  fixes,  m'a  fait  pen- 
ser qu'ils  devaient  être  classés  avec  les  deux  autres,  parmi  les  prin- 
cipes qui  poTU'ront  servir  à  l'explication  du  mouvement  des  fontaines 
natiu'elles. 

CONCLUSIONS. 

Si  le  premier  des  appareils  décrits  dans  cette  Note  ne  semble  pas  de- 
voir présenter  i^0M.y  ceffeyôr/.'ie  d'applications  bien  litiles  à  l'industrie; 
du  moins,  à  cause  de  sa  simplicité  ,  il  parait  être  au  nombre  des  com- 
binaisons que  Ton  doit  trouver  dans  la  nature  inorganique. 

Quoiqu'il  renferme  le  véritable  principe  des  trois  autres  systèmes, 
en  ce  sens  qu'ils  ne  pourraient  pas  fonctionner  sans  lui,  au  moyen 
(te  pièces  absolument  fixes ,  et  qu'il  était  impossible  de  ne  pas  trouver 
ces  autres  appareils  après  l'invention  du  premier  ;  cependant  ils  offrent 
un  principe  bien  distinct,  reposant  sur  les  propriétés  du  jeu  des  deux 
extrémités  de  la  colonne  qui  part  de  la  source  potrice. 

On  peut  même  supposer  que  l'eau  motrice  leur  est  fournie  périodi- 
quement par  des  moyens  tout-à-fait  différents.  Il  faut  seulement  que 
l'appareil  ne  soit  pas  toujours  en  commimication  avec  le  réservoir  de 
la  source  ;  il  y  était  au  contraire  sans  interruption  dans  l'appareil  dé- 
crit tome  III  de  «;e  Journal,  page  437. 

Si  le  jet  d'eau  oscillant  sous  la  forme  décrite  dans  le  troisième  cha- 
pitre de  la  présente  Note  ,  nest  pas  destiné  à  rendre  des  services  à  l'in 
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tlustrie ,  il  olire ,  du  moins,  un  exemple  des  effets  variés  ,  que  l'on  peut 
s'attendre  à  rencontrer  dans  les  grottes  naturelles ,  et  dont  la  cause  est 
peut-être  bien  plus  simple  qu'on  n'aurait  été  porté  à  le  croire. 

Quant  aux  appareils  décrits  dans  le  second  et  le  troisième  cha- 
pitre, ils  paraissent  susceptibles  de  rendre  des  services  à  l'industrie, 
bien  que  je  les  regarde  comme  devant  être ,  en  général ,  sous  ce 
rapport,  inférieurs  aux  autres  appareils  de  mon  invention.  En  présen- 
tant ce  premier  essai  sur  la  solution  du  problème  des  fontaines  natu- 
relles, je  dois  d'ailleurs  prévenir  que  le  sujet  est  susceptible  de  plu- 
sieurs autres  solutions  assez  variées.  On  ajoutera  seulement  ici,  pour  en 
donner  quelque  idée,  qu'aux  extrémités  d'une  colonne  liquide  horizon- 
tale d'une  certaine  longueur,  les  pressions  motrices  qui  la  font  osciller, 
ne  se  font  pas  sentir  avec  la  même  force  qu'aux  points  où  elles  s'exer- 
cent immédiatement.  J'ai  établi  ce  fait  par  l'expérience.  Or  cette  diminu- 
tion de  force  étant  graduelle  le  long  de  la  colonne,  on  conçoit  quelle  va- 
riété d'effets  peut  en  résulter  sur  un  réseau  de  conduites  et  de  jets  deaii 
oscillants.  Ainsi,  une  cause  quelconque  faisant  osciller  une  simple  co- 
loime  liquide,  il  peut  en  résulter,  à  de  très-grandes  distances,  une  série  de 
phénomènes  très-compliqués,  que  l'on  indique  ici  comme  principe  de 
mouvement,  et  sur  lesquels  on  reviendra  dans  un  travail  d'un  autre 
genre. 

Nota.  11  eiit  été  très-diffficile  d'expliquer  sans  figures  tous  les  dé- 
tails des  appareils  précédents ,  et  les  modifications  dont  ils  sont  suscep- 
tibles. On  a  cru  devoir  se  borner  à  en  exposer  les  principes  et  ne  les 
développer  que  dans  des  recueils  spéciaux. 
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AiWvww  WWW»  jvvwvx  \  Wk.  \'  A/vxw  v»A\Aivv  'v^^  (W^^A,^^/V'Wv^l^'V^  /vv*  jv\  wv^  /v\MAvv^^\ vvwvw  v 


PROBLEME 


DE  CALCUL  INTÉGRAL, 

Par  E.  catalan. 


Un  cône  du  second  degré  à  hase  elliptique  étant  donné,  on  le  coupe 
par  une  sphère  concentrique ,  et  Von  demande  de  calculer  la  portion 
de  la  surface  sphérique  interceptée. 

Soit 

l'équation  du  cône  ;  et  soit 

x^  -\-  f'  +  z^  =   \, 
l'équation  de  la  sphère. 

En  représentant  par  A  l'aire  cherchée  ,  on  a 


J  J  sJt  —  x^  — r' 


Les  limites  de  l'intégration  seront  données  par  la  projection ,  sur  le 
plan  des  jcj,  delà  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces.  Or  cette 
projection  a  pour  équation 


i'+ir)  +  r{'+r)  =  ''- 


,2  ~2    _,         fi  2    „2 


a-'jc-'  -\-  p'  J    =  1. 
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Maintenant  je  pose 

(j.x  —  pcosw,     (ij  =  psinw,     d'où      dxdj  =  ^  fjdpd',); 
il  en  résultera 


A  = 


=<|5     /  /  /  3/cos^M  sin^wX' 


Intégrant  par  rapport  à  p ,  l'on  a 


/tt 


„  /cos'  M         sin'  m\ 


COS    M 


L__  J,  _  p.(S!^  +  1^)  +  C, 

sin'  w    V  I     \     z=  P      / 


et 


Donc 


/: 


COS'  4)  sin' 


[/  /cos'  w  sin*  M  \  "1 


A  =  4 


I  COS' 

1/     o  x' 


d<i> 


d(ù 


s/'-C- 


cos'  w      .     sin 


D'  w  I 


Pour  obtenir  la  première  intégrale  ,  je  prends  tang  «  =  u.  d'oii 


cos   u  = 


«" 


^&)  = 


ce  qui  donne 


/'■i rfw /*''         du        _   1 
cos'  M           sin'  w  I        I  «'        2  " 


=    -p. 
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La  seconde  intégrale  ne  peut  s'obtenir  sous  forme  finie  que  dans  le 
ras  où  (/.  =  fi,  c'est-à-tlire  lorsque  le  cône  est  de  révolution. 

On  a,  pour  ce  cas  particulier, 


s/ 


dM =  -  a  V  î^^  —  ï 


Donc,  en  mettant  pour  a  sa  valeur, 


-r^  (\/'  +  .^-  ^)  =  -  ('  -  7^T=)' 


A  = 

I  + 


ce  que  Ton  peut  trouver  par  des  considérations  géométriques. 
Dans  le  cas  général ,  je  pose   tang  m  =  p  tang  6  ,  d'où 


sni 


w  =  — ~ -^ —  ,  COS*  u  = ,  dw  = 


I  +/>^tang'6  I  4-/?' tang'  S'  i +/>' tang' 9  cos' 0' 

et 


p''  tang'  6 

HEZ 

p'  tang'  9 


,  /  /cos'  w        sin'  (.)\  i  /  a'  6 

V  I  +  o'  tang'  S 


I  +/!'  tang 
Ce  radical  se  simplifiera  si  l'on  prend 


(■-^) 
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Alors  la  Ibrmule  à  intégrer  devient 


d<i              t  -h  p'  tauL'"  9               1 
X  — rr  X  '  , 2^^  X r  X 


1  -(-/)' tang' 9  "  cos' 9  '^    i         />' tang' 9  '^    cos  9    '^  i/i -f-D'tane' 

/  ^  rf9 

'V  a»   cos'  9  e'  sin'  9 


cos' 9         />'  sin'  9  ^^(,5,  9  +  /j'  sin'  9 

.'       -^         ^' 

.  /  i^  dh  I 

=  Z'  V  '  -  ::;  ; t. ^ix x 

On  a 


x'  \a»         S'/ 


,  a  V  S'  —   I  tf   \  /  ,      —   V    ,-(_„'  • 


^^  -'        1  + 


comme  on  peut  supposer  a  >  b,  psera.  <  i .  Donc 

»          a*  —  b' 
I     —  p*  =    - 

sera  une  quantité  positive  <  i ,  que  l'on  peut  représenter  par  c^. 
Enfin ,  la  quantité 

x'  p'-  -x'  —  I  b' 

est  pareillement  positive,  et  moindre  que  l'unité  :  appelons-la  n.  Nous 
aurons ,  à  la  place  de  la  seconde  intégrale , 

I      =—  f  2  ^9  ,       

a'  .'0      I  — /?sin»9)  Vi  —  c'sin' 0  «'   >       ^  1.'      ' 

Cette  fonction  elliptique  complète  de  troisième  espèce  peut  s'expri- 
mer j)ar  des  lonctions  de  première  et  de  seconde.  Pour  opérer  la 
transformation,  j'emploie  une  formule  donnée  par  Legendre  i /T.rcr- 
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cices ,   tome  I,  page   i4i)  • 

c'^  sin  9'  cos  9'  r„    ,        ,         t-.    '  m        ~    .    r    ,      t^  i  i    ci\ 
^  [n,  («,  <:)  -  F,  {c)\  =  -  H-  F,  (cj  F  [d ,  &') 


-E.(c)F(c',ô')-F.(^-)E(^-'.S')- 
Dans  cette  formule 


c'-  =  I 

et 

sin-  5'  = 

1   —  «            è'    I  -4-  rt- 

Elle  devient  donc 

n.Kc,  =  F.(c)+"-^^L^(j  +  etc.). 
Notre  intégrale  est  par  suite 


i,  M  -h  ^>^  F,  (c)  H-  ^''^"^^'"^^'  [^  +  F,  (c)F  (c',  5')  -  etc.]. 
Réunissant  les  deux  résultats ,  on  a 

\  =  a j^ F.  (c)  —  4 [1  +  F, {€)¥{€', 5')  -  E.  {c)  F  (c',  S' )  -  F.  (c) E (C,  S')] 

=  4  [e,  (c)  F  [C,  9)  4-  F,  (c)E(c',  ô')  -  F,  (c)F(c',5') pi=:F,  (c)]. 

Remarque.  On  sait  que  la  courbe  d  intersection  d'un  cône  à  base 
elliptique  et  d'une  sphère  concentrique,  est  ime  ellipse  spherique.  11  ré- 
sulte donc  des  calculs  précédents,  que  l'aire  de  l'ellipse  spherique 
s'exprime  par  une  fonction  elliptique  de  troisième  espèce  jointe  à  une 
quantité  algébrique. 

Ee  lecteur  pourra  consulter ,  relativement  aux  propriétés  de  lellipse 
spherique,  plusieurs  Mémoires  de  Fiiss ,  de  M.  Chastes,  de  'SI.  Gii- 
ctermann^  etc. 
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MÉMOIRE 

SUR 

QUELQUES    PROPOSITIONS   GÉNÉRALES   DE  GÉOMÉTRIE 

ET 

SUR  LA  THÉORIE  DE  L'ÉLIMINATION  DANS  LES  ÉQUATIONS  ALGBBIUQUES  ^ 

Par  J.  LIOUVILLE. 

'^Présenté  à  l'Académie  des  Sciences  le  23  août  i84i(*l) 


1.  En  considérant  la  série  complète  des  tangentes  que  l'on  peut 
mener  à  une  courbe  géométrique  parallèlement  à  une  droite  donnée , 
on  trouve  que  le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  con- 
tact de  ces  tangentes  avec  la  courbe  est  indépendant  de  la  direction 
commune  des  tangentes,  c'est-à-dire  reste  Hxe  lorsqu'on  incline  à  la 
fois  toutes  les  tangentes  sans  altérer  leur  parallélisme.  De  même  si  l'on 
considère  la  série  complète  des  plans  tangents  que  l'on  peut  mener  à 
une  surface  géométrique  parallèlement  à  un  plan  donné ,  on  trouve  que 
le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  contact  de  ces  plans 
tangents  avec  la  surface  est  indépendant  de  la  direction  commune  des 
plans  tangents,  il  faut  dans  cet  énoncé  tenir  compte  de  tous  les  points 
de  contact  réels  ou  imaginaires,  situés  à  une  distance  finie  ou  infinie; 
il  faut  aussi  compter  deux  fois,  trois  fois,  .  .  .  tout  point  qui  résulte  de 
la  réunion  de  deux  ,  de  trois,  .  .  .  points  en  un  seul.  C'est  ce  que  nous 


[*]  Comptes  rendus,  tome  XIII,   page  4 12.  — Les  principaux  résultats  avaient  été 
communiqués  antérieurement  à  la  Société  philomatique  (séance  du  10 juillet  184')- 
Tome  VI.  —  Septehbrf,  1S41.  44 
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ferons  toujours  dans  ce  Mémoire,  et  ce  dont  nous  avertissons  une  fois 
pour  toutes.  Il  y  a  peut-être  quelques  inconvénients,  mais  il  y  a  aussi 
dans  certaines  théories,  et  en  particulier  dans  celle  qui  nous  occupe, 
de  grands  avantages  à  introduire  ainsi  dans  la  Géométrie  le  langage  de 
l'algèbre.  En  cela  du  reste  nous  suivons  l'exemple  de  M.  Poncelet  et 
de  la  plupart  des  auteurs  auxquels  la  Géométrie  est  redevable  des  im- 
menses progrés  qu'elle  a  faits  dans  ces  derniers  temps. 

2.  Grâce  aux  méthodes  élégantes  et  fécondes  dont  s'est  enrichie  la 
science,  les  deux  théorèmes  précédents  se  présentent  d'eux-mêmes 
comme  une  déduction  naturelle,  nécessaire,  presque  immédiate,  d'un 
théorème  de  Newton  sur  les  diamètres  des  courbes.  Après  les  avoir 
donnés  dans  son  Aperçu  historique ,  M.  Chasles  observe  que  leur 
existence  entraîne  celle  de  deux  théorèmes  d'algèbre  dont  la  démons- 
tration directe  lui  semble  offrir  des  difficultés.  En  effet,  si  l'on  repré- 
sente par  M(  JT,  j)  =  o  l'équation  d'une  courbe  géométrique,  les  points 
de  contact  de  cette  courbe  avec  une  tangente  parallèle  à  la  droite  dont 
l'équation  est  j'  =  ax,  devront  satisfaire  à  la  fois  aux  deux  équations 

(IM  (/M 

M  =  o ,     -; 1-  a  - —  ^=  o  ; 

dx  (ly 

donc  si  la  proposition  de  géométrie  plane  énoncée  plus  haut  est 
exacte,  il  faut  qu'en  éliminant  j  on  trouve  pour  coefficient  du  se- 
cond terme  de  l'équation  finale  en  x ,  mise  sous  la  forme  ordinaire 

.r'  ■+-Gx'~'  -+-  etc.  =:  o, 

une  quantité  G  indépendante  de  a.  En  vertu  du  théorème  i-elatif  aux 
surfaces,  il  faut  de  même  qu'en  éliminant  j"  et  z  entre  les  trois  équa- 
tions algébriques 

M{x,j,zj  =  o,     —^a  —  =  o,     _+è—  =  o, 

le  coefficient  du  second  terme  dans  l'équation  finale  en  x  soit  indépen- 
dant de  (t  et  h. 
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5.  C'est  pour  obtenir  une  démonstration  directe  de  ces  théorèmes 
relatifs  à  l'élimination ,  que  j'ai  d'abord  entrepris  mes  recherches. 
Cette  démonstration  ,  je  dois  l'avouer,  a  été  loin  d'ofifrir  les  difficultés 
que  semblait  redouter  M.  Chasles  :  elle  repose  en  effet  sur  des  prin- 
cipes très-simples  et  très-connus,  mais  dont  on  n'avait  peut-être  pas 
assez  développé  jusqu'ici  les  conséquences.  En  poursuivant  mon  tra- 
vail ,  j'ai  reconnu  ensuite  que  les  mêmes  principes  conduisent  au  beau 
théorème  de  M.  Jacobi  (*) ,  exprimé  par  l'équation 

2.  c(«,|3)  -^' 

ou  le  signe  ^  se  rapporte  à   tous  les  couples  (a ,  ^  )  de  rachies  des 

deux  équations  algébriques  simultanées  /"(a,  /3)  =  o,   F(a,/3)  =  o, 
et  où  C(a,  j3)  désigne  la  fonction  entière  suivante 

dfdF  d/d¥ 

d^dj  dj  rf^' 

qui  dépend  de  /'  et  F,  tandis  que  9,  est  une  fonction  entière  quel- 
conque de  degré  inférieur  à  C  (a ,  p  ). 

Ce  théorème  est  compris  comme  cas  particulier  dans  luie  équation 
remarquable,  à  laquelle  je  me  suis  trouvé  conduit  par  mon  analvse. 
Soient  _/ (^>^)»  F{oc,j-),  (p[jc,j)  trois  fonctions  algébriques  en- 
tières de  X,  j-,et  ç),  [x,  j-)une  quatrième  fonction  entière,  quelconque 
aussi ,  mais  de  degré  inférieur  à  9  :  posons 

d/dV  _d/dF_ 

dx  dy  dr  d^    ~   "^[^^JJ, 

rfF  rfip  dV  d'^  .   ,  - 


[*)  Voyez  le  Mémoire intittile  ■  Thenremata  nom   algebraica.  (Journal  de  M.  Crelle, 
tome  XIV  ,  page  28 1  )  Foir  aussi  le  tome  X^' ,  page  3o6. 

44.. 
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nous  aurons 

^  y.  (g,   P)    ^     y  ?■(>,   P)  C(>,   f) 
Zi    ç(a,  p)  ^/(>.,   (^)  A(X,   p)   ' 

le  signe  sommatoire  s'étendant  dans  le  premier  membre  à  tous  les  cou- 
ples(a,  ^)de  racines  des  équations  simultanées /(a,  p)  =  o,  F(a,|3)  =  o, 
et  dans  le  second  membre  à  tous  les  couples  (),,  /Ji)  de  racines  des  équa- 
tions simultanées  F(X,  |x)  =  o,  9(X,|7.)  =  o.  Le  théorème  de  M.  Jacobi 
répond  au  cas  de  (p  {x ,  j)  =^  C  [x ,  j). 

4.  On  arrive  à  des  résultats  semblables  pour  (^^-h  i)  polynômes 
f{x,j,.  ..,z),  F{x,j. . .  z). . .,  ?  {Jc,jr.  ..z),^  {x,j. .  .  z)  contenant  ^let- 
tres j;,j,  .  .  . ,  s.  Désignons  par  B  {x,  j,.  .  .  .,  z)  la  résultante  [*]  du 
système 

df    d/  df 

dx''    dy^ '  rfz  ' 

rfF     rfF  rfF 

dx''    dy'' '  dz  ' 


do       rfij)  do 

li''    rf^' '  Tz'' 

dans  lequel  la  fonction  dj  n'entre  pas  ;  le  mot  résultante  ayant  ici  la 
signification  que  Laplace  lui  a  donnée  quand  il  a  démontré  la  règle 
générale  par  laquelle  on  résout  les  équations  du  premier  degré.   Soit 

A  (x,  j^", . . . ,  r)  ce  que  devient  l'expression  D  (o; ,  j  , .  .  . ,  z)  lorsqu'on 
y  remplace  f  par  —  (|>,  en  sorte  que  A  [x,  j ,.  .  .,z)  dépendra  de 
F, .  .  .,  9,  <{^,  mais  non  plus  de  y.  Soit  en6n  d/,  (x,  j, .  .  .  ,z\  un  nouveau 
polynôme  quelconque  de  degré  inférieur  à  ij;.  On  aura 


^  +  (a,  p,...,7)  ^/(X,f.,...,v)A(>,p,, 


[']  Au  lieu  du  mot  résultante,  les  géomètres  emploient  souvent  le  mot  déterminant . 
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le  signe  ^  s'étendant  clans  le  premier  membre  à  tous  les  couples 
(a ,  S, .  .  . ,  y  )  de  racines  des  équations  simultanées 

/(a,^,.  ..,'/)  =  o,     F(a,/5,.  ..,y)  =  o,...,    9  (a, /5  , .  . . ,  7)  =  o, 

et  dans  le  second  membre  à  tous  les  couples  (X ,  ij., .  .  . ,  v)  de  racines  des 
équations  simultanées 

F(X,  //,..  .,v)  =  0,.  ..,  cp{l,  IX,.  .  .,v)  =  o,    iJ;(X,  /x,.  .  .,v)  =0. 

Si  l'on  prend  en  particulier 

^j/(x,  jr,..    ,z)  =  B{x,j,.  ..,z), 
il  vient 

['.(=',  r^.- ■•,7; 


->.  Toute  cette  théorie,  comme  on  le  verra  dans  mon  Mémoire, 
repose  sur  une  observation  bien  simple ,  savoir,  que  la  somme  des 
racines  de  l'équation  finale ,  régulièrement  obtenue ,  pour  une  in- 
connue déterminée,  par  l'élimination  des  autres  inconnues  effectuée 
d'après  la  méthode  des  fonctions  symétriques,  dans  un  système  quel- 
conque d'équations  algébriques,  doit  rester  la  même  quelle  que  soit 
celle  de  ces  équations  qu'il  nous  plaît  de  choisir  pour  y  substituer  les 
racines  que  les  autres  fournissent.  L'équation  finale  en  jr  résultant  de 
l'élimination  de  y,...  z  entre  les  équations  algébriques  M  =:  o, 
N  =o,...,P=o,  Q=o,  peut  en  effet  être  obtenue  soit  en  faisant 
le  produit  des  valeurs  que  prend  le  polynôme  Q  lorsqu'on  y  substitue 
les  racines  (  j-, .  .  .  z)  fournies  par  les  équations  M  =  o  ,  N  ^  o, .  .  . , 
P  =  o,  soit  en  faisant  le  produit  des  valeurs  que  prend  le  polynôme  M 
lorsqu'on  y  substitue  les  racines  {j,-  ■  .  z)  fournies  par  les  équations 

N  =  o,.,.   P  =0,  Q  =  o.  De  là,  pour  la  somme  y'x  des  racines, 

deux  expressions  qui  ne  peuvent  manquer  d'être  égales  et  se  présen- 
tent pourtant  sous  des  formes  différentes.  C'est  en  égalant  entre  elles 
ces  deux  expressions  que  j'ai  trouvé ,  sans  le  chercher,  le  théorème 
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énoncé  plus  haut.  Au  lieu  de  la  somme  des  racines,  on  pourrait  em- 
ployer la  sonune  de  leurs  valeurs  inverses ,  et  l'on  arriverait  aux  mêmes 
résultats. 

On  peut  aussi  démontrer  nos  formules  en  s' appuyant  sur  la  loi  si 
connue  de  décomposition  des  fractions  rationnelles  en  fractions 
simples.  Mais  cette  nouvelle  méthode  mérite  d'être  l'objet  d'un  article 
spécial  [*]. 

Le  théorème  de  M.  Jacobi  et  les  théorèmes  analogues  auxquels  je 
suis  parvenu,  conduisent  à  un  grand  nombre  de  propositions  géomé- 
triques, dont  la  plupart  me  paraissent  nouvelles.  On  en  trouvera 
quelques  exemples  dans  mon  Mémoire. 


IL 


(y.  Soient  Mij:,j>=o,  N(x,j)=o,  ou  plus  simplement  M=:o,  N=o, 
deux  équations  algébriques  à  deux  inconnues  jc  etj\  Supposons  que 
la  première  équation  soit  de  degré  jji,  et  que,  résolue  par  rapport  àj, 
elle  fournisse  les  m  racines  j", ,  J"2.  •  •  ••  J'mj  pi^Jis  faisons 

l:i{x,j,)'N[x,j^)   ...    N(.r,j,„)   =  X: 

X  sera  une  fonction  entière  et  symétrique  par  rapport  à  j,,  yj,...,j-,„, 
et  par  suite  pourra  s'exprimer  en  fonction  entière  de  jc.  L'équation 
finale  en  .r  résultant  de  l'élimination  de  j-  entre  les  deux  équations 
proposées  sera  d'ailieurs  X  =  o.  Pour  obtenir  cette  équation  finale, 
il  suffit  donc  de  former  le  produit  X. 

Indépendamment  de  toute  théorie  d'élimination  ,  ou  pourrait  se  pro- 
poser de  chercher,  comme  nous  allons  le  faire,  le  produit  X  des 
quantités N^x.j^,),  ...,Nfjr,  O  produites  par  la  substitution  dans  la 
fonction  entière  quelconque  N(  a:,j'^,  des  racines  J',,  ■  ■  •  J',,,  dune 
équation  donnée  M\x,  j-)  ^  o  où  j-  est  l'inconnue.    Ce   problème. 


[*]  On  peut  dès  à  présent  en  prendre  une  idée  nette  en  lisant  la  ?>ote  insérée  dans  les 
Comptes  rendus,  tome  XHI,  page  467- 
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qui  est  utile  aussi  dans  la  pratique,  comprend  comme  cas  particu- 
lier celui  de  l'élimination  ;  mais  à  cause  de  sa  généralité  même  il  est 
plus  facile  à  résoudre.  Ayant  alors  en  effet  une  seule  équation  entre  .i 
et  y,  on  voit  que  oc  sera  une  variable  indépendante,  etj^',,^2,  ...,J',„ 
des  fonctions  de  cette  variable  :  or  la  présence  d'une  variable  indépen- 
dante dans  les  calculs  multipliera  évidemment  les  moyens  de  transfor- 
mation. 

7.  Dans  le  polynôme  M,  qui  est  par  hypothèse  de  degré  m  par  rap- 
port à  X  et  j-,  groupons  ensemble  les  termes  homogènes  de  l'ordre  w, 
puis  ceux  de  l'ordre  [m  —  i),  puis  ceux  de  l'ordre  (»i  —  2),  et  ainsi 
de  suite  :  opérons  de  même  sur  le  polynôme  N(x,  j")  que  nous  sup- 
|)oserons  de  degré  n  :  ces  deux  polynômes  prendront  la  forme 

M  =  ^"7  (i)  +  -'"-7.  (i)  +  ^"'-\U  (^)  +  •  •  •  • 

N=-"^(i)  +  -"-'r.(i)+-"-=F.(j)-4-.     ., 

ou  bien,  en  désignant  par  h  le  rapport  de  j^  à  .r, 

M  =  x"'J\u)  -h  x"'-'J\  (m)  +  jc"'--j.t{u)  -1-  .  . .  , 
N  =x"F{u)  -t-  x"-'F,  {u)-hjc"--  Fj(tt)  -♦-...: 

la  fonction^  [n)  est  au  plus  de  degré//*,  /,  [ii)  au  plus  de  degré  (///—  1  , 
J'.{u)  au  plus  de  degré  [111  —  2.), .  .  .  par  rapport  à  m;  et  F(^//),  F,(^^), .  .  . 
sont  de  même  respectivement  de  degrés  n,  n  —  i , .    .au  plus. 

Dans  le  cas  généraiy(//)  est  en  effet  un  polynôme  quelconque  de 
degré  m.  Attachons-nous  d'abord  à  ce  cas  général ,  sauf  à  revenir 
plus  tard,  en  peu  de  mots,  sur  les  cas  particuliers,  et  admettons 
désormais  que  l'équation^  (a)  :=  o  est  satisfaite  par  m  racines  distinctes 
c.,,  a.j, .  . . ,  a^. 

S.  Cela  posé,  si  l'on  considère  à  part  l'équation 

M(jc,j)  =  x"7('-)-H-^"'-7.  (i)+  ..=0. 
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c'est-à-dire 

jc'"f{u)  -+-  x"'-'f,  (lA  -\-  ...  =  o, 

on  voit  qu'en  supposant  la  valeur  de  x  très-grande  ,  le  rapport  u  dej 
à  X  fourni  par  cette  équation  converge  indéfiniment  vers  la  limite  a 
fournie  par  l'équation  y  a)  =  o ,  les  /n  racines  a, ,  a, ,  .  .  . ,  a,„  corres- 
pondant aux  m  valeurs  j", ,  jj ,  .  .  . ,  J",„  de  y  ou  m,  ,  «2,  .  .  . ,  u„  de  u. 

Ainsi  eu  général  luie  racine  u  de  l'équation  M  ^  o ,  peut  èti-e  mise 
sous  la  forme  /<  =  a  -+-  £,  £  ou  plutôt  son  module  devenant  infiniment 
peht  quand  la  valeur  de  x  devient  infiniment  grande. 

Mais  la  valeur  approchée  de  zx  est  très-facile  à  trouver,  et  par  la 
théorie  des  asymptotes  on  sait  qu'elle  se  réduit  à  la  constante  a'  dé- 
terminée pour  chaque  valeur  de  a  par  l'équation  du  premier  degré 

j'{a)a'-\-J\[a)  =  o, 
où  y  i  al  désigne,  conformément  à  la  notation  de  Lagrange,  la  dérivée 

da. 


-.  En  d'autres  termes,  la  valeur  de  u  peut  être  mise  sous  la  forme 


Yi  OU  plutôt  son  module  devenant  infiniment  petit   quand  la  valeur 
de  X  devient  infiniment  grande. 

Ajoutons  que  la  valeur  approchée  de  /;  est  à  son  tour  de  la  forme 

—  ,  a"  étant  déterminée  par  l'équation 

/'  \^cr.)  cr."  ■+■  ^^'  <x'^  4-/.  [cr.)  cr.'+J,  [y.)  =  o, 

et  qu'on  peut  mettre  u  sous  la  forme 

u  =  a+— +  ^-t-  ^, 

Ç  ou  son  module  devenant  infiniment  peht  lorsque  la  valeur  de  x  de- 
vient hifinunent  grande.  On  pourrait  évidemment  continuer  ce  calcul 
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à  l'aide  duquel  la  valeur  de  u  (et  par  suite  la  valeur  de^)  se  trouve 
développée  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  descendantes  de  x. 
Cette  série  résulte  très-simplement  de  la  théorie  des  asymptotes,  théo- 
rie que  l'on  ne  présente  pas  toujours,  mais  qu'il  serait  facile  de  présen- 
ter sous  une  forme  complètement  rigoureuse,  si  l'on  voulait  entrer  ici 
dans  des  détails  auxquels  les  géomètres  exercés  suppléeront  sans  peine. 
Les  asymptotes  rectilignes(j^  =^  a.x -^  a!^  de  la  courbe  représentée 
par  l'équation  M(jc,  j^  =  o  sont,  comme  on  voit,  généralement  en 
nombre  m,  à  cause  des  m  racines  de  Téquationy (y.)  =  o;  mais  cha- 
cune d'elles  est  réelle  ou  imaginaire ,  suivant  que  la  racine  a  correspon- 
dante est  elle-même  ro-elle  ou  imaginaire. 

9.  Au  lieu  de  développer  y  en  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances descendantes  de  x ,  on  pourrait  développer  j-  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  variable.  On  groupera  entre 
eux  et  on  représentera  par  f  [jy]  les  termes  de  M  qui  sont  indépendants 
de  x;  on  groupera  de  même  et  on  représentera  par  jrf,  {j),  ^^{^{j),.-. 
les  termes  du  premier  degré,  du  second  degré, ...  en  x,  en  sorte  que 
l'équation  INI  =  o  devienne 

f(jr)-+-j^f,(j)  +  a:^f,(j) -+-...  =o; 

f(^),  f,  (j-),  fn{j'),  .  .  .  sont  respectivement  des  polynômes  de  degrés 
m,  J7i  —  i,  m  —  2, .  .  . ,  au  plus  :  nous  admettrons  (c'est  le  cas  général 
que  f  (^)  est  en  effet  un  polynôme  de  degré  m  et  que  de  plus  les  ra- 
cines de  l'équation  f[-j)  =  o  sont  toutes  inégales.  Cela  posé,  pour  des 
valeurs  très-petites  de  x ,  on  pourra  développer  j-  sons  la  forme 

r  =  7  +  v'x  +  y"  x^  -{- , 

7,  y',  y", étaut  déternunés  par  les  équations 

f(7)  =  o,     {'[Yr/'+(,{y)  =  o, 

f '  (7)7"  +  ^^  y"  +  <"■  (7)  7'  -t-  fï  (7)  =  O'  etc. 

Ici,  comme  dans  le  n"  8,  je  supprime  la  démonstration  qui  se  présente 

TomeVl. — Septemdre  iSli.  ^ 
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rrelle-même.  Au  besoin ,  du  reste,  on  trouvera  dans  les  ouvrages  de 
M.  Cauchy  tous  les  détails  nécessaires  pour  le  développement  des  ra- 
cines des  équations  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  d  ini 
paramètre  contenu  dans  l'équation. 

Les  segments  compris  entre  l'origine  des  coordonnées  et  les  points  ou 
la  courbe  représentée  par  l'équation  M  =  o  est  coupée  par  la  transver- 
sale que  l'on  a  prise  pour  axe  des  j ,  sont  fournis  par  l'équation 
{[y)  =  o;  les  tangentes  à  la  courbe  menées  par  les  m  points  dont  il 
s'agit  sont  représentées  par  l'équation  j>'  =  -j  ■+-  -fx;  7"  dépend  delà 
courbure  de  la  courbe  en  ces  mêmes  points.  Les  équations  en  7,  /',  7  ,  •  •  • 
ont  la  même  forme  que  les  équations  en  a ,  a',  a",  ...  du  n"  précédent  ; 
d'où  résulte  une  liaison  intime,  et  du  reste  bien  connue  des  géomètres, 
entre  la  théorie  des  asymptotes  et  celle  des  tangentes  aux  divers  points 
d'une  courbe  situés  sur  une  même  transversale. 

10.  La  valeur  de  u  ou  de  - ,  savoir  ;^  =  a  +  £ ,  que  nous  avons  trou- 

vée  n°  8,  suffit  pour  déterminer  le  premier  terme  du  polynôme  X  et  le 
degré  de  l'équation  6nale.  En  effet ,  si  l'on  divise  par  x'""  les  deux  mem- 
bres de  l'équation  X  =  N  (a-,  j,)  N(j:,  j^)  .  .  .  'N[x,j-,„) ,  il  viendra 

x""  -x"  x"         '  '  '         .r"       ' 

on  voit  aisément  ce  que  devient  pour  jc  =  x>  \e  rapport 

x" 

ou  j  représente  une  quelconque  des  racines  j-, ,  J'2 ,  •••  O'"-'  ^"  ettet, 
si  dans 

l^{jc,j)  =  3c"F{u)  -h  x"-'F,  [u)  -H  .  .  .  , 
on  met  pour  u  sa  valeur  a  +  £ ,  on  a 
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quantité  qui  pour  x  =  <x>  se  réduit  à  F(a).  Donc  pour  x  =  ce  ,  il  vient 
aussi 

J,  =  F(a,jF(a,)...F(a,„). 

En  d'autres  termes  le  polynôme  X  est  en  général  de  degré  tnn  et  a  pour 
premier  terme 

F(a,)F(a,)...F(a,„)x'"«. 

On  retombe  ainsi  sur  le  théorème  connu  relatif  au  degré  de  l'équation 
Hnale  [*]. 

On  peut  trouver  de  la  même  manière  le  second  terme  ou  plutôt  tous 
les  termes  du  polynôme  X.  Il  suffit,  en  effet,  de  remplacer  dans  le 
produit 

N(a:,j,)  N(x,  jo).  ..    N(ar,j,„), 

les  racines  j,  ,  j„,.  .  .,  j,„  par  leurs  valeurs  déduites  de  la  formule 
générale 

y                                               a'            a" 
—     OU      U  =  a.-\ 1 -•+•... 

du  n^S,  puis  d'effectuer  le  développement  de  ce  produit  suivant  les 
puissances  descendantes  de  x.  Dans  ce  but ,  on  observera  qu'en  général 

N  {x,  j)     ou     X"  F  [u)  4-  x"~'  F,  (mi  + .  .  . 


[*]  Pour  former  le  premier  terme  de  X,  i!  suffit,  comme  on  voit,  de  connaître  le 
premier  terme  de  chacune  des  séries  qui  représentent  le  développement  des  racines  y 
ordonné  suivant  les  puissances  descendantes  de  x.  Ce  premier  terme  est  en  général  de 
la  forme  ox,  mais  dans  certains  cas  particuliers,  il  devient  proportionnel  à  une  puis- 
sance de  X  dont  l'exposant  est  différent  do  l'unité  et  se  calcule  par  la  règle  du  pa- 
rallélogramme de  Newton.  Les  cas  particuliers  dont  il  s'agit  ont  été  examinés  par 
M,  Minding,  dans  un  des  derniers  cahiers  du  Journal  de  !M.  Crelle  (t.  XXII,  p.  178;. 
I.e  Mémoire  de  Minding,  dont  je  n'ai  eu  connaissance  que  depuis  peu  de  jours,  esl 
écrit  en  allemand  ;  nous  en  donnerons  la  traduction  dans  un  prochain  cahier. 

45.. 
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se  transforme  dans  la  somme  suivante 

et  que  de  plus  on  a 


Par  un  calcul  très-facile,  on  trouvera  ainsi  que  le  coefficient  de  x'""   ' 
dans  X  est 

le  signe  \]  étant  relatif  à  toutes  les  racines  a,,  7.2 ,  •  •  -,  y-,„i  dont   une 

quelconque  est  ici  représentée  par  a.  On  verra  semblablement  que  le 
coefficient  de.r""'-^  est  égal  au  produit  de  F(a,)F(ao).  ..  F(a,„')par 


F"  (3 

TÎT)  '  ^  2<  F  ('X,)  F  ('^,) 


F'(a)a"-h^-^^^a'=  +  F;(a)a'+F2(a)  ,^     /> 


où  l'on  afait  F' (a)  a' -+-  F,  (a)  =  ro  (a)  ;  l'indice  /  dans  la  dernière  somme 
prend  toutes  les  valeurs  depuis  2  jusqu'à  m,  et  l'indice/  toutes  les  va- 
leurs depuis  I  jusqu'à  (/  —  i).  —  Et  ainsi  de  suite. 

11.  En  résumé ,  X  est  un  polynôme  de  degré  mn  en  général.  Le  pre- 
mier terme  de  ce  polynôme  est 

F(a,)  F(a,,)...F(a,„).r""', 

a,  ,  a„,.  .  .,  ry.„^  étant  les  m  racines  de  y  (a)  =  o.  Les  fonctions  f, ,  F, , 
y^ ,  Fo , . .  .  n'influent  pas  sur  ce  terme  :  il  dépend  dejet  F  seulement. 

Le  rapport  du  coefficient  du  second  terme  à  celui  du  premier  terme 
est 

y,  F'(a)a^H-  F.  (g) 
2-  F(a) 
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le  signe  ^  se  rapportant  à  toutes  les  racines  a  de  l'équation  J  \(j.)  =  o , 
auxquelles  répondent  respectivement  les  valeurs  de  a'  déterminées  par 

/'(a)  «'  +  /,(«)  =  o. 

Ce  rapport  ne  dépend  pas  des  fonctions  7^  ,  F^ ,  yj ,  F3 , .  .  . ,  mais  bien 
dey;Fji,F.. 

Le  rapport  du  coefficient  du  troisième  terme  à  celui  du  premier  terme 
dépend  des  six  fonctions  y,  F, y,,  F,,/j ,  F.  :  il  est  exprimé  par 


F' (a)  a"  +  ï^  a.'^  +  F,'  (a)  a'  +  F,  f«) 


y ? ^ ,  V  °i^  °  fe) 

-^  F  fa)  ~^  Z^ 


ou  t7  (a)  =  F'  (a)  a'  4-  F,  (a)  et  où  l'on  doit  mettre  pour  a"  sa  valenr 
fournie  par  l'équation 

/'  (a)  a"  -H  ^^  a'^  -Hy;(a)  a'  +/!  (a)  =  o; 

dans  la  dernière  somme  /  varie  de  2  à  lu,  j  de  1  à  (/ — 1  ).  —  Et  ainsi  de 
suite. 

12.  Mais  au  lieu  d'employer  le  développement  de  j  suivant  les 
puissances  descendantes  de  x ,  et  de  déterminer  d'abord  le  terme  de  X 
du  degré  le  plus  élevé  ,  puis  celui  du  degré  m?i  — i ,  etc. ,  on  jiourrait  se 
servir  du  développement  de  j'  suivant  les  puissances  ascendantes  dejc 
donné  n"  9 ,  et  déterminer  d'abord  le  terme  indépendant  de  x ,  puis 
celui  qui  contient  j:- au  premier  degré,  etc.  Après  avoir  mis  les  deux 
polynômes  M ,  N  sous  la  forme 

M  =  f(j)  -h  X  f,  (j)  +  X'  L[j-)   +  ..., 
N   =  F[j)  ^  X  F,  ^J■)  -+■  x'  F,[j)  +  .  .  ., 

on  trouvera,  par  un  calcul  tout  semblable  à  celui  du  n"  10: 
1".   Que  le  terme  de  X  indépendant  de  x  est 

F{y,)F[y,)...Fiy,„), 
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'/)  »//2'  •  •  •»  ■/'«  étant  les  racines  de  £('/)  =  o;  ce  terme  ne  dépend  que 
des  fonctions  f,  F; 

■2".  Que  le  coefficient  du  terme  où  jc  entre  à  la  première  puissance 
est 

le  signe   ^  se   rapportant  aux  racines  y  de  l'équation  t  (y)  =   o   et 

aux  valeurs  correspondantes  de  y'  fournies  par  f  (y)  y'  -(-  f ,  (y)  =^  o: 
ce  terme  dépend  des  quatre  fonctions  f,  F,  i,  ,  F,.  —  Et  ainsi  de 
suite. 

15.  La  somme  Vx  des  racines x,,  x^,  ... ,  jc,„„  de  l'équation  finale 

X  ^  o,  la  somme  inverse  V-,  le  produit  j?:,  x.,  .  .  .  x,„„,  et  en  géné- 
ral toutes  les  fonctions  symétriques  et  rationnelles  des  quantités  x, , 
x.^,  .  ..,  x,„„,  sont  faciles  à  calculer  d'après  ce  qui  précède.  On  a 
d'abord 

V    T-    -    _    V  F'(«)«'+F>(«) 
^  ^  F(a) 

c'est-à-dire 


^  -^  F(«)/'(a}  Zé 


F  (a)- 


en  mettant  pour  a'  sa  valeur  tirée  de  l'équationy  (a)  a'  -\-J,[o:)  =  o. 
On  a  de  même 

F(y) 

c'est-à-dire 

F{y)('(y]  ^F{y)- 

Enfin  on  a 


r-     nr  ^       -(       ,^'"«     /^(7.)  AvO --^'(v^) 

X,X.^.      .  x,„„  —  [       I  •  F(a,)F(aJ...F(a„)- 
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Nous  reviendrons  plus  tard  sur  ces  diverses  formules  qui,  par  des 
changements  convenables  dans  les  axes  coordonnés  des  x  et  des  y, 
peuvent  se  déduire  les  unes  des  autres.  Si  nous  n'avons  pas  transcrit 
celles  qui  fournissent  les  sommes  des  carrés  ,  des  cubes.  .  . .  des  racines 
'Tc  ou  de  leurs  valeurs  inverses,  c'est  qu'elles  sont  assez  compliquées. 
Contentons-nous  d'observer  en  général  que  la  somme  des  puissances  i 
s'exprime  à  l'aide  des  seules  fonctions  f,  F,...,  f„  F,  dont  l'indice  ne 
surpasse  pas  /,  et  ne  dépend  nidlement  des  fonctions  suivantes  f,^,  , 
F,^,, ...  :  remarque  qui  a  son  analogue  pour  les  sommes  de  puissances 
négatives,  et  qui  s'étend  du  reste  au  cas  général  d'un  nombre  quel- 
conque d'équations  et  d'inconnues. 

14.  Considérons  maintenant  trois  équations  algébriques  des  degrés 
respectifs  m  ,  n,  p,  entre  trois  inconnues  jc,  j,  z.  Soient 

M[x,  j,  z)  =  o,     ^[x,  j,  z)  =  o,     V{pc,j,  z\  =  o. 

ces  trois  équations.  Concevons  qu'on  ait  résolu  les  deux  premières  par 
rapport  kj  et  z,  et  représentons  par  (j,,  z,),  (j.,,  Zn),  ...  les  mu 
couples  de  racines  ainsi  oljtenues  en  fonction  de  jt,  puis  posons 

X   =   V{x,j„  z,j  P(x,jr,,z,)  ...  : 

X  sera  une  fonction  symétrique  des  quantités  (^.i,,  ^,),  [x^,  j^,,  etc., 
et  pourra  par  conséquent  s'exprimer  en  fonction  entière  de  x.  D'ail- 
leurs X  =  o  sera  l'équation  finale  en  x,  résultant  de  l'élimination  des 
deux  inconnues  j'  et  z.  Pour  former  cette  équation  finale,  il  suffit 
donc  de  chercher  le  polynôme  X.  Or  on  obtiendra  ce  polynôme  soit  en 
tléveloppant  les  racines  j,  z,  et  la  fonction  P  ^jc,  j,  z\,  suivant  les 
puissances  descendantes  de  la  quantité  or  supposée  très-grande,  soit  en 
opérant  au  contraire  un  développement  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  la  quantité  x  supposée  très-petite. 

15.   Dans  le  premier  cas  il  faudra  grouper  entre  eux  les  termes  de 
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même  dimension,  et  écrire  les  trois  polynômes  M,  N,  P  sons  la  forme 

■>-/$.  y +■>•"-/.$.  y +••  ■• 

Ensuite  on  déterminera  les  coefficients  successifs  a,  a',...,  /5,  |3',...  dans 
les  séries 

fournies  par  la  résolution  des  équations 

M   =  o,     N   =  o, 

à  l'aide  des  formules  suivantes 

/(a,  /3)=.o,      f  a'  +  ^^r^'+y.  =o,..., 

F(a, /3)=o,     —o:-\-^f^-\-f,  =  o,...; 

et  l'on  trouvera  : 

I  " .  Que  le  premier  terme  de  X  est 

9  (a,,  /3.1  9  (a„  /S,) .  . .   9  («,„„,  /5,„;)  x'""^ ; 

2°.  Que  le  coefficient  du  second  terme  de  X  est  égal  au  produit  du 
coefficient  du  premier  terme  par 

da      ,  do    ,, 


Et  ainsi  de  suite.  A  peine  avons-nous  besoin  d'avertir  que/,/,, . . .  sont 
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en  général  des  fonctions  de  degrés  m  ,   m  —  i , .  .  .  respectivement , 
et  que  F,  F,, .  .  .  sont  de  degrés  n,  n  —  i,  . .  .  par  rapport  à  a,  /5  : 

(a,,  p, ),...,  (a,„„,  /3,„„)  sont  les  mn  couples  formés  par  les  racines  (a,  jS) 

des  équations  simultanées  y^(  a,  j3)  =  o,   F(a,P)  =  o.  Le  signe  \] 
s'étend  à  tous  ces  couples  de  racines. 

10.   Dans  le  développement  ordonné  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  .1 ,  on  écrira  d'abord  les  polynômes  M,  N,  P  sous  la  forme 

f(7,  z)  +  xf,  (j,  z) +  ..., 
f{j,z)  -\rXF^{j,z)^..., 

puis  on  déterminera  les  coefficients  y,  y',-..,  â,  â',  ...  des  divers  termes 
des  séries 

j   =  yH-  y ',+...,       z  =  â-\-  â'  X  +..., 

l'ournies  par  les  équations  M=o,  N=o,  à  l'aide  des  formules 

F{y,à)  =  o,     ^y'  +  ^c^+F.  =o,...; 

et  l'on  trouvera  : 

i".  Que  le  dernier  terme  de  X,  c'est-à-dire  le  terme  indépendant 

de  X,  est 

<î>{y„o\)   .....   <I>(y,„„,  c?,„„); 

2°.  Que  le  coefficient  de  l'avant-dernier    terme  de   X  est  égal    au 
produit  du  dernier  terme  par  la  somme 

Tome  \'l.   —  Septemdue   iSji.  4" 
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où  le  signe  ]^  s'étend  à  tous  les  couples  (  y, ,  (?,),  ... ,  {'jmm  ^mn)  four- 
nis par  les  racines  (y,  ô*),  etc. 

17.   De  là  résulte  immédiatement  que  si  l'on  désigne  par  ^  r  la 
somme  des  racines 

■I', ,    JJo  ,     .  .  .  .  ,   ^ mnpi 

de  l'équation  finale  X  =  o,   résultant  de  l'élimination  de  j  et  de  z 
entre  les  trois  équations  M  =  o,  N  =:  o,  P  =  o,  on  aura 

do      ,     ,     do    f , 

-^a'  +  y.  fi'  +  9, 


on  aura  de  même 


^  I    ^  d'i   '  do 

2dx~'~2d  S  ' 


et 


On  obtiendra  évidemment  des  formules  semblables  pour  quatre 
équations  à  quatre  inconnues  ,  cinq  équations  à  cinq  incon- 
nues,  etc. 


III. 


18.  Les  théorèmes  relatifs  aux  tangentes  parallèles  à  une  même 
droite  et  aux  plans  tangents  parallèles  à  un  même  plan ,  à  l'occasion 
desquels  j'ai  composé  ce  Mémoire ,  se  démontrent  aisément  d'une 
manière  directe  à  l'aide  des  formules  posées  plus  haut. 

Il  faut,  en  premier  lieu  (n"  2),  faire  voir  que  si  entre  les  deux  équa- 
tions algébriques 
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on  élimine  une  des  deux  inconnues,  j  par  exemple,  la  somme  ^  x 

(les  racines  de  l'équation  finale  en  x  sera  indépendante  de  a. 
Or,  si  l'on  pose 

et  si  l'on  regarde  les  polynômes  M,  N,  comme  étant  ceux  dont  il  a  été 
question  dans  les  n^^G,  ..,  15,  on  aura,  en  reprenant  les  notations 
de  ces  numéros, 

V   r-    -    _   V  F'(«)''  +  F-(«) 
-^  ^  F(a)  ' 

OC  étant  en  général  une  racine  de  y  (a)  ^=  o ,  et  a'  satisfaisant  à  l'équation 
/'(a)  a'  H-yi  (a)  =  o.  Mais  ici  la  fonction  N  dépend  de  M,  et  par  suite 
F  et  F,  dépendent  de^etj,.  A  cause  de 


M 


=  a.v(i)  +  x'"-7.(5)  +  ..., 


on  trouve  immédiatement  que  les  fonctions  F  (m)  et  F,  {u)  sont  de  cette 
forme 

F  (m)  =  mj[u)  +  {a-  u)J'(u), 

F,{u)  =  {m-i)J\  («)  +  (a  -  u)f:  {u) , 
d'où 

F'{u')=  {m-  i)J'{u)  ■+-  {a  -  u)/"  (m). 

En  faisant  m  =  a,  et  se  rappelant  quey(a)  =  o,  J\ci(.)  œ'  -\- J',  (a)  =  o, 
il  viendra  donc 

F'(.)a'+F.(aj    _/"(«)«'+/;  (g) 

quantité  entièrement  indépendante  de  a,  d'où  il  suit  que  ^-x'  fst  aussi 

une  quantité  indépendante  de  a;  C.  Q.  F.  D. 

46.. 
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19.  Arrétons-noiis  ici  un  moment  pour  indiquer  quelques  consé- 
quences curieuses  que  M.  Duliamel  a  tirées,  comme  il  suit,  du  théo- 
rème précédent. 

Soit  &)  l'angle  que  fait  avec  l'axe  des  x  la  droite  parallèlement  à  la- 
quelle on  mène  les  tangentes  :  on  vient  de  voir  que  "S  x  est  une  quan- 
tité indépendante  de  w;  en  faisant  varier  w  d'une  quantité  infiniment 
petite  ^oj,  ce  qui  produira  dans  .v  la  variation  infiniment  petite  ^.i, 

on  aura  donc  ^  dx  =  o,  et  par  suite  (à  cause  de  l'égale  inclinaison 
des  tangentes  sur  l'axe  des  x)  ^  ds  :=  o,  s  étant  l'arc  de  la  courbe. 
L'équation  \ds^o  nous  apprend  déjà  que  la  somme  des  variations 

des  arcs  s  résultant  d'un  changement  dans  la  direction  de  la  droite  à 
laquelle  les  tangentes  sont  parallèles,  est  égale  à  zéro,  en  sorte  que  si 
quelques-uns  de  ces  arcs  augmentent  d'une  certaine  quantité,  les 
autres  devront  diminuer  d'une  quantité  équivalente.   Mais  on   a  un 

théorème  plus  élégant  en  divisant  l'équation  "S  ds  =  o  par  la  cons- 
tante Jw  que  l'on  peut  faire  passer  sous  le  signe  ^  ,  et  en  observant 
que  le  rapport  de  ds  à  c?«  est  précisément  le  rayon  de  courbure  s. 
On   obtient  ainsi  l'équation  V  p  =  o,  en  sorte  que  «  si  l'on  mène  à 

»  une  courbe  géométrique  plane  toutes  ses  tangentes  parallèles  à  une 
))  même  droite,  la  somme  des  rayons  de  courbure  relatifs  aux  divers 
>■>  points  de  contact  de  ces  tangentes,  sera  généralement  égale  à  zéro.  » 
On  conclut  de  là  sans  difficulté  que  le  centre  des  moyennes  distances 
des  centres  de  courbure  relatifs  aux  divers  points  de  contact  est  préci- 
sément le  même  que  celui  de  ces  points,  et  par  conséquent  ne  dépend 

pas  de  la  valeur  de  l'angle  u.  Ajoutons  que  l'équation  2p  ^  °  peut 

être  à  son  tour  différenciée  ou  intégrée  par  rapport  à  «  un  nombre 
quelconque  de  fois,  ce  qui  fournit  de  nouveaux  théorèmes.  En  nom- 
mant p',  (i",...  les  rayons  de  courbure  des  développées  successives  et 
se  rappelant  que  p'  du  =^  dp,  p" dw  =  do',...,  on  en  conclut,  par 
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exemple,  ^  p'  =  o,   V  p"  =o,...,  ce  qui  est  assez  remarquable. 

Dans  un  des  numéros  suivants,  ces  théorèmes  se  trouveront  com- 
plétés par  d'autres,  d'un  genre  différent,  qu'une  analyse  plus  com- 
pliquée nous  fournira.  Nous  démontrerons,  en  effet,  qu'on  a  aussi 

d'où,  en  différentiant  par  rapport  à  w,  on  pourra  tirer 

2^1   =   0,  etc. 

20.  Occupons-nous  maintenant  des  surfaces  et  proposons-nous  de 
démontrer  que  «  si  l'on  mène  à  une  surface  géométrique  la  série  com- 
»  plète  des  plans  tangents  parallèles  à  un  plan  donné ,  le  centre  des 
»  moyennes  distances  des  points  de*  contact  ne  dépendra  en  aucune 
»  manière  de  la  position  du  plan  donné.  »  En  d'autres  termes,  consi- 
flérons  les  trois  équations  algébriques  suivantes,  à  trois  inconnues, 

,,  ,  ^  dM  rfM  <m  ,   dM 

M{jc,j^,z)  =  o,      -  +  a-  =  o,     ^  +  è^=o, 

et  prouvons  que  la  somme  ^x  des  racines  de  l'équation  finale  en  jc, 

résultant  de  l'élimination  de  deux   des  inconnues  (jr  et  z),  sera  indé- 
pendante de  a  et  b. 
Posons  • 

et  considérons  M,  N,  P  comme  étant  les  trois  polynômes  dont  il  a  été 
question  dans  les  n°*  li,...,  17.  D'après  ime  formule  du  n"  17,  nous 
aurons 

[*]  C'est  la  communication  que  j'avais  l'aile  <lece  dernier  théorème  à  la  Société  plii- 
lomatique,  qui  a  donné  lieu  aux  reniarques  de  >I.  Duhamel. 


366  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

et  je  vais  montrer  que  la  quantité  placée  sous  le  signe  5^  dans  le  se- 
cond membre  est  par  exemple  indépendante  de  a.  En  effet  les  poly- 
nômes N  et  P  se  déduisent  ici  de  M,  et  de  cette  dépendance  on  con- 
clut sans  difficulté  la  forme  des  fonctions  F,  9,  F,,  o,,  par  rapport  à 
leurs  variables;  on  trouve,  quels  que  soient  u  et  c. 

„   /  \  'Ifiu,  v)  j    df  [u,  I') 

o,{u,  V)  =  [m  —  i)J^[u,v)—u  •" '^J  ^  +  (a  —  v]  •"^^'  '. 
Les  équations  qui  fournissent  a,  j3  ,  a',  jS'  sont  donc 

/(«,/3)  =  o, 

df 
d-j. 

\  da^  da.dp 

OÙ  l'on  a,  pour  abréger,  écrit^  ety,  au  lieu  àej[u,  fi)  etj,  [a,  j3).  Ces 
équations  renferment  le  paramètre  b ,  mais  non  le  paramètre  a.  En 
vertu  des  deux  premières,  la  valeur  du  dénominateur  (p[a,  fi)  peut 
être  mise  sous  la  forme 

9(a,i3)  =  (a-.S  +  Aa)^. 
Quant  au  numérateur 

'^f  r,'  _U   '^f   /S'  _U   r 


-  f-' 

0, 

g  r='  +/. 

=  0, 

%')^' 

-t- 

df. 

-1- 

0 
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on  peut ,  dans  son  expression ,  supprimer  d'abard  la  quantité 


qui  est  nulle,  et  cela  fait,  on  reconnaît  qu'il  est  la  différence  des  deux 
termes  suivants  : 

et 

n^''"-  +^4'^  "*"^)' 

dont  le  second  (^d'après  la  dernière  des  quatre  équations  de  condition 
écrites  plus  haut)  est  égal  et  de  signe  contraire  à 

b'\déif/''^di^'-^i)' 

en  sorte  que  la  valeiu-  du  numérateur  cherché  devient 

On  voit  dès  lors  qu'en  le  divisant  par 

'ij 


Ç5(a,p)  =  (^a-  fi  +  hy.y^, 


le  facteur  n  —  f:i  -\-  ha.  disparaîtra,  ce  qui  rendra  le  quotient  indépen- 
dant de  rt,  et  par  suite  la  valeur  de  V  x  indépendante  de  n .  confor- 
mément au  théorème  énoncé. 

Nous  n'avons  pas  besoin  de  dire  qu'un  théorème  semblable  a  lieu 
et  se  démontre  de  la  même  manière  pour  un  nombre  quelconque 
tl'équations  et  d'inconnues.  Il  est  également  inutile  d'ajouter  que  nos 
formules  fourniraient,  si  on  le  voulait,  des  démonstrations  directes 
(le  plusieurs  autres  propositions  analogues  aux  précédentes,  et  aux- 
quelles les  géomètres  ont  été  conduits  par  des  méthodes  plus  sim[)les. 
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21.  Il  était  intéressant  de  chercher  si  le  théorème  de  M.  Duhamel , 
relatif  aux  courbes  planes,  que  l'on  a  démontré  n"  19,  et  qui  est  ex- 
primé par  l'équation  ^  p   =  o,  a  son  analogue  pour  les  surfaces.  Voici 

les  résultats  que  j'ai  obtenus  sur  ce  sujet. 

Quels  que  soient  les  paramètres  «,  h,  contenus  dans  l'équation 

:;  =   ax  +   bj 

diui  plan  parallèlement  auquel  on  mène  une  série  de  plans  tangents 
■A  ime  surface  géométrique  donnée,  les  sommes  ^x,  ^Ji  ^z  rela- 
tives aux  coordonnées  des  points  de  contact  sont  constantes;  si  donc 
a  et  b  éprouvent  les  variations  infiniment  petites  da,  db,  et  que  par 
suite  .r,  r,  z  reçoivent  les  accroissements  dx,  dj-,  dz,  on  aura 

y  dlr   =   o,     ^dj   —   o,     ^  dz   =  o. 

D'ailleurs,  par  la  condition  fondamentale  du  problème,  les  dérivées 
partielles  —,  —  de  l'ordonnée  z  de  la  surface  doivent  être,  aux  points 

I  djr      dy 

de  contact ,  égaies  à  rt  et  è  :  la  différenciation  par  rapport  kaeX  b  don- 
nera donc 

-^,  dx  -\-  -i-A-àj  =  da, 

dx^  dx  dy    -^ 

3-f  rf^  +     7-^  dy   —  db , 

dxdy  dy       ^ 

équations  que  l'on  écrira  sous  une  forme  plus  simple  si  l'on  désigne, 
conformément  à  l'usage  ordinaire,  par  r,  s,  t  les  trois  dérivées  partielles 

du  second  ordre  '^. ,  -j^r-  '   Tl  '  o"  trouvera  ainsi 

dx        dxdy       cty' 

,  tda — sdb  j  rdb — sda 

dx  =  — r-  ,      a  y  =  — —  ; 

rt  —  J-'  -^  rt  —  i' 

par  suite ,  les  équations 

^dx  =   o,      ^dj  =  o, 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  36( 

se  décomposeront  dans  les  trois  suivantes 

>  =   o ,     >  =   o  ,     > =  o  : 


l'équation  ^^  dz  ^=:  o  se  décomposerait  aussi  dans  deux  équations 

qu'il  serait  aisé  déformer,  mais  qui  deviendront  identiques  et  inutiles 
si  l'on  suppose  /2  =  o  ,  /;  =  o,  c'est-à-dire  si  Ton  prend  le  plan  des 
xf  parallèle  aux  plans  tangents  menés  à  la  surface  géométrique.  Les 
trois  équations  précédentes  en  r,  s,  t  seront  dès-lors  des  équations  de 
condition  entre  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  et  les  direc- 
tions des  sections  principales  relatives  aux  divers  points  de  contact.  En 
effet,  les  dérivées  de  z  du  premier  ordre  étant  nulles,  les  éléments  de 
la  courbiue  ne  dépendront  que  des  dérivées  secondes  /■,  s,  t  En  parti- 
culier l'on  aura 

^d  rt  —  J  »  ' 

et  l'on  en  conclura,  d'après  les  formules  connues, 

2(/3-t-r/)  =  o, 

j5  et  js'  étant  les  rayons  de  courbure  principaux  relatifs  à  chacun  des 
points  de  contact. 

Plus  tard  nous  verrons  qu'il  existe  entre  les  dérivées  r,  s,  i,  qiu 
entrent  dans  les  formules  précédentes,  beaucoup  d'autres  relations 
simples,  et  que,  par  exemple,  on  a 


IV. 


22.  Reportons-nous  maintenant  aux  fornudesdu  n"  15etdu  n"  17, 
d'abord  à  celles  du  n"*  15,  pour  les  transformer  ou  les  interpréter  géo- 
Tome  vi.    -Octobre  iS^i  4? 
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métriquement  et  en  déduire  de  nouveaux  théorèmes.  Ces  formules  du 
n°  13  sont,  comme  on  l'a  vu,  relatives  à  deux  courbes  planes  repré- 
sentées par  les  deux  équations  M{jc,  j)  =  o,  N(j:,  j")  =  o,  dont  les 
premiers  membres  peuvent  être  écrits  à  volonté  sous  l'une  ou  sous 
l'autre  des  deux  formes  suivantes  : 


+ 


M=   f(j)  +  ^f.  (j) 


la  première  de  ces  formes  met  en  évidence  les  asymptotes  des  courbes, 
tandis  que  la  seconde  met  en  évidence  leurs  tangentes  menées  aux 
divers  points  où  elles  sont  coupées  par  la  transversale  arbiti'aire  que 
l'on  a  prise  pour  axe  des  j". 

Cela  posé,  en  tirant  de  la  première  équation  la  valeur  de  j  pour  la 
reporter  dans  la  seconde ,  on  a  obtenu  l'équation  finale  en  x,  et  l'on  a 

trouvé  que  la  somme  ^  x  des  racines  de  cette  équation  finale  est  ex- 
primée par  la  formule 


-2 


F'(:tJ:t'-HF.(a) 
F  (a)  ' 


a  et  a'  étant  déterminées  par  les  équationsy(a)  =  o,y^'(a)  a'-t-y,(a)=o. 

Or  cette  somme  V  x  ne  dépend  que  des  fonctions  y, /,,  F  et  F,  ;  par 

conséquent  elle  restera  constante  si  Ton  conserve  ces  fonctions  en  chan- 
geant comme  on  voudra  les  fonctions  suivantes^^ ,  Fj,  etc. ,  sans  pour- 
tant leur  faire  dépasser  le  degré  maximum  qu'elles  peuvent  atteindre. 
Il  est  évident  qu'un  pareil  changement  n'altérerait  pas  non  plus  la 

somme  2/  relative  aux  racines^'  de  l'équation  finale  obtenue  par 
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J'élimination  de  jc,  et  que  partant  il  n'altérerait  pas  davantage  la  position 
du  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  rencontre  des  deux 
courbes. 

Lorsque  les  fonctions  y;  y,  restent  les  mêmes,  les  asymptotes  de  la 
première  courbe,  représentées  généralement  par  l'équation  j-=aa.--i-a', 
restent  aussi  les  mêmes.  Réciproquement,  si  les  mêmes  asymptotes  ap- 
partiennent à  une  autre  courbe  géométrique,  il  faudra  que  la  fonction  / 
relative  à  cette  autre  courbe  fournisse  les  mêmes  racines  a  quand  on 
l'égalera  à  zéro,  et  par  conséquent  soit  la  même  que  la  fonction  primi- 
tive/, ou  du  moins  n'en  diffère  que  par  un  facteur  constant  qu'on 
peut  à  volonté  introduire  ou  supprimer:  l'identité  établie  entre  les 
deux  fonctions/  il  faudra  ensuite  que  la  valeur  de  a.'  soit  la  même 
de  part  et  d'autre;  il  faudra  donc  que  les  deux  quantités/,  (a)  rela- 
tives aux  deux  courbes  soient  aussi  égales  pour  les  m  racines  a  de 
/  (z)  =  o;  et  comme  les  fonctions/,  ne  sont  que  de  degré  (;«  —  i),  il 
fîiudra  par  suite  que  ces  fonctions  soient  identiques. 

Ainsi,  pour  que  deux  courbes  géométriques  aient  les  mêmes  asymp- 
totes, il  faut  que  les  fonctions/,/,  soient  identiques  dans  les  équations 
de  ces  deux  courbes  ou  puissent  être  rendues  identiques  en  multipliant 
une  de  ces  équations  par  un  facteur  constant. 

L'identité  de  la  seule  fonction/',  à  un  facteur  constant  près,  est  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  queles  asymptotes  de  ces  courbes 
soient  parallèles  chacune  à  chacune;  mais  cette  condition  ne  suffit  pas 
pour  que  les  asymptotes  soient  les  mêmes  de  part  et  d'autre.  Il  faut  y 
joindre,  comme  on  vient  de  le  voir,  la  condition  nouvelle  de  l'iileutité 
des  fonctions/  au  même  facteur  constant  près. 

Si  maintenant  on  se  rappelle  que  le  groupe  total  des  asymptottsd'une 
courbe  géométrique  de  l'ordre  m  forme  aussi  une  ligne  géométrique 
de  l'ordre  m  que  l'on  peut  regarder  comme  ayant  les  mêmes  asymp- 
totes que  la  première,  on  verra  que  le  théorème  donné  tout  à  l'heure 
peut  s'énoncer  ainsi  :  «  Le  centre  des  moyeimes  distances  des  points 
»  de  rencontre  de  deux  courbes  géométriques  est  aussi  le  centre  des 
M  moyennes  distances  des  points  de  rencontre  des  asymptotes  de  l'une 
»  de  ces  deux  courbes  avec  l'autre  on  avec  ses  asymptotes.    » 

Ainsi  en  particulier  :  «  Quand  les  asymptotes  de  deux  courbes 
»   géométriques  passent   toutes  par  tni  même  point,  ce   point  est   le 

47- 
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»  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  rencontre  des  deux 

»   courbes.  » 

23.  L'expression 

V   ^  -         V  ?'(")«'  + F.  («) 

2à^   —  Li  F(a) 

de  la  somme  des  racines  x  de  l'équation  finale ,  devient 

lorsqu'on  remplace  a'  par  sa  valeur.  Elle  est  la  somme  de  deux  parties 
distinctes  ,  dont  l'une  dépend  de  la  fonctiony^  et  varie  proportionnel- 
lement à  cette  fonctionyj,  de  manière  qu'elle  augmente  dans  le  rapport 
de  g  à  l'unité  lorsqu'on  substitue  à  la  fonction  y,  son  produit  ^j^ 
par  une  constante  arbitraire  g  :  la  seconde  dépend  de  F,  et  non  plus 
dey,.  Ces  deux  parties  ne  s'offrent  pas  ici  sous  une  forme  semblable, 
et  la  cause  en  est  que  pour  opérer  l'élimination,  on  a  résolu  d'abord 
l'équation  M  =  o  par  rapport  à  j,  puis  porté  les  racines  y  dans  N, 
opérations  dans  lesquelles  les  deux  polynômes  M  et  N  n'ont  pas  joué  le 
même  rôle.  Mais  on  aurait  pu  effectuer  l'élimination  dans  un  ordre 
inverse,  résoudre  d'abord  l'équation  N  =  o,  puis  substituer  dans  le 
polynôme  M  les  racines  obtenues.  De  cette  manière  ,  en  déterminant  > 
et  X'  par  les  équations 

F().)  =  o,      F'^).))/  H-  F,  (>.)   =  o, 

on  aurait  évidemment  trouvé 

!e  signe  V  s'étendant  dans  le  second  membre  à  toutes  les  racines  X. 

Cette  expression  nouvelle  de  ^or  doit  être  égale  à  l'ancienne.  Com- 
parant donc  entre  elles  les  parties  qui  dépendent  des  fonctions  y,  ou  F, 
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et  qui  varient  proportionnellement  à  ces  fonctions,  on  aura 

^    r(a'/,(a)    _     _^m 

V  /'(>)F,r>.)    _  v>  F.(«) 

et  l'on  en  conclura  cette  forme  symétrique  de  l'expression   de  ^  x  , 
savoir, 

Y  ^  _  _  vLW  _  Y-^ 

où  les  deux  ^  du  second  membre  sont  relatifs,  le  premier  aux  racines 

de  y  (a)  =  o,   le  second  aux  racines  de  Y  (i.i  =  o.  Cette  expression 

de  V  ,T  ne  contient  plus  en  dénominateur  les  dérivées  y,  F',  et  l'on 

peut  observer  en  passant  qu'elle  ne  serait  pas.  comme  les  j)récédentes  , 
en  défaut,  quand  même  les  équations 

y\a)   =   o,     V  \i.^   —  o, 

auraient  des  racines  multiples,  pourvu  que  ces  équations  n'aient  au- 
cune racine  commiuie. 

Remarquons  aussi  que  les  droites  dont  les  équations  sont  ^  =  yoc^ 
ou  j-  =  \x ,  c'est-à-dire  les  droites  menées  par  l'origine  parallèle- 
ment aux  asymptotes  de  la  première  ou  de  la  seconde  courbe ,  coupent 
soit  la  seconde  ou  la  première  courbe,  soit  les  asymptotes  de  la  secontle 
ou  delà  première  courbe,  en  des  points  dont  les  abscisses  sont  déter- 
minées respectivement  par  des  équations  de  la  iorme 

a:'«/(>0  -\-  ■5c'"-'y.().)  4-    ...    =0, 
a'"F  (a)  -h  x"-'  F,  l^a)  +    ...   =0: 

la  somme  des  abscisses  des  0.11111  points  de  rencontre  ainsi  obtenus  est 
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donc  précisément  égale  à 

V>/..>^  y  F,(«) 

OU  a 

Tabscisse  de  leur  centre  des  moyennes  distances  est  par  suite 

■?.  '  nin  ' 

c'est-à-dire  qu'elle  est  égale  à  la  moitié  de  l'abscisse  du  centre  des 
moyennes  distances  des  points  où  se  coupent  les  deux  courbes.  L'ori- 
gine des  coordonnées  et  la  direction  de  l'axe  des  abscisses  sont  d'ail- 
leurs quelconques.  On  a  donc  ce  théorème  :  «  Deux  courbes  géome- 
»  ti-iques  étant  dans  un  même  plan ,  si  par  un  point  O  pris  à  volonté 
»  dans  ce  plan,  on  mène  des  parallèles  aux  asymptotes  de  la  pre- 
»  mière ,  puis  aux  asymptotes  de  la  seconde  courbe ,  et  qu'on  cherche 
»  les  points  de  rencontre  de  ces  parallèles  avec  la  seconde  et  la  pre- 
»  miere  courbe  respectivement,  ou  avec  leurs  asymptotes,  le  centre 
»  des  moyeimes  distances  de  ces  points  de  rencontre  sera  générale- 
»  ment  au  milieu  de  la  droite  OC  qui  joint  le  point  O  au  centre  C  des 
»  moyennes  distances  des  points  d'intersection  des  deux  courbes.  » 


24.  L'équation 


-y /'(>■} F.(/.)   _    _  y  F.::c) 


que  nous  avons  obtenue  tout  a  l'heure  il'une  manière  si  simple .  savoir, 
en  égalant  entre  elles  deux  expressions  différentes  d'une  même  quantité 

^.r,  mérite  d'être  remarquée,  non  pas  précisément  en  elle-même,  mais 

à  cause  de  la  facilité  avec  laquelle  elle  s'étend  aux  fonctions  de  plu- 
sieurs variables  et  conduit  ainsi  à  un  beau  théorème  de  M.  Jacobi.  En 
supposant  la  fonction  F  identique  avec  y,  on  voit  que  le  premier  mem- 
bre s'évanouit  de  lui-même  puisque  le  \^  qui   s'y   trouve   est   relatif 
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aux  racines  de  F  (>.)   =  j'  ().)   =   o.  On  a  donc 


F.  (a) 


O, 


le  signe  2  s'étendant  à  toutes  les  racines  a  de  l'équation  y  (a)  =  o. 

On  suppose  que  l'équation  /  =   o  n'a  pas  de  racines  égales,  mais/ 
est  d'ailleurs  un  polynôme  quelconque  de  degré  m  ;  quant  au  poly- 
nôme F,,  il  est  aussi  quelconque,  mais  de  degré  mférieur  à  F  ou  y, 
c'est-à-dire  de  degré  [m  —  a)  au  plus. 
Cette  équation 

est  connue  au  moins  depuis  Euler ,  mais  c'est  M.  Jacobi  qui,  le  premier, 
l'a  étendue  aux  fonctions  de  plusieius  variables  dans  le  Mémoire 
cité  (n^S).  Appliquée  au  cas  où  la  fonction  /(a;  est  de  la  forme 

(a   -   t)  5r(o:), 
elle  fournit,  comme  on  sait,  la  formule 

ct(/)  ^  [t~ti)x^'(t,)'' 

où  /,  représente  successivement  toutes  les  racines  de  l'équation 

7S  {tj)     :=    o. 

Elle  renferme  donc  implicitement  toute  la  théorie  de  la  décomposition 
des  fractions  rationnelles  en  fractions  simples.  Jusqu'ici  nous  admet- 
tons ,  il  est  vrai ,  que  l'équation 

7Z   [t()     =     o 

n'a  que  des  racines  inégales;  mais  on  descend  tres-facileraent  de  ce  cas 
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général  au  cas  particulier  des  racines  égales,  en  remplaçant  dabord  les 
racines  égales  par  des  racines  inégales,  infiniment  peu  différentes,  puis 
passant  à  la  limite  après  avoir  convenablement  préparé  les  expressions 
qu'on  veut  traiter.  C'est  précisément  à  cause  de  cette  facilité  bien  con- 
nue avec  laquelle  on  fait  dépendre  du  cas  général  chacun  des  cas  par- 
ticuliers où  les  formules  ordinaires  paraissent  en  défaut,  que  nous 
nous  sommes  de  préférence,  dans  ce  Mémoire,  attaché  au  cas  générai, 
laissant  de  côté  les  cas  particuliers,  dans  le  détail  desquels  il  aurait  été 
très-long  et  peu  utile  d'entrer. 

25.   La  formule  du  n"  15. 

F'('i)-i  -^  F^W 


y  1  =  _  V  Lmijt 


donne  lieu  à  des  remarques  semblables  à  celles  que  nous  venons  de 
présenter  en  nous  occupant  de  2  jr  ;  seulement  les  équations  M  =  o, 
N  T=  o,  doivent  alors  être  mises  sous  la  forme 


f(j)  4.  a-  f,  (jr)  + 

F{j)  H-  œF\.{j)  + 


les  tangentes  menées  aux  divers  points  des  courbes  situées  sur  la  trans- 
versale prise  pour  axe  des  j.  remplaceront-,  comme  on  Ta  déjà  dit 
(n^O  .  les  asymptotes  qui  figuraient  dans  les  énoncés  précédents;  les 
sommes  d'abscisses  se  changeront  en  sommes  des  inverses  des  abscisses, 
et  le  centre  des  movennes  distances  en  centre  des  moyennes  harmo- 
niques. Nous  nous  bornerons  naturellement  à  cette  remarque  générale 
que  Ion  développera  sans  peine. 

20.   L'équation 

.         '  ^ ^m«    -    I  -    I  j       .    F(a.)Ffa,)...F(a„) 
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donne  lieii  aussi  à  des  remarques  utiles.  Son  second  membre  dépend 
des  fonctions/,  f,  F,  F,  c'est-à-dire  des  directions  des  asymptotes  de 
nos  deux  courbes,  et  des  points  où  ces  deux  courbes  rencontrent  l'axe 
des  y.  Cela  étant  on  voit  sans  peine  que  le  produit  x,x^...  jc,„,  des 
abscisses  des  points  d'intersection  sera  le  même  pour  nos  deux  courbes 
iM),  (N),  ou  pour  deux  autres  lignes  géométriques  quelconques  de 
même  degré  ayant  chacune  à  chacune  des  asvmptotes  de  même  direc- 
tion que  (M),  (N),  et  de  plus  coupant  chacune  à  chacune  l'axe  des  r 
dans  les  mêmes  points.  On  pourra  dès-lors  substituer  à  la  première 
courbe  (M)  un  groupe  de  m  droites  respectivement  parallèles  à  ses  m 
asymptotes  et  partant  des  m  points  ou  cette  courbe  coupe  l'axe  Ov- 
on  pourra  substituer  à  Ja  seconde  courbe  (N)  un  groupe  analogue  :  ces 
deux  groupes,  en  effet,  peuvent  être  regardés  comme  formant  deux 
l.gnes  géométriques,  l'u„e  du  degré  m,  l'autre  du  degré  n,  et  remplis- 
sant les  conditions  voulues.  De  là  ce  théorème  :  «  Deux  courbes  géo- 
»  métriques  de  degrés  m  et  n  étant  rapportées  à  deux  axes  coordonnés, 
»  Je  produit  des  abscisses  de  leurs  points  d'intersection  est  égal  au  pro- 
»  duit  des  abscisses  des  points  d'intersection  de  deux  groupes  de  droites, 
»  composés  l'un  de  m  parallèles  aux  m  asymptotes  delà  première  courbe 
»  menées  parles  m  points  011  elle  rencontre  l'axe  des  j ,  l'autre  de  n 
»  parallèles  aux  n  asymptotes  de  la  seconde  courbe  menées  de  même 
»  par  les  points  où  elle  coupe  l'axe  des  j-.   « 

27  Les  deux  produits  F(y,)  F(y,) ...  F{y,„),  F(a,)f  (a.)  ...  F  (a,,,), 
^  dont  Ja  valeur  de  jc,  a:,  .  .  .  jc„,„  dépend,  peuvent  recevoir  une  inter- 
prétation géométrique  assez  élégante.  Admettons,  ce  qui  est  permis, 
qu'on  ait  préparé  l'équation  IS  =  o  de  manière  à  rendre  é^al  à  l'unité 
Je  coefticient  de  r"  dans  N  :  les  coefficients  de  u"  et  y"  dans  les  poly- 
nômes F  [u],  Fij)  seront  par  suite  égaux  aussi  à  l'unité.  En  désignant 
par).,,  ).„,  ...,  }  «les  racines  de  l'équation  F  (À)  =  0,  et  parv,,v.,  ,v 
les  racines  de  l'équatfon  F(v;  =  o,  puis  décomposant  F  (>/)  et  F(  y)  en 
lacteurs,  on  aura  donc 

F  (tt)   =  (u  ->.,)(«_  >.j',  ...(„_  }j , 

^(J)  =  (  J  -  v.)  (J  -  V,)  ...{j-  v„). 

Tome  VI      -OctocbîiS^i  'a 
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d'où  résulte  immédiatement 

F  (a.)  F  (a,)  .  .  .  F(a,„)  =  {-1)""'.  (/,  -  a,)  ()..  -  a,)  .  .  .  ()„■  -  a,)...  , 

l'indice  /  pouvant  croître  jusqu'à  n  et  l'indice  j  jusqu'à  m.  Or 
(v,  —  7,  ) ,  ...  (v,  —  7y%  ...  ne  sont  autre  chose  que  les  mu  seg- 
ments compris  entre  chacun  des  m  points  où  la  première  courbe 
coupe  l'axe  des  j'  et  chacun  des  71  points  où  la  seconde  courbe  coupe 
ce  même  axe;  quant  aux  facteurs  ().,  —  a,),  .  .  .  ,  (X,-  —  ay),  .  .  .,  pre- 
nons sur  la  partie  négative  de  l'axe  des  x,  à  une  distance  de  l'ori- 
gine G  des  coordonnées  égale  à  l'unité,  un  point  fixe  A,  et  nous  ver- 
rons que  ces  facteurs  représentent  les  tJin  segments  compris  entre 
chacun  des  m  points  où  les  parallèles  aux  asymptotes  de  la  première 
courbe  menées  par  le  point  A  coupent  l'axe  des  j'  et  chacun  des  n 
points  où  les  parallèles  aux  asymptotes  de  la  seconde  courbe,  me- 
nées aussi  par  le  point  A,  coupent  ce  même  axe. 

Soient /i,,  ^,,  ....,  ^;n„  les  premiers  segments ,  et/,,  /a,.--»   ^mn  les 
derniers  :  on  aura 

F(vO  F(v,)  .  .  .  F(7„)  =  {-ir'.h,  h,  ...  h,„„, 
F  (a,)  F  (a,)  ...  F  (a„)   =   (-  Tf".  /,   /,      .  .  /„„. 
Et,  puisque 


on  en  conclura 


\  n.™      h,  h.    ...  h  mn 
•*-m.n   —  ^  M       '     l    l    .  .  .   l        ' 


équation  qui  exprime  une  propriété  très-générale  des  courbes  géomé- 
triques. Les  axes  coordonnés  que  l'on  emploie  ici  sont  quelconques 
ainsi  que  l'origine  des  coordonnées. 

28.  Déplaçons  cette  origine  sur  l'axe  des  x  sans  changer  la  direction 
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de  l'axe  des  j,  en  sorte  que  l'abscisse  de  chacun  des  points  d'intersec- 
tion de  nos  deux  courbes  diminue  d'une  constante  g  sans  que  l'ordon- 
née change  :  au  noint  auxiliaire  A  relatif  à  l'ancienne  origine  O  et  situé 
à  une  distance  AO  =  i  de  cette  origine,  correspondra  un  autre  point 
auxiliaire  A'  situé  aussi  à  une  distance  A'O'  :=  i  de  la  nouvelle  origine 
O';  les  segments  h,,  h^,  ■  ■  -,  h„„,  deviendront  H,,  H,,  .  .  . ,  Jl,„„,  tandis 
que  les  segments  l^,  l^^,  .,  /,„„  conserveront  leurs  valeurs.  On  aura 
donc 

[X,    -  g)  (jTj  -g)...  (X„„,  -  g)  =  (-   1)' 

De  là  résulte 

(x.  -  g)  {x,  -g)  ...  (x„„  -  ^)  _  H,  H,  . 


H,  H, 


/,  /.  .  .     /„„ 


h,h,.. 


En  donnant  à  g  un  nombre  suffisamment  grand  de  valeurs  particu- 
lières, ou  pourra,  par  les  formules  d'interpolation  ,  en  conclure,  quel 
que  soit^'^,  la  fonction  entière  de  g^  placée  au  premier  membre  de  cette 
équation,  et  former  tous  les  termes  de  l'équation  en  x  dont  les  ra- 
cines sont  .r,,  x,,  . .  .,  x„ 


^mn' 


Si  l'on  suppose  la  valeur  de  g  infiniment  petite,  et  s;  l'on  re- 
présente par  dh^ ,  .  .  .  ,  dh,„„  les  accroissements  infiniment  petits 
H,  — //,,  ...,H,„„  —  h,„„,  on  trouvera,  en  négligeant  les  infiniment 
petits  du  second  ordre, 

-é^fe +  •••-+-£)  °"   -slix' 

pour  valeur  du  premier  membre  de  l'équation 

(x.  -g){x^-g) .  .  .  [x^-g)  ^  H.  H,  .  ■  .  H^ 
X,  X .  .  x„„  h,  /jj  .  .     h„„  ' 


et 


dh,  dh^  v^  dh 


48.. 
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pour  valeur  du  second  membre.  Il  s'ensuit 

dh 


1.1.= 


y 


équation  qui  fournit  la  valeiu-  de  ^  -  et  qui  rentre  au  fond  dans  celle 
que  nous  avons  déjà  donnée  pour  exprimer  cette  quantité.  Pour  l'in- 
terpréter géométriquement,  observons  que  dans  le  voisinage  de  l'axe 
des  j,  et  pour  une  abscisse  comprise  entre  o  et  g ,  on  peut  remplacer 
les  éléments  de  nos  deux  courbes  par  ceux  de  leurs  tangentes.  Cela 
étant,  considérons  un  quelconque  des  segments  h  ou  (MN)  compris  sur 
l'axe  des  j  entre  un  point  (M)  de  la  première  courbe  et  un  point  (N)  de 
la  seconde ,  puis  menons  par  le  point  auxiliaire  A  qui  nous  a  servi  tout 
à  l'heure  des  parallèles  aux  tangentes  des  deux  courbes  en  (M)  et  (N)  : 
soit  A-  le  segment  intercepté  sur  l'axe  des  j  par  ces  deux  parallèles.  On 
aura  é\-idemment  la  proportion 


dh  :  s  ::  k  :  i,    d'où    —  =  k. 


et  par  conséquent 


^x  "        ^  //  I 


Ainsi  la  somme  des  valeurs  inverses  des  abscisses  des  points  de  ren- 
contre de  nos  deux  courbes  géométriques  est  égale  à  la  somme  prise 
négativement  des  rapports  de  chacun  des  segments  A-  au  segment 
correspondant  /?,  ou  (ce  qui  revient  au  même)  est  égale  au  rapport 
pris  négativement  de  la  somme  des  segments  A  à  la  somme  des  seg- 
ments /«[*]. 


I  *]  Quand  on  divise  par  (.r,  —  g)  les  deux  meml)res  de  la  formule 

(x.-g)(.r,-g)...(ar„„-g)  ^  H.  H,   ...  H.„ 
x^x^ x„„  /(,  /ij  ...  h„„   ' 

cl  qu'on  pose  ensuite  g-  ^  ;;:,,  le  rapport  de  H,  à  g  se  présente  sous  la  f'oi'me  -  ;  mais  en 
se  laissant  guider  par  des  considérations  semblables  aux  précédentes,  il  est  aisé  de  trou- 
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Une   interprétation   géométrique  du  même  genre  pourait  être  aisé- 
ment trouvée  pour  les  sonnnes 

pour  2  ~~,i  P^''  exemple,  on  pourra  recourir  soit  k  la  considération 

des  rayons  de  courbure  aux  points  (M),  (Nj,  soit  à  celle  de  nouveaux 
segments  que  l'on  déduira  des  segments  A,  à  peu  près  comme  on  a  dé- 
duit ceux-ci  des  segments /?;  pour  V— 5,  ...    on    introduira  dans   Jes 

théorèmes  les  éléments  qui  dépendent  des  différentielles  d'ordre  supé- 
rieur. On  obtiendra,  du-  reste,  les  valein-s  de  ces  diverses  sonmies  en 
développant  suivant  les  puissances  de  g  (dont  H, ,  II^, . . . ,  H,„„  sont  fonc- 
tions) les  deux  membres  de  l'équation 

{x,—g)(x,  —  g) ...  (x™, ~g)  _  II, n, . . . H„„ 


A,  /h  •■•  h^„  ' 


et  comparant  les  coefticients  des  puissances  semblables,  ou  bien  encore 
on  les  déduira  de  la  formule 


lA' 


ver  la  vraie  valeur  de  ce  rapport  exprimée  au  signe  près  par  un  certain  segment  K,.  La 
fornuile 

(.r,  —  j.)  .  .  .  (.r„„  — jr,)  __  _  K,  H,   ...   H„,„ 
x,x^ .r„„  ~  //,/(,  .  .  .   h„.„    ' 


lorsqu'on  y  perniule  entre  elles  les  lettres  x,,  x,,  .  .  .,  a„,„,  en  tenant  compte  biin  en- 
tendu (les  changements  que  cola  entraîne  dans  les  valeurs  de  K, ,  Hj,  . . . ,  H^,,,  conduit  à 
plusieurs  autres  formules  du  même  aenre ,  dont  le  produit  fait  connaître  la  valeur  de 
{x^ — X,)'.  .  .{xi —  XfY.  .  .  A  peine  est-il  nécessaire  de  dire  qu'après  avoir  mené  parle 
point  (.r, ,  j  ■)  où  les  deux  courbes  (Jl  )  et  (N)  se  coupent  une  droite  parallèle  à  l'axe  O^-, 
on  obtient  le  segment  K,  en  cherchant  la  partie  de  cette  droite  comprise  entre  deux 
autres  droites  menées  par  un  |)oint  auxiliaire  ayant  une  abscisse  égale  à  (.r, i  )  parallè- 
lement aux  deux  tangentes  en  (x,,  > ,)  aux  deux  branches  des  courbes  respectives  (M  i 
et  (Ni  qui  se  coupent  en  ce  point. 
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en  déplaçant  sur  l'axe  des  x  l'oiigine  des  coordonnées  sans  changer  la 
direction  de  l'axe  des  j;  en  effet,  si  g  désigne  la  diminution  que  cha- 
que absciise  éprouve  dans  ce  déplacement,  et  si  K  et  H  représentent 
les  valeurs  nouvelles  des  segments  A  et  h,  on  aura 

et  pour  en  conclure  les  valeurs  de  ^  — ,  V  -^, .  . .,  il  suffira  de  dé- 
velopper les  deux  membres  suivant  les  puissances  croissantes  de  la 
quantité  g  supposée  très-petite  :  enfin,    pour  ^x,   ^^jc'^  ,  .  .  .  ,  on 

supposera  la  valeur  de  g,  non  plus  très-petite ,  mais  très-grande ,  on 
développera  les  deux  membres  suivant  les  puissances  descendantes  de 
/;,  et  l'on  fera  intervenir  les  asymptotes  rectilignes,  puis  les  asymp- 
totes de  tous  les  ordres. 

29.  Pour  terminer,  indiquons  encore  en  peu  de  mots  une  autre  ma- 
nière d'expruner  géométriquement  les  produits 

F(v,)  F(v,)  .  .  .  F(7,„),     F(a,)  F  (a,)  .    .  F  (aj. 

Désignons  toujours  par  y  une  quelconque  des  racines'/,,  ..  •  /,„  de 
f  (y^  =  o,  c'est-à-dire  une  quelconque  des  abscisses  des  points  (M)  de 
rencontre  de  la  première  de  nos  deux  courbes  avec  l'axe  des  j  :  l'équa- 
tion d'une  droite  menée  par  le  point  (M)  parallèlement  à  l'axe  des  jc 
sera  J'=y  :  les  abscisses  des  points  où  cette  parallèle  coupe  la  seconde 
courbe  seront  foiunies  par  l'équation 

F(v)  +  xF,  (7)  +  .  .     -{-jc"F„  =  o, 

dans  le  premier  membre  de  laquelle  le  coefficient  F„  de  x"  est  une 
simple  constante;  et  par  conséquent  le  produit  de  ces  abscisses  sera 
égal  à 
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donc  le  produit  total  x,  x^  .  .  .  x,„„  des  abscisses  des  points  de  ren- 
contre de  la  seconde  courbe  avec  les  diverses  parallèles  menées  à  Taxe 
des  j:  par  les  points  où  la  première  courbe  rencontre  l'axe  des  y  sera 
lui-même  égal  à 

Fi;  ' 

et  l'on  aura 

^(V.)  n-h)    ■  ■  •     f{'/,n)   =    (  -   O""'.    F    .  X,    X,    .  .  .    X,„.. 

Soit  de  même  a  une  quelconque  des  racines  a, ,  y.j,  .  .  . ,  a,„  de^  (a)  =  o, 
et  j  —  a.r  l'équation  d'une  parallèle  menée  par  l'origine  à  l'asymptote 
de  la  première  courbe  dont  l'équation  est  y  =  7.x -\-  a'  :  les  abscisses 
des  points  de  rencontre  de  cette  parallèle  avec  la  seconde  courbe  seront 
déterminées  par  l'équation 


jc"  F  (a) 


(a)  4-   .  .  .  +   F„   =   o  , 


dans  le  premier  membre  de  laquelle  F„  est  une  simple  constante;  et 
par  conséquent  le  produit  de  ces  abscisses  sera  égal  à 

^-•^■^- 

donc  le  produit  total  è,è,  ...  |,„„  des  abscisses  des  points  de  ren- 
contre  de  la  seconde  courbe  avec  les  parallèles  menées  aux  asymp- 
totes de  la  première  courbe  par  l'origine  des  coordonnées  sera  im- 
même égal  à 

(-  I  )"'" *''-" 

F  (a,  j  F  (a,)...  F  (a,)' 

et  l'on  aura 

F  (a,)  F  (a,)  ...  F  (a,„)   =   (  -  .  V"".         *"^' 

F„  est  le  terme  de  N  indépendant  à  la  fois  de  x  et  j;  c'est  par  suite  1. 
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terme  de  F[j)  indépendant  de  j  :  en  supposant  donc,  comme  ci-des- 
sus, ie  coefficient  de  y"  dans  N  réduit  à  l'unité,  on  trouvera 

F„  =  (—  i)".  V,  vj  .  .  .  v„, 

V,,  v._.,  . . .  v.j,  étant  les  racines  de  l'équation  F(v)  ^  o,  ou  les  ordonnées 
des  points  d'intersection  de  la  courbe  (N)  avec  l'axe  des  f.  D'un  autre 
côté,  si  l'on  désigne  par  c,,  c^,.  .  .,c„  les  abscisses  des  points  d'inter- 
section de  cette  courbe  (N)  avec  l'axe  desx,  on  voit  sans  peine  que 

C,  C,   ...   C„  =  (—!)«.    ~. 

ce  qui  détermine  F„.  Substituant  pour  F„  et  F^  leurs  valeurs  ainsi 
obtenues  dans  les  expressions  des  produits  ¥  [(/.^)¥  [a^)  ...  F  (a,„), 
F(7,)  F(7o)  .  .  .  F{"^,„),  on  en  conclut 


F(aOF(a,)...F(a,„)  =  ^ 


F[j,)  F(v,) . . .  F(v,„)  =  1  -  0'"".  (:^i^;i-Li"r-^i- 


c„r 


ces  lormiiies  sont  moms  simples  et  moins  élégantes  que  celles  du  n"  27  ; 
ici  les  seconds  membres  ne  se  présentent  plus  sous  une  forme  symé- 
trique par  rapport  aux  deux  courbes  M  ,  (N  ;  il  en  est  de  même  du 
second  membre  de  la  formule 


■X I  x^  •  •  •  x„ 


(Ci  Cj 


qui  résulte  immédiatement  des  précédentes.  On  pourrait  examiner  ce 
que  donnent  ces  diverses  équations,  et  en  particulier  la  dernière,  lors- 
qu'on remplace  les  deux  courbes  (M  ,  (N)  l'une  par  l'autre,  ou  lors- 
qu'on change  la  direction  ou  l'origine  des  coordonnées.  On  obtiendrait 
ainsi  de  nouveaux  théorèmes.  Mais  en  voilà  bien  assez  sur  ce  sujet. 
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V. 

30.  Considérons  actuellement  les  formules  du  n"  17,  qui  sont  rela- 
tives à  trois  équations  à  trois  inconnues 

M  (.r,  j,  z)  =  o,     N  {jc,  j,  2)  =  o,     P  [x,  j,  z)   =  o, 

dont  les  premiers  membres  peuvent  être  mis  à  volonté  sous  l'une  ou 
sous  l'autre  des  deux  formes  suivantes 


■+■  . 


p     :=     X'' 


M  =  f  (  J,  z)  4-  ^  f,  (  J,  z)  H-  .  .  .  , 
N  =F(jr,z)  +  xF,{j,z)  +  ..., 
P   =  <P(j,  z)  4-  j:<P,(jr,  z)  +    .... 

En  tirant  des  deux  premières  équations  M  =  o ,  N  =  o  ,  les  valeurs 
de  jet  z,  on  a  obtenu  léquation  finale  en  x,  et  l'on  a  trouvé  que  le 
produit  des  racines  de  cette  équation  finale  est  exprimé  par  la  formule 

x,x,...  x,„„,  =  (- j-y-p.  *(7-.^-)----^(7^.^-.) 

oi'i  (a, ,  fi,),  ..  .,  (a,„„,  /3,„„),  [y,,  t?,),  .  .  .,  (y,„,,,  ^_^^)  représentent  les 
couples  (a,  /5)  et  (■/,  c?)  de  racines  des  équations  simultanées /(a,  (i)  =  o, 
F  (a,  fi)  =  o,   et  f(7,  â)  =  o,  F  [y,  â,  =  o. 

Mais  on  aurait  pu  former  l'équation  finale  en  x  et  le  produit 
X,  Xj.  .  .  x,„„p  d'une  autre  manière,  savoir,  en  tirant  des  deux  dernières 
équations  N  =  o,  P  =  o  les  valeurs  de  j  et  z  pour  les  reporter  dans  la 
première,  ou  bien  encore  en  résolvant  la  première  et  la  dernière  équa- 
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tion  (M  =  o,  P  =  o),  puis  portant  les  racines  dans  la  seconde.  En 
opérant  ainsi  l'on  aurait  trouvé  par  exemple , 

-,     ^  ^  _/_    ,\m„p    f(l.,e.)....    iir,„p,9„j,) 


{Y},  0)  représentant  en  général  un  couple  de  racines  des  équations  simul- 
tanées F  {-n,  6)  =  o,  'I>  (•/],  9)  =  o,  et  (X,  p.)   un  couple  de  racines  des 
équations  simultanées  F().,  fj.)  =  o,  ç  (X,  p.)  =^  o. 
On  doit  concliue  de  là  que  les  deux  fractions 


f{-/r: 

,  'h)  ■ 

.■^{^l.n,S„„) 

¥l«i: 

,P.)- 

..¥(a™.,  M' 

f(.. 

,0.) 

•  •  ■   f  (in/)  >   ^np  ) 

/(>„P.).-/(V,  e»p)' 

sont  égales  entre  elles;  de  plus  il  faut  ajouter  qu'elles  sont  aussi 
égales  à  une  troisième  fraction  de  même  forme  dans  laquelle  entre- 
raient, sous  les  signes  F,  F,  les  racines  des  équations  simultanées 
y  (x,  y-)  =  o,  (f[x,  j)  =  o,  et  fur,  j)  =  o ,  <I>  (x ,  f)  —  o.  Ce  théo- 
rème s'étend  sans  difficulté  aux  fonctions  de  plusieurs  lettres. 

31 .   On  peut  regarder  chacune  des  équations  M^o,  N  =  o,  P=:o 
comme  représentant  une  surface.  L'équation 

-y      f  -r  l I    \""'P  '■''''•'  •^KlmtLi      mnj 

^\^2   ■  --^ninp   —   \  •"y(a,,p,) ?(a„„,  ^„„) 

fournit  ainsi  le  produit  des  abscisses  des  points  d'intersection  de  trois 
surfaces  géométriques  quelconques.  La  fraction  qui  exprime  ce  produit 
est  susceptible  d'une  interprétation  assez  simple.  Continuant  à  désigner 
par  (a,  |3)  un  couple  quelconque  de  racines  des  équations  simultanées 
y^(a,  j5)  =  o,  F  (a,  /5  =  o,  déterminons  a'  et  |5'  en  fonction  de  a  et  p 
par  les  équations  du  n"  15, 

.ll«'-t-4P'+y.  =o,      -a'  +  -/5'  +  F.  =o; 
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les  deux  équations  j  =  aa:  +  a',  z  =  ftx  -\-  fi'  représenteront  suc- 
cessivement les  mn  asymptotes  rectilignes  coinnuines  aux  deux  sur- 
laces (M),  (N);  par  suite  j  =  c/.x ,  z  =  [î.v  seront  les  équations  d'une 
parallèle  menée  par  l'origine  des  coordonnées  à  l'une  de  ces  asymptotes. 
Les  abscisses  des  points  où  cette  parallèle  coupe  la  surface  (F)  seront 
déterminées  par  l'équation 

JcP  ,p  (a,  /5)  ■+-  jcP~'  r^,  (a,  ,-3^  +  .  .  .  +  ,^^  =  o , 

dans  le  premier  membre  de  laquelle  le  dernier  terme  f^  est  une  simple 
constante,  et  le  produit  de  ces  abscisses  sera 


i-iy 


fp 


?(«,  p) 


Donc  le  produit  total  ^,£0. .  .  ^,„„,,  des  abscisses  des  points  011  la  surlace 
(P)  est  rencontrée  par  les  mn  parallèles  menées  par  l'origine  des  coor- 
données aux  asymptotes  communes  des  deux  autres  surfaces  iM),  (N  , 
sera  exprimé  par 


( i]">"p   1/^ 


et  l'on  aura 


?  (a„  (S.)  ...  9  (-/.„,„,  /5,„„)  =  (-  ,)""'/'.  — ^ 


?.  ?. 

De  même,  si  l'on  continue  à  représenter  par  (y,  â']  un  couple  quel- 
conque de  racines  des  équations  simultanées  f '^y,  &  =  o,  F  y,  c?  =  o, 
on  verra  que  les  équations  j  =  y,  -.  =  â  représentent  successivement 
les  inn  parallèles  à  l'axe  des  x  que  l'on  peut  mener  par  les  mn  points 
du  plan  des  j2qui  appartiennent  à  la  fois  aux  deux  surfaces  (M  et  (Nj. 
On  reconnaîtra  en  outie  que  le  produit  x,  Xo  .  .  .  x,„„^  des  abscisses  des 
points  où  ces  parallèles  coupent  la  troisième  surface  P)  est  égal  a  la  frac- 


tion 


\  /  '  ,1.    mn 


49.. 
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fraction  dont  le  dénominateur  est  une  simple  constante ,  et  l'on  en  con- 
clura que 

$(7,,  â,)   .  .  .   <iiymn,  ^mn)    =    ("    I  ^^ .  <!>/"•  ^<  ^2    ■•■    ^mnp- 

Par  suite,  on  aura 

/<Ji   N"'"  ^     ^  ,^ 

ce ^  CC^    .  •    •  CCjjjjjp    • —    —   I         1       •    Xj    X2  .  * .  ^innp'  Ç<  Ç2  •  •  •  ^mnp' 
\  ¥/'/ 

D'un  autre  côté  si  l'on  désigne  par  Cj,  Cj,  .  .  .,c„  les  abscisses  des  points 
où  l'axe  des  x  coupe  la  surface  (P),  on  trouve  sans  difficulté 

De  là  résulte  la  formule 


(c, c^ ... cj,y^ 

qiu  est  une  généralisation  de  celle  du  n"  29. 

52.  On  peut  aussi,  comme  au  n°  27,  faire  usage  d'un  point  auxi- 
liaire A,  situé  sur  la  partie  négative  de  l'axe  des  x,  à  une  distance 
AO  =  i  de  l'origine  des  coordonnées.  Il  est  facile  de  voir  que  si  par  ce 
point  auxiliaire  on  mène  des  parallèles  à  toutes  les  asymptotes  recti- 
lignes  de  la  surface  (^P),  ces  parallèles  formeront  un  cône  dont  l'équa- 
tion sera 


\  X  4-  I  '      X  +  I  / 


Ce  cône  est  coupé  par  le  plan  des  jz  suivant  une  courbe  que  l'on  peut 
regarder  comme  sa  base  et  dont  l'équation  est  (p  (  j-,  z)  ^  o.  D'un  autre 
côté,  une  parallèle  à  l'une  quelconque  des  asymptotes  communes  aux 
deux  surfaces    M  ,  :  N)  aura  pour  équations 

j   =   a.(x+  i),     z  =  ^(x-\-i), 
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et  percera  le  plan  des  jz  en  un  point  B  dont  les  coordonnées  seront 
j=u,  z=fi.  Menons  par  le  point  B  une  parallèle  à  l'axe  Oz  ;  les  valeurs 
de  z  relatives  aux  points  de  rencontre  de  cette  parallèle  avec  la  base  du 
cône  seront  fournies  par  l'équation  y  (a,  s)  =  o.  Posons  z  =  ,'B  -(-  /, 
et  admettons  (ce  qui  est  permis)  qu'on  ait  réduit  à  l'unité  le  coefficient 
de  3''dans  le  polynôme  P,  ce  qui  rendra  aussi  égaux  à  l'unité  les  coef- 
ficients de  zP  dans  y  [j,  z)  et  0  (^,  z)  :  nous  aurons 

9  (a,  z)  =  ?  (a,  /3  +  /)  =  y  {a,  /3)  +  -'  '-^1^  +  ...  +  //'; 
l'équation  dont  /  dépend  deviendra 

IP+  ...  -^  ?(a,  ,5)  =  o: 

le  produit  1,1.,...  Ip  de  ses  racines,  c'est-à-dire  le  produit  des  segments 
compris  entre  le  point  B  et  les  points  où  la  parallèle  à  l'axe  des  z  ren- 
contre la  base  du  cône,  est  donc  égal  à  (—  i)''.  9  (a,  ]3).  Donc  le  produit 
total  Z,  /,  .  .  l,„„p  des  segments  l  qui  répondent  aux  mn  couples  (a,  ^) 
est  égal  à 

et  réciproquement  on  a 

ç  (a,,  /3.)  ...  9  (a„„,  ,S,„„)  =  (-  I  )"""'.  /,/,...  l„,„p. 

D'un  autre  côté,  l'on  a  vu  plus  liaut  (jue  les  couples  (y,  c?)  représen- 
tent les  coordonnées  [j,  z)  des  points  du  plan  des  jz  qui  appartiennent 
en  même  temps  aux  deux  surfaces  (M)  et(N).  Si  par  ces  divers  points 
on  mène  des  parallèles  à  l'axe  des  z,  le  produit  h,  h.,  . .  .  h,„„p  des  seg- 
ments compris  entre  chacun  d'eux  et  les  points  où  la  parallèle  corres- 
pondante rencontre  la  surface  (P) ,  aura  pour  valeur 

(-i)"""'-*(7nc?.)...<l>(7„„,c?„„), 
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et  réciproquement  on  aura 

De  tout  ce  qui  précède  on  déduit  la  formule 

„      „  „  .\,n,w     ''<  II.    ■      ■    l'mn. 


I,    U     ■■■     L„p 


qui,  si  l'on  déplace  l'origine  des  coordonnées  d'une  quantité  g  sur  l'axe 
des  J7,  ce  qui  ne  change  rien  aux  segments  /,,  Zj,  ...Tl^np,  en  fournit  une 
seconde 

(X.  -  g)  (œ,  -  g)  .  . .  {x,„„,  -g)  =  f-  i)'"""  ^'  ^'  •  •  •  °""''  - 


'i  '2    •  ■   ■    ^mnp 

cette  dernière ,  combinée  avec  la  foi-mule  primitive ,  nous  donne 

(^-  —g)i^2—g)--  i^vmp  —  g)    _    H,  H;   ■  .  .   H^;, 
•*•!  ""a    -..•..   <^tnnp  '*i  ''2    •  •  •    '*-mnp 

Ces  diverses  équations  et  celles  du  numéro  précédent  sont  assez  simples 
pour  mériter  qu'on  les  remarque:  on  pourra,  si  l'on  veut,  les  compa- 
rer entre  elles,  et  aussi  les  discuter  en  examinant  ce  qu'elles  fournissent 
lorsqu'on  remplace  l'une  par  l'autre  deux  de  nos  trois  surfaces  ou  lors- 
^quon  change  les  axes  coordonnés. 

35.  Nous  ne  dirons  rien  de  la  formule  du  n°  17,  où  entre  la  somme 
des  valeurs  inverses  des  racines  3C,,  Xj,  ...,  x,„„p.  Mais  les  diverses  re- 
marques que  nous  allons  présenter  sur  la  formule  qui  contient  V  x 
s'appliqueront  d'elles-mêmes,   mutatis  luutandis,  à  celle  qui  contient 

On  a  trouvé 

do     ,  do  r^, 

2^  =  -2 ^7f) ' 
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le  2  du  second  membre  étant  toujours  relatif  aux   racines  (a, /s)  des 

équations  simu!tanéesy(a,  fi)  =  o,  F  (a,  /5)  =  o,  dont  a'  et  fi'  se  dé- 
duisent par  les  formules  du  n"  15, 

Or  une  quelconque  des  asymptotes  communes  aux  deux  surfaces  (.AI^, 
(N) étant  généralement  représentée  par  les  équations  ;-  =  a.r  -t-  a', 
z  =  fix  -j-  /3',  coupe  la  surface  (P)  en  p  points  dont  les  abscisses  sont 
déterminées  par  l'équation 

x^9(a,/3)+x''-ga'+|r^'4-^.)+...=o; 
la  somme  des  abscisses  dont  nous  parlons  est  donc  égale  à 

et  pour  toutes  les  asymptotes  considérées  ensemble ,  elle  devient 


df      ,  do  «, 

-Z ^T^Tëi «"     2--^"- 


Il  faut  en  conclure  que  «  le  centre  des  moyennes  distances  des  ponits 
»  d'intersection  de  trois  surfaces  géométriques  coïncide  avec  le  centre 
j)  des  moyennes  distances  des  points  où  l'une  de  ces  surfaces  prise  à 
»  volonté  est  rencontrée  par  les  asymptotes  rectilignes  communes  aux 
»)  deux  autres.   » 

34.   Résolvons  les  équations 

df    ,       df  ,, 


d'ji  '  ^  d<^ 
dV  ,  dV 
da.  rfp 


«  -»-rf^r5'  +  F.  =  o, 
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par  rapport  à  a'  et  ,'5'.  En  posant 

.,  f/F    dr^  r/F    f/ç 

do   df  do    df 


nous  viendra 


^  V«'    PJ    -   rfï  ,/(3  —  T^  rfa  ■ 


F    1^  _    /■    -^ 

'  —        '''?  '^^ 

P   -  C(«,f) 


puis 


V  ^    _    _   -y/.  (=<,  P)  A  (g,  p)  +  F.  (g,  p)  B  (a,  p)  +  y.  («.  p)  C  (a,  P) 

Mais  pour  obtenir  cette  expression  de  "^x  ,  on  a  opéré  l'élimination 

en  résolvant  d'abord  les  équations  M  =  o ,  N  =  o  par  rapport  à  j  et  z, 
c'est-à-dire  en  prenant  pour  point  de  départ  les  racines  (ce,  p ;  des  équa- 
tions f  (a,  |j)  =  o,  F  (a,  /Si  =  o.  Si  l'on  opérait  l'élimination  dans  un 
autre  ordre  en  résolvant  d'abord  les  équations  N  =  o,  P  =  o,  c'est-à- 
dire  en  prenant  pour  point  de  départ  les  racines  (),,  [x)  des  équations 
Ftl.u.)  =  o,  9  ().,  /j.)  =:  O,  on  trouverait  évidemment 

V  ^  _         V  /.  ('■,  K'  A (>,  ,=^)  +  F.  ft,  II)  B  (>.,  p)  +  y.  (>,(.)  C ().,  p) . 

le  signe  V  se  rapporte  ici  aux  racines  (>.,  (j.). 

Égalant  cette  valeur  de  V  x  à  la  précédente,  et  supposant,  pour  plus 
de  simplicité,  les  deux  fonctions^,.  F,  réduites  à  zéro ,  on  aura  donc 


S 


ç(a,p)  Z<   y  (),,  p)  A  (/,  p)  ' 
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le  signe  ^  du  second  membre  étant ,  comme  on  l'a  déjà  expliqué,  re- 
latif aux  couples  (/,  ij.)  de  racines  des  équations  simultanées  F  (/,  y.  =  o, 
<p(}.,  p.)  =  o,  et  celui  du  premier  membre  aux  couples  a,  ps  de  racines 
des  équations/'(a,  |3)  =  o ,  F  (a,  /3)  =  o. 
Il  est  évident  qu'on  trouverait  de  même 

^lAllA.   -    y  F,(-/.a)B().,ft) 

(o-,  t)  représentant  les  couples  de  racines  des  équations  simultan'es 

/  (7,  r)  =  o  ,    o  {<7,  T  I  =  o. 

Il  suit  de  tout  cela  que  la  valeur  de  ^x  peut   être  mise   sous  cette 
forme  symétrique 

y    _^     ^     _     y  /■  ("''■  ■  ."■)   _    y  F.  (i7,   r)     _    ^  ?.(a,  p) 

Ajoutons  que  la  formule  que  nous  venons  d'écrire  se  traduit  immé- 
diatement par  ce  théorème.  «  Trois  surfaces  géométriques  étant  don- 
»  nées ,  cherchez  le  centre  des  moyennes  distances  de  tous  les  points 
»  d'intersection  de  chacune  de  ces  surfaces  j)rises  successivement  avec 
»  les  parallèles  menées  par  un  point  fixe  O  aux  asymptotes  communes 
»  des  deux  autres  :  ce  centre  D  sera  situé  sur  la  droite  OC  qui  joint  le 
»  point  O  au  centre  C  des  moyennes  distances  des  points  d'intersection 
»  des  trois  surfaces  :  de  plus,  la  distance  ()D  sera  le  tiers  de  OC.  » 


5o.   L'équation 


/(>,f*)A(X,f.) 


répond,  autant  que  la  nature  des  fonctions  de  deux  variables  le  per- 
met, a  la  décomposition  en  fractions  simples  des  fractions  rationnelles 
dépendantes  d'une  seule  variable.  Les  fonctions/,  F,  ç  sont  des  fonc- 
tions entières  de  degrés  quelconques,  mais  9,  est  une  fonction  eiiliere 
de  degré  inférieur  au  moins  dune  unité  au  degré  de  ç.  En  supposant 

Tome  VI.  —  Octobre  iS.'ji.  5o 
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(j)  {il,  f )  =  C  [II,  f  ,  le  second  membre  s'évanouit  de  lui-même  à  cause  de 
C  (>.,  |ui.i  =  F  X,  fx   =  o.  Il  vient  par  suite 

2-    C(a,  p)  -  °' 

formule  où  le  degré  de  9,  (a,|'5)  doit  être  inférieur  au  moins  d'une 
unité  au  degré  de  C  (a,  |3),  c'est-à-dire  inférieur  au  moins  de  trois  uni- 
tés à  la  somme  des  degrés  des  deux  polynômes  y  {a,  p),  F  (a,  p  ,  for- 
mant les  premiers   membres    des  équations  simultanées  aux  racines 

desquelles   le  signe  V  se  rapporte.  Cette  dernière  équation 


2^^-^=o 


renferme  le  théorème  déjà  cité  de  M.  Jacobi. 

36.  Ce  théorème  est  relatif  aux  fonctions  de  deux  variables,  et  nous 
V  sommes  arrivés  en  considérant  d'abord  des  équations  à  trois  incon- 
nues; c'est-à-dire  qu'en  géométrie  nous  avons  obtenu  im  théorème  re- 
latif à  des  courbes  planes  en  nous  servant  de  surfaces  auxiliaires  et  res- 
tituant à  l'espace  ses  trois  dimensions  ,  comme  les  géomètres  modernes 
l'ont  souvent  pratiqué  avec  succès.  On  obtiendra  un  théorème  sem- 
blable pour  les  fonctions  de  trois  variables ,  en  passant  par  les  équations 
à  quatre  inconnues,  et  ainsi  de  suite. 

Considérons  en  général  des  équations  M  =  o,  N  =  o,..., 
P  =  o,  Q  =  o,  en  nombre  quelconque  et  contenant  un  nombre  égal 
d'inconnues  x,  j,.  .  .,z;  groupons  entre  eux  les  termes  homogènes  de 
même  degré,  et  donnons  aux  premiers  membres  de  ces  équations  la 
forme 

M=^"/(i,..   ,i)+^-Vi(S.---.i)+---. 
..F(r....,l)+^-F,(j,..,i)+.... 


N 


p  =XP 


-Q  =  -^^^(i'  —  ;)  +^'-'^< 


, . . . , 

y 
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/  (m,  .  . ,  w),  F  [u, .  .  . ,  w) ,  etc. ,  étant  généralement  des  polynômes  de 
degrés  m,  n,  etc. ,  et  /,  (u, .  . . ,  w),  F,  [u, ...,  u-),  etc.  ,  des  polynômes 
de  degrés  ni-i,  n—i,  etc.  tout  au  plus.  Pour  obtenir,  d'après  la  mé- 
thode du  §  II,  la  somme  des  racines  de  l'équation  finale  en  jc,  résultant 
de  l'élimination  àe  j,...,z,  U  suffira  de  chercher  d'abord  les  cou- 
ples fa,  p, .  .  . ,  -y)  de  racines  des  équations  simultanées 

/a,^,...,y)=  o,     F(a,/3,...,y)=:o,...,     ç(a,,S,...,y)=  o, 

puis  de  déterminer  a',  fi',..  .,■/'  par  les  équations  suivantes 


/7 


o? 


où,  pour  abréger,  l'on  a  écrit/,/,,  etc. ,  au  lieu  de/(a,  /3,  .  .  .,  y 
/,  (a,  j-i,    .  . ,  7),  etc.  Cela  fait ,  on  aura 


2-=  -2"- 


lornude  qui  se  simplifiera  beaucoup  et  nous  don 


^  -^    -i  (a,  6,  .  .  .  7)  ' 

dans  le  cas  particulier  où  les  fonctions  /„  F,,.  .  .,  o.  sont  supposées 
identiquement  nulles. 

Mais  pour  obtenir  ces  diverses  formules,  on  a  résolu  d'abord  les 
preiiueres  équations  M  =  o,  N  =  o, .  .  . ,  P  =  o,  par  rapport  à  j, . . .  ., 
et  I  ou  a  substitué  les  racines  dans  le  polynôme  Q.  On  arrivera  à  d'au- 
tres résultats  si  l'on  résout  les  dernières  équafions  N=o,. . .,  P=o,  Q=o. 
pour  substituer  ensuite  leurs  racines  dans  le  polynôme  M. 

5o.. 
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En  désignant  alors  par  (>.,  /Ji., .  •    ,  v;  un  couple  quelconque  déracines 
des  équations  simultanées 

■F().,IX,...,V)  =  O,  ...,       9(X,  fX,  ..  .,V)    =    O,       (];().,  fX,  .  ..,V;  =    0, 

puis  déterminant  ).',  u.'.  .  . ,  v'  par  les  équations 

dy  du.  ~  a-j 


oùl'on  aécrit  pour  abréger  F,etc.,  au  lieu  de  F  ).,  /j.,...,v),  etc., on  aura 

2-  =  -2-^ '-'^^—f —■ 

quand  on  suppose  /,  =0,  F,  =0,..  ,  o,  =  o,  comme  ci-dessus, 
on  doitd' abord  supprimer  le  dernier  terme  du  numérateur  de  la  fraction 

placée  sous  le  signe  V  :  d'ailleurs,  pour  former  les  valeurs  de  /',  a'.  • . ,  >', 

il  faut ,  d'après  la  règle  connue  pour  la  résolution  des  équations  du 
premier  degré,  chercber  d'abord  ce  que  Laplace  nomme  la  résultante  du 
système 


dY 

d¥ 

d¥ 

d\' 

rf^'-- 

■   '    rfv  ' 

d^ 

d^ 

(iff 

d\'> 

rfp'-- 

•  '     rfv' 

dh 

r/.> 

'f-K 

dV 

du.'-- 

'  *    f/v  ■ 

soit  A (X,  |ui...,  v)  cette  résultante,  où  Ion  mettra,  si  l'on  veut,  les 
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dérivées  de  i^  en  évidence  en  désignant  parf).),  (y.),  ...  (v)  des  coeffi- 
cients indépendants  de  (]/,  puis  écrivant 


A  (X,  iJ.,... ,  v)  sera  le  dénominateur  commun  des  fractions  qui  repré- 
sentent les  racines).',  [j.',...  ,  v':  le  numérateur  de  ).',  par  exemple,  s'en 
déduira  en  remplaçant 

d¥  „ 

jT  par  —  r,  ou  par  zéro. 


do 

^  par  —  'j;,  ou  par  zéro, 


-z~  ennn  par 


enfin  par  —  'b 


vu  la  composition  comme  des  coefficients  X),  (/x),...,  (v),  cela  ne  chan- 
gera rien  à  (X;  qui  ne  renferme  aucune  dérivée  relative  à  X,  et  au  con- 
traire annuUera  (fx),...,  (v)  :  on  aura  ainsi 

>'  —  _  t>)-j'.(s.'^,  ■•■.•■') 

et  de  même 

,j'  ^  _  M^'i^,!^,--- ,^)  ,y  _  _  (v)^^.(>,P^,    ■•,v) 

A(X,p,. ..,-,)      '•••'  XCk,fi,...,-j)     ' 

En  posant  donc 

il  viendra 

y^.  ^  _  y>.().,f^,...,-.')D(>,  f^ y) 

^  ^fO-, .^, •  •  .  •■>)  A n,  u, . . .,  v)" 

Comparant  cette  nouvelle  expression  a  l'ancienne,  on  eu  conclura  la 
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formule  générale  annoncée  n"  4  : 


^    +(«,^,...,y)  ^/(>,f.,...,.)A(>,p.,...,v)' 

d'où,  pour  le  cas  de  <{>(«,  i',  ... ,  w  =  D  (m,  p,...,  w),  il  résulte  en  par- 
ticuliei- 

V  4'.  ('^^  ^>  •  •  • .  y)  _  _ 

^D(a,^,..    ,7) 

Dans  cette  dernière  formule  le  degré  de  ij>,  doit  être  inférieur  au  degré 
de  D  ;  dans  la  formule  générale  il  doit  être  inférieur  au  degré  de  <^.  On 
passe  de  l'expression  de  A  ),,  p.,. . . ,  v)  à  celle  de  D  ),,  p., .  ■  • ,  v  J  en  y  rem- 
plaçant ij;  par  — j :  réciproquement  A  (X,  p.,  ... ,  v  )  se  déduirait  de 
D(X,  fx,...,  v)  en  y  changeant^ en  —  6  ;  il  ne  servirait  à  rien  d'ajouter 
que  D  (X,  fji,  .  .  . ,  v)  est  la  résultante  du  système 


dV 

df 

df 

*    '      rfv  ' 

dY 

rfF 

dY 

rf).  ' 

^'•• 

■   '       dy- 

do 

rfo 

do 

rf>' 

^'  •• 

"      T/ 

37.  Comme  le  cas  des  fonctions  de  trois  variables  nous  sera  utile 
par  la  suite,  nous  en  ferons  ici  mention  expresse.  Soient  doncy(j:,^,z), 
F  (x,  j  ,  z),  ç  {x,j,  z),  (|j  [x^j,  z)  quatre  fonctions  entières  de  x,j.,  z  ; 
désignons  par  (a,  |5,  y)  un  couple  quelconque  de  racines  des  trois  équa- 
tions simultanées 

y(a,  /3,  7)  =  o ,     F  (a,  /5,  y)  =  o,     o  (a,  /5,  7)  =  o, 
et  par  (X,  p.,  y)  un  couple  quelconque  de  racines  des  équations 

■F(X,  fi,  v)  =  o,     o(X,  p.,  v)  =  o,     6(X,  p.,  v)  =  o; 
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représentons  de  plus  par  D  {x,jr^  z)  la  somme  des  trois  quantités 

dx\dy    dz  dzdyj 

df/d¥d<^         dVd^\ 
dy  \dz  dx  dx  dz)  ' 

df  IdV  rfa    _  f/Frfy\ 
Tz  \dx  dy  ~   d)-  dJ:)  ' 

et  par  A  {■x\j^,  z)  ce  que  devient  l'expression  de  D  {x  ,j- ,  z)  lorsqu'on  y 
remplace^  par  —  di;  soit  enfin '^,  (a-,  j",  z]  une  fonction  entière  de  de- 
gré inférieur  à  (j/  :  on  aura  en  général 

VîMfiMi  —  y  ■!'.(V.>i)D(>..p=v). 

^    ^  {«,  s,  7)     -    ^  /(-A,  p,  v)  A  0,  (X,  v)  ' 

et  si  <]/  ix,j-,z)  =  D  {x-jj-,  z),  il  viendra  en  particulier 

le  degré  de  ]>,  étant  bien  entendu  inférieur  alors  au  degré  tie  1). 

VI. 

."8.  Les  formules  que  nous  venons  de  démontrer  foiu'nissent  un 
grand  nombre  de  tliéorémes  de  géométrie.  Uonnons-eii  ici  quelques- 
uns. 

Au  n"  3.'>  on  a  tiou\é 

le  signe  ^  étant  relatif  aux  racines  des  équations  simiiltaïK'es 
J'(a,  (S)  =  o,   F  (a,  ,3)  =  o,  et  C(a,  (î)  représentant  la  (pmntitc 

rf/./F  _    'iffiF 
d^/dj  ~'  dp  Ifx' 
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En  appliquant  cette  belle  formule  de  M.  Jacobi  aux  rayons  de  courbure 
relatifs  aux  divers  points  de  contact  des  tangentes  que  l'on  peut  mener 
à  une  courbe  géométrique  parallèlement  à  une  droite  donnée,  on  ob- 
tient d'abord  l'équation 

2,'  =  °. 

que  j'ai  annoncée  a  la  fin  du  n°  19. 

Rapportons,  en  effet,  la  courbe  géométrique  à  deux  axes  rectangu- 
laires Ox,  Oj,  et  supposons  l'axe  Ox  parallèle  à  la  direction  commune 
des  tangentes.  Si  J\x ,  j)  =  o  est  l'équation  de  la  coiu'be  proposée, 
les  coordonnées  (a,  fj)  des  points  de  contact  dont  nous  nous  occupons 
seront  fournies  par  les  deux  équations 

y(a,/5)  =  o,       — ^-^  =  o, 

et  l'expression  algébrique  de  la  valeur  inverse  du  rayon  de  courbure  c, 
qui  devient  ici  très-simple  à  cause  de  l'équation 

sera 

Cela  étant,  il  suffit  de  prendre 

puis  d'appliquer  la  formule  de  M.  Jacobi,  pour  arriver  à  l'équation 

qu'on  veut  démontrer.  De  cette  équation  convenablement  différentiée 
se  déduisent  d'autres  équations  dont  j'ai  dit  un  mot  à  la  fin  du  n°  19. 
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39.  La  formule  de  M.  Jacobi,  appliquée  aux  fonctions  de  trois  va- 


riables, c'est-à-dire  la  formule 


25 


■|.(",P,7)  _ 


',?,'/)  =  " 


du  n"  57,  fournit  des  tbéorèmes  analogues  pour  les  surfaces.  Considé- 
rons, en  effet,  une  surface  géométrique  et  la  série  complète  des  points 
de  contact  des  plans  tangents  que  l'on  peut  mener  à  cette  surface  paral- 
lèlement à  un  plan  donné.  Soient  Oo",  O^,  Os  trois  axes  rectangulaires, 
et  supposons  le  plan  des  .xj  parallèle  à  chacun  des  plans  tangents.  Les 
coordonnées  (a,  /3,  ■/)  des  points  de  contact  dont  nous  parlons  seront 
fournies  par  trois  équations  de  la  forme 

J (a,  |3,  v)  =  o ,      -^^  =  o,     -^-p  =  o. 
Cela  posé,  dans  la  formule 

prenons 

et,  en  supprimant  les  termes  de  D  (a,  /5  ,  /)  où  se  trouvent  en  facteins 
les  dérivées  ^,   -jz,  qui  sont  égales  à  zéro,  il  nous  viendra 


dy  Lrfa'  rfp»  \ds.dp)  J 


Le  degré  du  numérateur  lii,  (a,  ,6,  y)  doit  être  inférieur  au  degré  du  dé- 
nominateur. Or  cette  condition  sera  remplie  si  l'on  choisit,  par  exemple, 
pour  .}/,  ime  fonction  homogène  et  du  troisième  degré  des  trois  déri- 
vées partielles 

<f     <f     t/ 

da'*    dad^^    rfp' ' 
Tome  V 1 .  —  Octodr  e  i  S }  i .  5 1 
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c'est-à-dire  si  l'on  fait 

g,  h,  etc.  étant  des  constantes.  D'un  antre  côté,  si  l'on  désigne,  con- 
formément à  l'usage  ordinaire,  par  r,  .y,  /  les  dérivées  partielles  de  l'or- 
donnée z  ou  y  de  la  surface  géométrique  dont  J^(x  ,y ,  z)  =  o  est 
l'équation,  et  si  l'on  observe  que  les  dérivées  premières  sont  nulles  ici 

,      ,         .        df  df 

en  vertu  des  équations  -^  =  o,  -^  =  o,  on  trouvera 

*■  rfa  d^ 


d2f__df         ^L^^'^l,       ^:=_!^ 
rfa'  d'i      '     rfarf^  d-i     '     r/^'  rf-/ 


En  substituant  donc  ces  valeurs  dans  la  somme  V  ,  on  aura  cette  équa- 
tion générale 


qiu ,  vu  l'indétermination  des  constantes  g,  h,  etc. ,  se  décomposera  dans 
dix  autres  équations  particulières,  entre  les  quantités  r,  .y,  t,  dont 
dépendent  pour  chacun  des  points  de  contact  (a,  |3,  y)  les  rayons  de 
courbure  principaux  p,  p'  et  la  direction  des  lignes  de  courbure  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  l'angle  que  la  tangente  à  l'une  de  ces  lignes  de 
courbure  fait  avec  l'axe  des  x. 

Parmi  ces  dix  équations,  on  peut  remarquer  les  deux  suivantes  : 


■t){rt. 


=  ^[r^t)  =  o, 


(r-^if—l{r->rt\{rt  —  sA  _ 
I  rt  —  s'  ' 


qui,  d'après  les  formules 


t  =  — \-  -,,    rt  —  s-  =  —, 

P        P  PP 
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auxquelles  se  réduisent  les  formules  connues  quand  les  dérivées  du  pre- 
mier ordre  sont  nulles,  donnent  immédiatement 

40.   Revenons  aux  fonctions  de  deux  variables  et  à  la  formule 
Y  ?■  ("'  P)   _  n 

Conservons  au  polynôme^ (jt,  j)  toute  sa  généralité,  mais  prenons 

F(x,j)  =  x^H-y-fl%     y,(.r,jr)=^'^^ 

Admettons  de  plus  que  les  coordonnées  soient  rectangulaires.  Les  équa- 
tions 

F(^»jr)=  o,    /(.r,  j)  =o, 

représenteront  respectivement  un  cercle  et  une  courbe  géométrique 
quelconque.  En  nous  rappelant  que  la  tangente  trigonoraétrique  de 
l'angle  «  qu'une  touchante  à  cette  dernière  courbe  fait  avec  l'axe 
des  X,  est  exprimée  au  signe  près  par  le  rapport  des  deux  dérivées 
dey,  nous  tirerons  de  la  formule  de  M.  Jacobi  l'équation 

-. —  =  o, 


^^  a.  cos  u  4-  p  sin  co 

OÙ  le  signe  y' s'étend  à  tous  les  points  d'intersection  du  cercle  avec  la 
courbe,  et  qui  prend  une  forme  plus  élégante,  savoir, 

^        cos  w         

2d  acof{V—l)  ~  °  ' 

lorsqu'on  remplace  les  coordonnées  rectangulaires  a,  [1,  par  leurs  va- 
leurs a  cos  9,  a  sin  0 ,  en  coordonnées  polaires.  On  en  conclut  aisément 
ce  théorème  de  géométrie  plane  :  «  Si  par  les  points  d'intersection  d'un 
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»  cercle  donné  et  d'une  courbe  géométrique  on  mène  des  normales  à 
»  la  courbe  et  qu'on  les  prolonge  jusqu'à  leur  rencontre  avec  une 
»  transversale  quelconque  passant  par  le  centre  du  cercle,  la  somme 
»  des  valeurs  inverses  des  segments  compris  entre  ce  centre  et  les  pieds 
»  des  normales  sera  égale  à  zéro  [*].  » 

On  obtiendra  une  foule  de  théorèmes  du  même  genre  en  prenant 
pour  l'équation  F  {x,  j)  =  o,  non  plus  celle  d'un  cercle,  mais  d'une 
hvperbole,  d'une  ellipse,  et  généralement  d'une  courbe  géométrique 
simple.  Il  y  a  aussi  des  théorèmes  analogues  pour  les  surfaces. 

VII. 

il.   Occupons-nous  maintenant  de  la  formule 
V  ?' (">  P)  _  V»  ?.(>.p)C(>,f) 

que  nous  avons  démontrée  n°  3i  et  dont  celle  de  M.  Jacobi  est  un  cas 
particulier.  On  se  rappelle  que  la  somme  du  premier  membre  est  rela- 
tive aux  racines  des  équations  simultanées yïa,  ,3)  =:  o,  F  (a,  jS)  =  o, 
et  celle  du  second  membre  aux  racines  des  équations  F  (). ,  fx)  =:  o, 

f  (X,  _a)  =  o  :  de  plus  on  a 

._d/dF         dfdY 

Mais  au  lieu  de  ç,  {x,j)  il  nous  sera  plus  commode  d'écrire  7s[x,j). 

[*]  J'ajouterai  qu'en  nommant  p  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  géométrique  en 
un  quelconque  des  points  (a,  p),  et  >'  la  longueur  de  la  normale  correspondante,  on  a 

■^    N  -1-  p)  cosm  _ 
^  p  cos3  (w  —  51  ~  °' 

On  démontre  cette  formule  en  différenciant  par  rapport  à  a  celle  qui  resuite  du  théo- 
rème énoncé  dans  le  texte .  La  différenciation  dont  je  parle  s'effectue  bien  facilement  à 
l'aide  dune  figure.  On  obtient  d'autres  relations  entre  les  rayons  de  courbure  o  et  les 
angles  w,  6,  quand  on  déplace  le  centre  du  cercle  au  lieu  de  faire  varier  le  rayon  a. 
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La  formule  que  nous  allons  considérer  sera  donc 

a,  f  )   ^  a  I  A ,  fi)  C  l'  À.  pi) 


■r»  nia,  pj   ^  a  I  A,  [ij  Li  I  A,  pj 


le  degré  de  ar  étant  inférieur  au  degré  de  o  ,  puisque  le  degré  de  o,  rem- 
plissait cette  condition. 

Désignons  par  t  un  paramètre  que  nous  ferons  plus  tard  infini  ;  ad- 
mettons que  ce  paramètre  entre  dans  l'expression  de  la  fonction  s  et 
que  cette  fonction  soit  de  la  forme 

(pix,j)  =  {t-  x'9{jc,j). 

A  cause  des  deux  facteurs  de  9,  les  racines  (X,  |ul)  se  décomposeront  en 
deux  groupes  distincts  :  les  unes  que  nous  continuerons  à  désigner 
par  (1,  fi.)  seront  fournies  parles  équations  simultanées 

F(X,f^)  =  o,      0{}.,!x)=o; 

les  autres  devront  être  représentées  par  [t,  Ç  \  Ç  satisfaisant  à  l'équa- 
tion 

F(/,  Ç)  =  o. 
En  posant  d'ailleurs 

dx  dy  dy  dx        ~  "^•^' J'' 

on  s'assure  aisément  que 

A(X,  ,a)  =  (t-  X)  H  ^^X,  .u),  A(r,  Ç)  =  5  (<,  Ç)  î^^. 
Par  suite  il  viendra 

^  (^  -  a)  0  (a ,  p)  ^  (r  -  >)/(),,  ^)  H  (  >,  f.)    -^    Z.  ^^^^  ^^  ^  ^^^  ^^  rfFl^Ç)- 

La  fonction  rs  {pc^y)  est  assujettie  à  cette  seule  condition  d'être  de  degré 
inférieur  à  9  {pc,  y).  Nous  pouvons  donc  admettre  et  nous  admettrons 
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désormais  que  rs  {3C,j)  et  5(j:,  j)  sont  du  même  degré  p.  Nous  dési- 
gnerons de  plus  par  m,  n  les  degrés  respectifs  à&f[x,j),  F(x,  j),  et 
groupant  entre  eux,  comme  au  n°  7,  les  termes  homogènes  de  nos 
fonctions,  nous  écrirons 

/(x,  jl^xV^^)  +  -'"-'/.  (■i)  +  ---. 
F  {X,  j)  =  X"  F  (  J  )  +  X"-'  F,  (-^  )  +  . .  . , 

on  pourra  écrire  aussi 

les  fonctions  C{ic),  H  (m),...  étant  bien  faciles  à  calculer,  puisque  l'on  a 

C  [lî)  =  mf{u)  F'  {u)  —  nf  [u]  F  (u) , 

H(m)  =  nF{u)0'  [u)  -  pF'{u)6{u), 


Cela  étant ,  multiplions  par  t  les  deux  membres  de  la  formule  obtenue 
tout  à  l'heure,  et  voyons  ce  qu'ils  deviennent  pour  i  =  ce . 
Il  n'y  a  d'abord  aucune  difficulté  pour  les  deux  sommes 

Z{t-  >)  6  (a,  py        2é{t-  >)/(  >,,  p)  H  (  X,  f.l' 


lesquelles,  pour  f  =  oo,  se  réduisent  respectivement  à 

^1  g  (g ,  P)         ■^  ET (>.,  p)C(>,ft) 
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C'est  donc  la  troisième  somme 


V(.,0.(',9^' 


qui  doit  seule  nous  occuper.  Or  pour  des  valeurs  de  t  très-grandes  le 
rapport  de  'Ç,  kt,  fourni  par  l'équation 


F(^,ç)  =  rF(;)  +  r-'F.(^) 


4-   ...  =  o, 


est  sensiblement  constant  et  égal  à  une  des  racines  /  de  l'équation 
F(/)  =  o. 

Dans  les  mêmes  circonstances,  les  diverses  fonctions  contenues  sous  le 

signe  'S  peuvent,  comme  on  le  voit  aisément,  être  remplacées   par 

leurs  premiers  termes.  Ainsi  pour  ï  =  ce,  la  somme  proposée  de- 
vient en  général 

-i/(06(/)F'(/)' 
ce  qui  fournit  l'équation  remarquable 

où  le  degré  de  rs  [x ,  f)  est  égal  à  celui  de  'j(x,jr).  Cette  analyse 
montre  comment  la  quantité 

Zé   ,(a,p)' 

que  la  formule  du  n"  34  fournissait  pour  le  cas  seidement  d'une  fonc- 
tion zs[x,y)  de  degré  inférieur  à  f{x,  j),  peut  être  calculée  quand 
3T  {x,  y)  est  de  degré  égal  à  9  (or,  y).  En  continuant  à  peu  près  de  la 
même  manière,  on  s'élèvera  au  cas  où  le  degré  de  tz  [x^j)  surpasse  ce- 
lui de  (f\x,j)  d'une  ou  de  plusieurs  unités.  Je  n'insiste  pas  sur  ce 
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point ,  et  je  me  contente  aussi  de  dire  en  passant  que  des  considérations 
analogues  s'appliquent  à  la  formule  du  n"  36,  relative  aux  fonctions 
de  plusieurs  lettres. 

42.   Quand  on  prend 

9(-=^,j)=C(x,j),     d'où     5(0=C(/), 
on  trouve  en  particulier 

^c(a,  p)  ~  ^/(i)  r'(/)- 

Le  second  membre  dépend  uniquement  des  fonctionsy  (Z),  F  (Z),  sr  (/), 
c'est-à-dire  de  la  direction  des  asymptotes  des  trois  courbes  représen- 
tées par  les  trois  équations/ (a-,  j)  =  o,  F  (x,j)  =  o,  w(x,  j)  =  o.  Le 
degré  de  ts  {x,j-)  est  ici  égal  à  celui  de  C  {^c.j).  Si  le  degré  de  cette  der- 
nière fonction  était  inférieur  d'une  unité  à  celui  de  7z{œ,j),  la  va- 
leur de 

^  C  (a,  f) 

dépendrait  en  outre  des  fonctions  y,  (/),  F,  (Z),  ot,  (Z),  c'est-à-dire  de  la 
position  des  asymptotes  citées.  En  général,  on  peut  démontrer  que  si 
le  degré  de  37  (a,  /5)  surpasse  de  i  unités  celui  de  C  (a,  j3) ,  la  valeur  de 

•^  a  (a,  p) 

dépend  des  seules  fonctions  f{l),  F  (Z),  sr  (Z),  .  ■  . ,  fi  (Z),  F,-  (Z),  tj,  (Z)  , 
dont  l'indice  ne  surpasse  pas  /. 

43.  Que  l'on  prenne 
ou 
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ou  enfin 

le  degré  de  7s{x,y)  sera  dans  chacun  de  ces  trois  cas  égal  à  celui  de 
<Z{x  ,  j)  :  de  plus  la  direction  des  asymptotes  de  la  courbe  V)  sera  évi- 
demment déterminée  par  celle  des  asymptotes  des  deux  autres  courbes 
(/),  (F).  Donc,  d'après  ce  qui  précède,  les  trois  valeurs  correspon- 
dantes de  la  somme 

où  le  signe  ^  s'applique  à   tous  les  points  (a,/;)   d'intersection  des 

deux  courbes  {/),  (F)>  dépendront  uniquement  de  la  direction  des 
asymptotes  de  ces  deux  courbes.  En  supposant  les  coordonnées  x,j 
rectangulaires ,  et  désignant  par  w  et  û  les  angles  que  font  avec  l'axe 
des  X  les  tangentes  menées  par  le  point  (a,  /S)  aux  deux  branches  de 
courbe  qui  s'y  coupent,  les  sommes  dont  nous  parlons  prennent  (au 
signe  près)  la  forme 

^  sinnsinr.i         ri  cosiîsinw        •^  coslicoso)_ 
■^  sin  (n— 01)  '       ^  sin  (a— w)  '      ^  sin(îi— «)  ' 

elles  sont  relatives  aux  angles  que  font  avec  une  transversale  fixe  (prise  ici 
pour  axe  des  x)  les  tangentes  menées  successivement  à  chaque  point 
d'intersection  de  nos  deux  courbes.  De  là  trois  théorèmes  de  géomé- 
trie consistant  en  ce  que  les  sommes  indiquées  conserveraient  les  mêmes 
valeurs  si  les  angles  w  et  il  se  rapportaient  non  plus  aux  deux  courbes 
primitives,  mais  à  deux  autres  courbes  de  même  degré  ayant  chacune 
à  chacune  des  asymptotes  parallèles,  ou  bien  encore  si  ces  angles  étaient 
respectivement  ceux  d'une  asymptote  de  la  première  courbe  et  d'une 
asymptote  de  la  seconde  courbe  avec  la  transversale  fixe  [*]. 

En  a|<jutant  la  jjremière  somme  à  la  troisième,  on  obtient  la  somme 


[*]  Si  l'on  innitipliait  par  une  fonction  linéaire  des  coordonnées  a,  p,  les  termes  placés 
sous  le  signe  sommatoire,  on  obtiendrait  de  nouveaux  théorèmes,  car  les  sommes  ainsi 
formées  ne  dépendraient  que  de  la  position  des  asymptotes  de  nos  deux  courbes. 

Tome  VI.— NovEMCKL  iSii  Sa 
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nouvelle  ^  cot  (û  —  w),  et  l'on  en  conclut  que  :  «  la  somme  des  co- 
»  tangentes  des  angles  sous  lesquels  se  coupent  deux  courbes  géo- 
"  métriques  situées  dans  un  même  plan,  est  égale  à  la  somme  des 
»  cotangentes  des  angles  sous  lesquels  se  coupent  leurs  asyrap- 
»  totes  [*].  " 

Des  théorèmes  que  nous  venons  de  démontrer  on  déduira  de  nom- 
breuses conséquences  si  l'on  fait  varier  par  degrés  insensibles  la  forme 
ou  la  positiondesdeux  courbes  (  y  i,(Fy[**].  Un  seul  exemple  nous  suffira. 

Déplaçons  la  courbe  [J  )  parallèlement  à  l'axe  des  x,  en  augmentant 
d  une  quantité  constante  et  infiniment  petite  g  les  ordonnées  de  tous  ses 
points,  sans  changer  leurs   abscisses.  Les  directions  des  asymptotes 

resteront  les  mêmes;  par  suite  la  variation  de  ^^  cot  (û  —  co)    devra 

être  nulle  ,  et  l'on  aura 

y  -. — -, — ^-^      ou      y  (o'û  —  o*«}  coséc'  iù  —  w)  =  o. 

Soient  M  le  point  où  les  courbes  [f],  (F)  se  coupaient  d'abord  ,  M'  leur 
point  d'intersection  actuel ,  et  I  le  point  qui ,  dans  la  nouvelle  position 
de  (y),  répond  au  point  primitif  M,  c'est-à-dire  à  la  même  abscisse, 
A  cause  de  MI  =  g,  le  triangle  infinitésimal  MIM'  nous  donnera 


MM'  =  -.^Ll^^i^,     IM'  = 


/r  COS  il 


sinin  —  (.))  sin(a- 


[*]  A  ces  théorèmes  répondent  ci  autres  théorèmes  corrélatifs  élégants  que  fournil  le 
principe  de  réciprocité  ou  de  dualité  des  géomètres  modernes.  Ainsi  M.  Chasles,  à  qui 
j'avais  communiqué  le  théorème  concernant  ^^  cot  (Il  —  o>),  m'a  donné  en   réponse 

l'énoncé  suivant  :  »  Deux  courbes  géométriques  étant  dans  un  même  plan,  si  l'on  mène 
■'  toutes  leurs  tangentes  communes  ,  que  d'un  point  fixe  pris  arbitrairement  on  tire  deux 
»  rayons  aboutissant  aux  deux  points  de  contact  de  chacune  de  ces  tangentes,  et  qu'on 
»  prenne  l'angle  des  deux  rayons  ,  la  somme  des  cotangentes  de  ces  angles  sera  égale  à  la 
»  somme  des  cotangentes  des  angles  que  les  tangentes  menées  par  le  point  fixe  à  la  ])re- 
>•  mière  courbe  feront  avec  les  tangentes  menées  par  le  même  point  à  la  deuxième  courbe.  » 
[**]  Cette  remarque  s'applique  à  toutes  les  formules  que  nous  avons  données  dans  ce 
Mémoire  et  en  particulier  à  celles  qui  fournissent  les  produits  ou  les  sommes  tant  di- 
rectes qu'inverses  des  abscisses  des  |)oints  d'intersection  de  deux  courbes  ou  de  trois 
surfaces  géométriques. 
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de  sorte  qu'en  nommant  r,  R  Jes  rayons  de  courbure  des  deux  courbes 
U  )>  (F)  au  point  d'intersection  M ,  et  observant  que  la  tangente  menée 
en  Ma  la  courbe  fy')  s'est  transportée  en  I  parallèlement  à  elle-même, 
on  aura,  par  une  propriété  connue  de  l'angle  de  contingence , 

Rsin[n  —  wj'  rsin  ii — w) 

de  là  résulte  la  formule 

2^  \--^ ~\  cosec'  (û  —  «)  =  o. 

L'axe  à  partir  duquel  on  compte  les  angles  w  et  5  étant  quelconque  , 
cette  formule  doit  subsister  quand  on  augmente  à  la  fois  ces  deux 

angles  d'une  même  quantité,  de  -  par  exemple;  il  s'ensuit  qu'on  a  aussi 

sin  w  siii  il\  'I/o 

— pT-   —    — ;— )  cosec'  (12  —  wi  =  o. 

44.  En  terminant  ce  long  Mémoire,  je  répéterai  encore  qu'il  ne 
renferme  aucun  principe  nouveau.  La  méthode  d'élimination  que  j'ai 
employée  et  qui  m'a  conduit  à  diverses  formules  plus  ou  moins  utiles, 
se  trouve,  par  exemple,  indiquée  en  peu  de  mots  à  la  page  55  de  l'ou- 
vrage que  Wa  ring  a  publié  en  1762,  sous  ce  titre  :  Miscelkinea  ana- 
Ijtica  de  œqiiationihus  algehraïcis  et  curvaniin  proprietatibus.  Obser- 
vons, du  reste,  qu'on  aurait  pu  substituer  aux  développements  en 
série,  dont  j'ai  fait  usage  dans  les  premiers  luunéros,  des  différencia- 
^ions  équivalentes.  En  effet,  les  coefficients  des  polynômes  que  j'ai  dé- 
signés par  X,  se  déduisent  des  dérivées  successives  de  X  relatives  à 
la  valeur  particulière  j:  =  o,  et  ces  dérivées  sont  faciles  à  obtenii 
en  regardant  les  autres  lettres  y,  etc.,  comme  expnmant  des  fonctions 
implicites  de  x,  en  vertu  des  équations  dont  elles  sont  racines. 
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SUR 

LE  DEGRÉ  DE  L'ÉQUATION  FINALE 

QUI  RÉSULTE  DE  L'ÉLLMINATION  ; 
Pau  m.  3IIIVDING  [*J. 

(Cet  article  est  traduit  deralleniand.  Voir  le  Journal  de  M.  Crelle,  tome  XXII.) 


On  connaît  dilférentes  méthodes  pour  déduire  de  deux  équations  al- 
gébriques entre  deux  inconnues,  une  nouvelle  équation  qui  ne  contienne 
plus  qu'une  seule  inconnue;  mais  souvent  on  désire  connaître  seule- 
ment le  degré  de  cette  équation  finale  sans  la  former,  et,  si  je  ne  me 
trompe,  on  n'a  point  encore  donné  de  règle  pour  trouver  facilement 
ce  degré.  On  sait  bien  que  si  les  deux  équations  sont  respectivement 
des  degrés  h  et  A,  c'est-à-dire  si  la  plus  grande  somme  des  exposants 
des  deux  inconnues  dans  un  terme  est  h  pour  l'une  et  Àpour  l'autre, 
le  degré  de  l'équation  finale  est  au  plus  égal  au  produit  hk  ;  mais  on 
n'a  ainsi  qu'une  limite  que  le  degré  souvent  n'atteint  pas.  Pour  dé- 
terminer ce  degré  exactement,  il  est  nécessaire  avant  tout  de  bien  éta- 
blir la  véritable  forme  de  l'équation  finale. 


[*]  Ce  Mémoire  de  M.  IMinding,  publie  du  reste  avant  le  mien,  en  est  pour  ainsi  dire 
le  complément.  Je  me  suis  attache  de  préférence  au  cas  général,  et  M.  Minding  a  traité 
les  cas  particuliers.  Dans  le  cas  général,  où  les  équations  en  x  et  j  sont  complètes,  B, 
et  A,  sont  des  polynômes  de  degi'é  /;  Bo  et  Ao  sont  de  simples  constantes;  par  suite  le 
produit  f{x,y,)f{x,y:,)  .  .  . /"(x, /„)  est  évidemment  une  fonction  entière  de  .c  ;  enfin 
le  premier  terme  du  développement  de  chacune  des  racines  j-  en  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  descendantes  de  x  est  de  la  forme  xr.  Mais  dans  certains  cas  parti- 
cidiers  tout  cela  change,  et  si  l'on  veut  traiter  directement  ces  cas  particuliers  ,  il  faut 
avoir  recours  aux  procédés  de  M.  Minding.  (/.   Liouvitle.) 
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Soient  les  deux  équations 

(  '  )  /(-^  »  J)  =  Kf"  -t-  A ,  J'"--  '  +  A,  r'"-=+ -H  A,„_ .  j  -t-  A,„  =  o, 

(2)  y(jf,j)=  B„j"  -f-  B.j"-'  +B,j"--h H-  B„_,  j-^K  =o, 

dans  lesquelles  les  lettres  A  et  B  affectées  d'indices  représentent  des 
polynômes  quelconques  entiers  en  x.  Si  l'on  résout  l'équation  (a)  par 
rapport  à  j,  qu'on  représente  ses  racines  par^,  ,j^,  ■■■,J'„,  et  quon 
forme  le  produit 

(3)  p  =  y  (a-,  j-,  )J\œ,  j,)...J  (X,  jr„) , 

B".  P  est  une  fonction  entière  de  x;  de  plus  si  l'on  pose 

(4)  B':.P  =  <>(ar), 

l'équation  finale  demandée  est 

(5)  ^  [ce]  =  o. 

Pour  voir  que  B,;'.  P  est  une  fonction  entière,  il  faut  remarquer 
d'abord  que  P  est  une  fonction  rationnelle  de  x  qui  ne  peut  avoir 
pour  dénominateur  qu'une  puissance  de  Bo,  quand  les  fonctions  sy- 
métriques de  j,,j.,, .. .,  y,,  qui  entrent  dans  P  sont  exprimées  en  x  par 
le  moyen  de  l'équation  (2).  En  désignant  une  de  ces  fonctions  symétri- 
ques par 

S  =  r"''  j'"=  •  •  •  j'"'  +  etc., 

où  les  termes  se  déduisent  du  premier  en  y  permutant  J^  j„  ... .  j„, 
aucun  des  exposants  /«,,  m.,,...,in„  ne  peut  être  plus  grand  que  m.  Si 
l'on  pose 

S,  =- ' 1-  etc., 

on  a 

S,  est  une  fonction  entière  et  symétrique  des  inverses  des  racines  de 
l'équation  {1),  et  par  conséquent  la  valeur  de  S,  est  une  fraction  ra- 
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tionnelle  en  j:,  qui  ne  peut  avoir  pour  dénominateur  qu'une  puissance 
de  B„.  On  a  donc 

S    —  ^ 

K 

z  étant  une  fonction  entière  de  a:  ou  plutôt  une  fonction  entière  des 

polynômes  Bg ,  B, ,   .  .  .  ,  B„,  et  X  un  nombre  entier  positif.  Il  vient 

donc 

B'"    s 

Mais  comme  S  ne  peut  avoir  pour  dénominateur  qu'une  puissance  de 
Bq,  il  faut  que  B^  divise  le  numérateur  de  cette  fraction;  de  sorte  que 
B".  S  et  par  conséquent  aussi  B™  P  =  (j;  [jc)  est  une  fonction  entière. 

En  désignant  par  r,t,  r,2,  ■  .  .,  r,,„  les  racines  de  l'équation  (i)  résolue 
par  rapport  ky,  posant 

et  remarquant  que 

9  (•^.  ^<)  =  ^0  {ri,  -J,)  {ri,  — Jsl  ...(>;,-  J„), 
etc., 
on  a 

Q  =  Bo  (•/!,  -  j,)  .  .  .  {r,,  -j„)  X  Bo  e/!2  -jA  ■  •  •  (■':2  -  r«)  X  ... 

X  Bo  (/;,„— J,)  ..  .{r,m  -Jn); 
et  puisque 

etc. , 
il  s'ensuit  que 

(6)  a;',  q  =  (-  i)'"".  b;-.  p. 

On  conclut  de  là  que  i!^[x)  =  o  est  l'équation  finale  demandée.  Car  pour 
chaque  valeur  de  x  qui  répond  à  la  question,  on  a  nécessairement 
P  =  o  (et  aussi  Q  =  o),  par  conséquent  (^  (x)  =  o.  Si  cette  équation 
pouvait  contenir  un  facteur  superflu,  on  aurait  pour  ce  facteur 
I  (x)  =  0  sans  avoir  en  même  temps  P  =  o,  ni  Q  =  o  ;  donc  à  cause  des 


PURES  ET  APPEIQUÉES.  4,5 

équations  (4)  et  (6),  Ao  et  B„  devraient  s'évanouir  en  même  temps,  ce  qui 
n'est  pas  possible  en  général.  Si  clans  un  cas  particulier  Ag  et  Bo  ont 
un  facteur  commun,  le  polynôme  |  [x]  est  aussi  divisible  par  ce  fac- 
teur, parce  qu'il  est  toujours,  comme  on  le  voit  aisément,  de  la  forme 

t(x)  =  AoU-+-B„V. 

où  U  et  V  sont  des  polynômes  entiers;  mais  comme  on  peut  exclure  ce 
cas  en  changeant  infiniment  peu  les  coefficients  sans  changer  leurs  de- 
grés, il  s'ensuit  que  l'équation  <^  {x)  =  o  ne  fournit  jamais  de  racine 
étrangère  à  la  question. 

Le  degré  du  polynôme  ^  {x)  s'obtient  maintenant  de  la  manière  sui- 
vante. On  a 

I  W    =    KJ\X,J,).J{X,J-,^    .    ..f{X,jr„). 

Si  l'on  développe  les  racines  j,,j„  .    .,j„ de  l'équation  (2)  suivant 
les  puissances  décroissantes  de  x,  et  qu'on   substitue  à  la  place  de 
ces  racmes  leurs  développements  en  séries  dans  l'expression  précédente, 
toutes  les  puissances  fractionnaires  et  négatives  de  x  devront  se  détruire 
mutuellement,  et  l'on  devra  retrouver  le  polynôme  <]^  [x).  Comme  on 
ne  cherche  que  son  degré,  on  remplacera  chaque  série  par  son  pre- 
mier terme,  qui  sera  de  la  forme  c,  x'''  poin-j,,  c„  x'"'  pour  jj,  etc. 
On  connaît  suffisamment  les  moyens  de  former  ces  séries,  et  en  parti- 
culier de  trouver  les  plus  hauts  exposants  k,,hj,  ...,  h„.  (Voyez,  par 
exemple,  le  grand  Traité  de  Lacroix,  tome  I,  page  saS.-  On  déter- 
minera ensuite  le  plus  haut  exposant  de  x  dans  chacune  des  fonc- 
tions/(,r,  c,x"'),  J\x,  c,x"^),  ...  ,   ou  les  degrés  des  fonctions 
./(•^' J()»y(-3^)J:!),  .    -,  que  nous  désignerons  par  A,,  Aj,  ...,  A„.  Ces 
degrés  peuvent  être  entiers  ou  fractionnaires  ,  mais  ne  sont  pas  négatifs, 
parce  que  A„  est  au  moins  du  degré  zéro.  Enfin,  si  l'on  désigne  par  />  le 
degré  de  B„  ,  la  somme 

(7)  mb  -H  k,  +  A;  +  ...  -h  A„ 

est  nécessairement  un  nombre  entier  qiu  exprime  le  plus  haut  exposant 
de  X  dans  <]t{x)  ou  le  degré  cherché  de  l'équation  finale.  Dans  des  cas 
particuliers,  on  j)ent  encore  considérer  les  valeurs  dec,,  c^,  ...,r„pour 
voir  si  le  coefficient  du  terme  du  plus  haut  degré  dans  l'un  des  facteurs 
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J  [^  1 J  i'h  J  [■x:  1  J  2) ,  ■  .  .  de  ^{x)  et  conséquemment  dans  'b(x)  même 
devient  nul ,  auquel  cas  il  faudrait  tenir  compte  des  termes  suivants  des 
développements  en  séries  dej-,,  j'^,  .  .  -,  Jn- 

Sans  pousser  plus  loin  cette  indication,  il  est  clair  qu'en  général  la 
formule  1  7)  représente  le  véritable  degré  du  polynôme  <}  [x). 

Soient,  par  exemple,  les  deux  équations  suivantes,  où  l'on  repré- 
sente par  la  notation  1  j-")  un  polynôme  en  x  du  degré  p.  : 

f{x,j)  =  [x^-)j^  +  (a:^)J'  +  {x')j^  4-  (j:=)  jH-(x')  =  o, 
o{x,y)  —  {x*\j^  +  (Jî*)j*  +  {x^)y''  +  (j?*)  r*H-  (-r')  J  -+-  ix*)  =  o. 

Ces  équations  sont  du  sixième  et  du  treizième  degré.  Le  degré  de 
l'équation  finale  ne  peut  donc  surpasser  6.  i3  :=  78.  Pour  le  trouver 
exactement,  qu'on  calcule  les  degrés  des  racines j-  de  (p(x,j')=o;  on 
trouve 

h,    :=  h._    —{,         //3   =  h,=  h-,   =  —  |. 

On  conclut  de  là  les  degrés  dej  x,  j',),J  [x,  j-j), .  . .  ,  savoir  : 

k,   =  A-,  =  J/,       A'   =  k,  =  A-,  =  5. 

D'ailleurs  B^  =  (x")  donne  h  ^=  8  et  m  =  l^.  Donc  le  degré  de  l'équa- 
tion finale  est 

)}ih  -+-  A,  -f-  A.  -t-  A3  +  k,-\-  k-^  =  4 ■  f^  +  Il  +  i5  =  58. 

Si  l'on  ordonne  les  équations  proposées  par  rapport  à  j:  au  lieu  de 
j  ,  pour  chercher  le  degré  de  l'équation  finale  en^  d'après  la  règle  pré- 
cédente, on  ne  trouvera  pas  toujours  pour  ce  degré  la  même  valeur 
que  pour  celui  de  l'équation  finale  en  x.  Pour  expliquer  cette  circon- 
stance, il  faut  remarquer  que  l'équation  finale  en  x  donne  seulement 
les  valeurs  ///»'e.y  àe  x  propres  à  satisfaire  aux  deux  équations  propo- 
sées. Donc  si  l'équation  finale  en  j  est  d'un  degré  plus  élevé  que  celle 
en  j:^,  il  y  a  nécessairement  quelques  racines  de  l'équation  en  ^  qui  cor- 
respondent à  des  valeurs  infinies  de  x.  On  pourra  toujours  mettre  en 
évidence  ces  valeurs  de  x,  en  altérant  infiniment  peu  les  coefficients 
dans  l'une  des  équations  proposées,  et  par-là  rendre  égaux  les  degrés 
des  deux  équations  finales.  Soient  les  équations  (i)  et  (2)  ordonnées  par 
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rapport  à. z, 

f[oc,  y)  =  a.a  X"  H-  a,  a'""'  +  .  . .  +  a^  =  o , 
G  (jT,  j)  =  fg  j:-'  +   g,  x^-'  -4-  .  .  .  H-  c,  =  o , 

où  a^,  a,,...,  ê„,  g,,...,  sont  des  polynômes  entiers  en  j-.  Si  Ao  n'a  pas  de 
facteur  commun  avec  Bq,  ni  a,,  avec  êo?  f'"  i^e  P^"*  avoir  ni  une  valeur 
infinie  de  j-  pour  une  valeur  finie  de  x,  ni  une  valeur  infinie  de  a:  poiu- 
une  valeur  finie  de  /.  Alors  les  degrés  des  équations  finales  en  jr  et  en^ 
ne  peuvent  pas  différer  l'un  de  l'autre.  Quand  il  y  aura  des  facteurs 
communs  entre  k^  et  Bo  ou  entre  «o  et  ?o  »  o"  n'aura  qu'à  changer  lui 
coefficient  dans  A „  ou  dans  a^  pour  ramener  au  même  degré  les  équa- 
tions finales,  en  x  et  y.  Si  l'on  suppose  ensuite  ces  changements  nuls, 
on  jugera,  d'après  les  coefficients  des  termes  les  plus  élevés  des  équa- 
tions finales  combien  de  valeurs  de  x  et  combien  de  valeurs  de  y  sont 
devenues  infinies,  et  combien  les  deux  équations  admettent  de  solu- 
tions finies.  Cette  marche  de  calcul  n'est  pourtant  pas  nécessaire ,  si 
l'on  emploie  convenablement  la  règle  exposée  plus  haut.  .Soient,  par 
exemple,  les  deux  équations 

(a  +  hx^)  J*  4-  (c  -+-  ex)  y-  +  g-r' j-  H-  /^  -+-  Ax'  -\-  Ix'^  =  o . 
Sx' j*  +  (y  +  ^x""  )y  -1-  ).  -4-  u-x"  =  o, 

ou,  en  les  ordonnant  par  rapport  à  x, 

{l  +  gy)  x^  -+-  (k  -+-  hy'')  x^  -\-  ey'^x  -4-  h  -\-  cy^  -\-  ay""  —  o  , 
îy"^  X-'  -f-  ,y-r*  4-  &yx'^  -h  À  -(-  y/  =  o. 

On  a  ici 

\o  =  a-^bx-,     B„  = /sar',     a,,  =  Z -(- gj,     Co  =  ^y-. 

Donc  si  a  et  l  ne  sojit  pas  nuls,  il  n'y  a  pas  de  facteur  conuniui  entre 
A„  et  Bo,  ni  entre  ocg  et  Co ,  et  l'on  trouvera  les  oeg. -?s  des  deux  équa- 
tions finales  en  j:  et  ^  égaux  au  même  nombre  26.  Mais  si  Ion  sup- 
pose rt  et  Z  nuls  en  même  temps ,  on  trouve  aS  pour  le  degré  de  l'équa- 
tion finale  en  x,  et  24  pour  celle  en  y.  Donc,  par  l'évanouissement  de 
rt  et  de  Z,  deux  racines  de  l'équation  finale  en  y  précédente,  et  une  de 

Tonit'\(.   -     iS'oVRMBKIi    iS^i  Sj 
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celle  en  jc ,  deviennent  infinies;  mais  en  même  temps  la  nouvelle  équa- 
tion finale  en  x  devient  divisible  par  :r%  facteur  commun  de  Ao  et  B,, , 
et  de  même  la  nouvelle  équation  en  j  devient  divisible  par  j,  facteur 
commun  de  «o  et  Sg-  Des  26  solutions  finies  qu'avaient  les  équations 
primitives,  il  en  reste  encore  23  quand  a  et  /  s'évanouissent;  les  trois 
autres  deviennent 
.r„,  =  o.      7,,=  oc,     I    x^,  =  o,     j5,=:  oc,     I    jrj5=   oc,     f^e=o. 

On  voit  comment  on  trouve  le  nombre  des  solutions  finies  par  la 
double  application  de  la  règle  établie  et  la  comparaison  des  résultats. 

P.  S.  Après  avoir  terminé  cet  article ,  j'ai  eu  connaissance  d'un  nou- 
vel ouvrage  intitulé  :  Sjstème  d'Algèbre,  par  le  D"^  Finck,  professeur  à 
Strasbourg,  dans  lequel  se  trouve,  page  4o5,  pour  la  détermination  du 
degré  de  l'équation  finale,  une  règle  bien  plus  précise  que  celle  que  j'ai 
rappelée  au  conimenceTnent  de  ce  Mémoire.  En  voici  l'énoncé  : 

Si  tous  les  coefficients  Ao,  A, ,  A,„,  de  l'équation  (i )  sont  du  degré 

m' ,  et  tous  les  coefficients  Bo,  B,,  ...,  B„  de  l'équation  (2)  du  degré  n' , 
le  degré  du  polynôme  d^  {x)  (qui  égalé  à  zéro  donne  l'équation  finale) 
est  niîi'  ■+-  nrn'.  La  démonstration  de  ce  théorème ,  qui  occupe  deux 
pages  du  livre,  se  déduit  très-simplement  de  ce  qui  précède;  car  dans 
le  cas  actuel  toutes  les  valeurs  de  y  en  x  tirées  de  l'équation  (2)  sont 
du  degré  o,  de  sorte  que  h^  =  h^  ~  .  .  .  =  li„  =  o:  conséquemment 
k,  =  If-,  —  ■  ■  ■  =  '«'>  PU  même  temps  h  =  «',  puisque  Bo  est  dude- 
^ré  n' .  Donc  le  degré  de  l'équation  finale 

mb  -+■  A-,  +  A,  -i-  .  .  .  +  k„  —  mil  '  ■+-  uni'.        C.  Q.  F.  D. 

Si  l'on  applique  cette  règle  aux  cas  ou  les  coefficients  sont  de  degrés 
inégaux,  le  résultat  qu'elle  donne  n'est  plus  certain,  parce  qu'il  sup- 
pose qu'on  rende  les  degrés  égaux,  ce  qui  iïitroduit  des  racines 
étrangères.  Dans  notre  procédé  pour  trouver  le  degré  de  <\>  {x),  on  em- 
ploie au  contraire  les  degrés  des  coefficients  tels  qu'ils  sont  donnés. 
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PROBLÈMES 

DE   CALCUL   INTÉGRAL, 

Par  E.  catalan. 


I. 

Un  cône  a  pour  base  un  petit  cercle  dune  sphère  donnée,  et  pour 
sommet  un  point  de  la  surface  sphéritjue.  On  d'inande  la  mesure  de 
l'angle  conique. 

PREMIÈRE    SOLDTION. 

Je  prends  pour  origine  le  sommet  du  cône;  pour  plan  des  zx,  le  plan 
diamétral  principal  commun  aux  deux  surfaces;  je  suppose  l'axe  des  z 
perpendiculaire  au  plan  de  la  base  du  cône.  Enfin,  les  trois  axes  seront 
rectangulaires. 

Cela  étant,  l'équation  de  la  sphère  peut  s'écrire 

(x  _  a)2  +  j^  +  (3  -  v)=  =  I  , 
sous  la  condition 

a-  -+.  y=   =    I  . 

On  trouve  facilement  que  l'équation  du  cône  est  de  la  forme 

{x^  H-  f")  (y  +  c?)*  -  z-  (R=  -  u')  -  2a  (y  +â)zx  =  0, 

en  prenant 

o*-  -f-  R-  =  I . 

52.. 
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Mais 

R2    _     rj}    =    y^    _    c?^: 

ce  qui  donne  plus  simplement 

(7  H-  à)  {x"-  -+-  y)  —  z'  (•/  —  c?)  —  2azx  =  o. 

Maintenant ,  pour  avoir  la  mesure  tle  l'angle  conique  ,  je  coupe  le  cône 
par  une  sphère  concentrique,  ayant  pour  rayon  l'unité.  Son  équation 
sera 

3C-  +  f-  -f-   Z-   =    I  . 

La  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  se  projettera  sur  le  plan 
deszj:,  suivant  une  courbe  du  second  degré,  dont  l'équation  est 

iz{^jz  4-  eux)  =  7  +  o\ 

Si  l'on  construit  l'hyperbole  représentée  par  cette  équation,  et  le 
cercle  qui  a  pour  rayon  l'unité ,  la  portion  de  surface  sphérique  qu'il 
s'agit  d'évaluer  se  trouvera  projetée  sur  l'espace  compris  entre  ces  deux 
courbes.  D'ailleurs ,  comme  cette  surface  est  partagée  en  deux  parties 
symétriques  par  le  plan  zx ,  on  aura ,  en  représentant  son  aire  par  A  : 


J   J   \Jl  X' 2 


En  prenant  des  coordonnées  polaires,  cette  formule  devient 


J  J  Ji-p-' 


Avant  d'aller  plus  loin,  il  convient,  pour  simplifier  l'intégration,  de 
transformer  les  axes. 

L'équafion  polaire  de  la  courbe  est 

2  fj"  [7  sin  M  -4-  7.  cos  w]  sin  w  =  y  -|-  r}. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  ff-ij 

Je  déplace  l'axe  polaire  d'un  angle  indéterminé  m,  en  prenant 

f,i  =z  m  +  6. 
En  même  temps,  je  fais 

7  =  cosA,       a  =  sinX. 
L'équation  devient 

ap^  sin  {m  -{-  0  -\-  l)  sin  {m  -h  5)  =  y  -|-  o\ 
ou 

p^  [cos  l  —  cos  [am  -+-  iS  -(-  X)J  =  y  +  o\ 

Je  vais  disposer  de  m,  de  façon  que  p'  ne  change  pas,  quand  on 
remplace  5  par  -  ô.  Il  est  clair  qu'il  suffit  de  poser 

2TO  4-  X  =  tt; 
d'où 

L'équation  polaire  est  actuellement 

p^  =  1±I__. 

'  cos  >  H-  cos  2Ô  ' 

et  nous  aurons 

J  J  \J  i  —  p> 
On  devra  intégrer,  par  rapport  à|5,  de 

p=t/ZI±IZ 

V  cos  X  +  cos  a9 
jusqu'à 

,0    =    r; 
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et  par  rapport  à "6,  de 

d  =  o  k  Q   =  6,; 
ce  dernier  arc  étant  déterminé  par  l'équation 

COSÀ+  COS26,  ' 

qui  donne 

cos  0.6,    =   d*. 

En  intégrant  par  rapport  à  c,  l'on  obtient 

A^4  r'^gx/rrrp^, 

J  O  V  COS>   -I-COS29' 


A=4r>v 


cos  26—3 


cos  29  -I-  7 

Pour  réduire  en  fonctions  elliptiques,  je  pose 

tang  6  =  p  sin  f, 
d'où 

jc                    P                          j                     «           '  —  /*  '  sin'  a 
rf&    =^    ^—. COS  O  «ffl,        cos  27   ^    i^ : ■-  , 

1  +  /)  '  sin  ^  ç  '       '  I  -t-  ^  '  sin"  o 

cos  29  —  0  (  1  —  S)  —  ^'  (i  -+■  S)  sin'  ^ 

cos  3 6  -(-  7         ( '  -I-  '/)  —  P'  {i  —  v)  sin'  v  ' 

Prenons  pour  valeur  de  l'indéterminée, 

'i  —  S 


ceci  est  permis ,  car 

donc  l'arc  5  croissant  de  o  à  Ô,,  ç  croîtra  de  o  à  -. 
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L'intégrale  qu'il  s'agit  de  réduire  devient 


A  -4/.  VI  -à  r 


cos'  o  d<f 


En  posant 
et  remplaçant  i>  par  sa  valetir,  elle  se  transforme  facilement  en 


A  = 


/ 


v(i  +  r)(i-i-'î)    /     /     ,    '-I-7   -  •  -.   \  2  .  , 

^        '^  '      (iH 277  C'*'"'?)V»  —  ^   sin^9 

_  4   /ï±ï  p       '^y 
Donc 

)/(t-hy)ii+s)   ' \>-7       y     *  V  .  +7  '^  ^ 

Si  l'on  suppose 

a   =   o, 
ce  qui  donne 

V   =    '' 
la  formule  générale  peut  s'exprimer  sous  forme  finie,  et  l'on  trouve 

ainsi  qu'on  peut  le  vérifier  directement. 

Pour  exprimer  A,  seulement  par  des  fonctions  de  première  et  de  se 
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conde  espèce ,  je  pose 

n  =  cot^'x; 
et  je  prends  la  formule  de  Legendre  [Exercices,  tome  I",  page  137) , 

-^^^l±-  n,  («,  c)  =  1 71  +  ?^  A  {b,  il)  F,  (c)  +  F.  ic)  F  [b,  u) 

-F,(c)E(i,fx)  — E,  (c)F(è,^). 
On  a 

'  —  0  .  .  /m  .  /T^ri 

cot-  a  =  ^,  sm  ;jL  =  \/ ,  cos  a  =  \/ , 

b"-   =^-c'-  =  ^    ,  J^y+,)  '        V'-^-^sinV  =  y^'f^^,  etc.  ; 
et  enfin, 


A  =  2-  +  4  [F,  ic)  F  (i,  fx)  —  F,  [c)  Y.[b,ii)-E,  [c)  F  [b,  [x]  ]. 


SECONDE    SOLL'TIOK. 


Le  problème  dont  nous  venons  de  développer  la  solution  peut  en- 
core s'énoncer  en  ces  termes  : 

Un  cône  oblique  à  base  circulaire  étant  donné j  on  le  coupe  par  une 
sphère  concentrique,  et  l'on  demande  de  calculer  la  portion  de  surface 
sphérique  interceptée. 

Dans  une  précédente  Note  [*],  nous  avons  résolu  la  même  question  pour 
le  cas  d'un  cône  droit  à  base  elliptique  ;  mais  comme  un  cône  oblique  à 
base  circulaire  peut  toujours  être  regardé  comme  étant  droit  et  à  base  el- 
liptique, il  est  évident  que  la  question  actuelle  rentre  dans  l'autre.  Il 


[*]  Page  340  de  ce  volume  (cahier  de  septembre 
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résulte  de  cette  observation,  que  la  valeur  de  A ,  que  nous  venons  de 
calculer  directement,  doit  pouvoir  se  conclure  de  celle  qui  se  trouvait 
dans  la  Note  précitée. 


Soit  ABDC  la  section  faite  dans  la  sphère  par  un  plan  diainétrai  , 
passant  par  le  sommet  du  cône,  perpendiculairement  à  sa  base.  La 
trace  du  plan  de  cette  base  sur  celui  de  la  figure,  ou  le  diamètre  du 
petit  cercle  de  la  sphère,  sera  BC.  SoientBA  et  AC  les  arêtes  minimum  et 
maximum  du  cône.  Représentons  par  )  l'angle  AOD'  cpie  forme  le  rayon 
AO  meneau  sommet  du  cône  avec  le  diamètre  DD'  perpendiculaire  à 
sa  base,  et  par  a  l'angle  \BC. 

Si  nous  joignons  .\U,  cette  droite,  bissectrice  de  1  angle  BAC,  sera 
Taxe  du  cône.  Prenons  AG  =  OD  =  i,  et  par  le  point  G,  menons  un 
plan  perpendiculaire  à  AG  :  la  section  faite  dans  ce  cône  sera  une  el- 
lipse ayant  Fil  pour  petit  axe  et  G  pour  centre.  Si  le  lecteur  se  reporte 
à  la  Note  déjà  citée,  il  verra  que  FG  ^  h.  L'autre  demi-axe,  qui  se 
projette  en  G,  est  celui  que  nous  avions  représenté  par  a.  C.alciiloiis  ces 
deux  quantités. 

L'inspection  de  la  figure  donne  facilement 

A    =    TT  -<-   >.    —    2/J.  , 

AC  =  .2sin|x,     BC  =  2sin(2U(.  —  X),     AB  =  asin  ^jy.  —  >.,. 

Tome  VI.  —  NovEMnBF.  184 1-  ^-^ 
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Ensuite ,  AED  étant  la  bissectrice  de  l'angle  BAC ,  on  a 


BE  =  AB  -4"iiL±A^:M_  =.  ,sin  (X  -  p.) 


cos 


_ kd). 

TT  +  >  —  2fi\  \  r  J  y 


et  ensuite 


cos 
CE  :=  2  sin  p. 


„  •         sin  (fi  —  >) 

AE  =  2  sm  |x  — -  . 

cos  - 


En  nommant  Y  l'ordonnée  du  petit  cercle  pour  le  point  E, 
Y^   =  BE.CE, 


donc 


(-0... 


ces 
Y  =  2 ^ — r~^  ysinp.-  sin  (fjt,  —  X). 


cos- 

2 

La  génératrice  projetée  sur  AE  coupe  les  droites  projetées  en  G,  E,  de 
manière  que 

Y  _  AE 

«"  ~"  AG' 

ce  qui  donne 


y/ sin  (i. sin  (p  — >) 
On  a 


ces 
a  = 


/           -v         cos>  —  cos  (au  —  X) 
sm/ji.  sni(jui  —  A)  = ^—>- -, 

cos(^,a--j    =   y/ LJL^>; 
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—  cos  A 


^^      /-■+cos(y->,  /^ 

V  cos  /  —  cos  (2ft  —  / 1  V  tes  >.  -f-  cos  A 

V  7-1-0  ' 


et 


b  =  Fa  =  tang  |  A  =  y^^ 


■  cos  A  ' 


V  i-t-o 


Dans  la  première  Note,  nous  avions  pour  le  carré  du  module  : 

„  a'  —  b^ 

C^  = . 

I  -I-  a' 

En  remplaçant  a  et  h  par  les  valeurs  qui  précèdent,  on  trouve 
2 I  —  0  I  —  7 

Cette  valeur  est  précisément  celle  que  nous  avons  employée  ci-dessus. 
Si  nous  prenons  encore 

sin*  6'  =  — ; y-[. 


nous  trouverons 


sin5' 


=  v/i?,   cos5-  =  v/l=;' 


A  l'aide  de   ces  différentes   valeurs,   et  en  employant   la   fornuile 
trouvée  dans  la  Note   dont  il  s'agit,  on  trouve,  pour  la  mesure  de 

54.. 
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l'angle  conique . 

A  =  4  \e,{c)F{c',6')+F,  {c)E{c',Q')  -¥,{c)F{c;,0\)-  -''^J       F,  {O  1. 

Dans  cette  formule,  c'  représente  le  module  complémentaire. 
Nous  avons  trouvé  ci-dessus ,  en  posant 

sm  ij.  =  y-^, 

cos  fj.  =  y/-^  : 

A  =  aTT  +  4[F.(c)F(c',|^)  -  ¥,{c)E{c',iJ.)  -  E,  (OF(c',f;.)]. 

On  pourrait  vérifier  l'identité  de  ces  valeurs  en  partant  des  relations 
qui  existent  entre  les  fonctions  de  même  module  ;  mais  cette  recherche 
étant  longue  et  peu  utile,  je  ne  m'y  arrêterai  pas. 

Dans  la  première  solution,  nous  avons  dit  qu'en  supposant  y  =  i, 
on  tiouve 

Nous  allons  développer  le  calcul ,  qui  nous  conduira  à  l'évaluation 
d'une  partie  remarquable  de  la  surface  sphérique. 

Désignons  par  B  l'intégrale  prise  de  o  à  9  ;  nous  aurons  d'abord,  en 
remplaçant  o*  par  2sin^,u.  —  i , 


Posons 


cos  9  —  y       ,  _j_,     7 
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nous  aurons 

„  cos  u  ,,  rdr 

sni9  =  -——=,     (W  =  —  cos/j. •;  - , 

Vj'-I-'  (1  +  /')  V  7^  + sin'fji 

/ 5-^ : — 5 —  r  cos  u. 

Vcos''7  —  sm-*  [j.  =  -y-      '^  . 
D'ailleurs  5  =  o  donne  j  =  oo;  donc 

B   =    COS=  p.    r  °°  r- ^'''^        . :. 

On  a  identiquement 


(r'  +  ')(r/-f-sin\«)         r'  +  sin>  (7"  +  i)f  j'-^sin» 

j^'+sin^jy.  cos' u  \  jr' +  sin' fi        ^■'+'/ 


Donc 


B=    f=°-^^-sin^,.    r  - 

Jy    x'+i  '   Jy    .y' 

ce  qui  donne  immédiatement 


dy 
1-  sin'i 


B  —  (I  —  sin  a)  -  4-  sin  u..  arctane-r^    —  arc  tang  r. 

2  '  "  sin  fi  ï'  -^ 


On  a 


__  ■  /cos'  fl  —  sin'  ft 
•^        V  sin'O  ' 

donc 

arc  tang^^  arc  tang  y^--'^^-;'"'i^. 
Si  la  tangente  est 

/cos'  0  —  sin'  [i 
V  sii^e  ' 
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le  cosinus  sera 

sinâ 

COS  fi  ' 

De  même  pour  le  second  arc ,  la  tangente  étant 


ycos^S  —  sin'fi 
sin  6,  sin  p 

le  cosinus  sera 

sin  6  sin  p. 

COS  S  COSp* 

Ua  formule  précédente  devient  donc 

,  -         .                                        r              \               (               sin  S  \ 
B  =  (  I  —  SHi  [V\  -  -i-  Sin  a  arc  (cos  =  tang  5  tang  /jl)  —  arc  I  cos  = j . 

Considérons  une  sphère  dont  le  rayon  est  pris  pour  unité. 


\ 

Soit  AB  laprojection  d'un  petit  cercle ,  et  soient  CD,  CF  les  traces  de 
deux  plans  passant  par  le  diamètre  perpendiculaire  à  la  figure,  CD 
étant  perpendiculaire  à  AB. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  la  première  solution,  si  Ion 
suppose 

CAE  =  a     et     DCF  =  5, 

l'intégrale  B  représente  l'aire  de  la  portion  de  la  sphère  projetée  suivant 
DEGF.  Cette  portion  se  compose  du  triangle  hirectangle  projeté  sur 
CDF,  et  formé  par  trois  arcs  de  grands  cercles,  diminué  du  triangle 
rectangle  projeté  sur  CEG  ,  et  formé  de  deux  grands  arcs  et  d'iui  petit. 
J'ignore  si  cette  évalution  avait  déjà  été  faite. 
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Du  point  F  comme  pôle,  avec  un  rayon  sphérique  =  AD  =  '  —  a, 

traçons  un  arc  de  petit  cercle  ;  il  rencontrera  l'arc  de  grand  cercle  pro- 
jeté sur  CD  en  un  point  I.  Si  alors  nous  traçons  l'arc  de  grand  cercle 
IF,  nous  aurons  dans  l'espace  un  triangle  sphérique  IFD,  rectangle 
en  D.  Représentons  par  F  et  I  les  angles  aigus  de  ce  triangle.  Les  for- 
mules de  la  trigonométrie  sphérique  donnent 

cos  F   =  tang  DF  cot  IF  =  tang  5  tnng  ix, 

sinDF  =  sin  I.  sin  IF, 

d'où 

.     ,            sia9 
sm  I  =  . 

cos  p. 

Alors  la  formule  précédente  devient 

B  =  (i  -  sm  iJ.)  l  +  F  sina  -  g  _  I  j, 
ou 

lî  =  I  —  sin  [i.  l'^  —  i  •  ^  ; 

et  comme  l'aire  du  triangle  DIF  serait  exprimée  par  f  —  (-  —  f)  ,  il 
s'ensuit  qu'en  la  représentant  par  T ,  l'on  a 

B-T  =  (i-sina)(^-F); 
ce  qui  est  assez  simple. 

IL 


Problème.   Déterminer  le  volume  de  la  partie  rominu/ie  a  rai  ellip- 
soïde et  a  une  sphère  concentriques  ? 
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Prenons  pour  axes  des  coordonnées ,  les  axes  principaux  de  l'ellip 
solde  :  les  équations  des  deux  surfaces  seront 


(0 


r 


j' 


=  R%        --H-'    +- 


La  sphère  et  l'ellipsoïde  peuvent  se  couper  de  deux  manières  :  ou  bien 
l'ellipsoïde  a  quatre  sommets  extérieurs  à  la  sphère,  ou  bien  il  n'en  a 
que  deux.  Si,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose 

a    >    I)   >   c, 

le  premier  cas  se  présentera  lorsque  R  sera  compris  entre  Z»  et  c;  et  le 
second,  lorsque  R  sera  compris  entre  a  et  h.  Je  vais  développer  les 
calculs  relatifs  à  la  première  hypothèse. 


Soit  OARC  la  portion  de  l'ellipsoïde  déterminée  par  les  parties  posi- 
tives des  trois  plans  coordonnés ,  et  soit  OA'R'C  la  portion  correspon- 
dante de  la  sphère. 

Les  deux  surfaces   se  coupent  suivant  une  ligne  DE,   ayant   pour 
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projection  sur  le  plan  des  xj  la  courbe  D'E'.  Il  s'agit  de  trouver 
1  expression  du  volume  limité  j)ar  les  trois  plans  coordonnés,  la 
portion  CDE  de  surface  ellipsoïdale,  et  la  partie  B'UEA'  de  surface 
sphérique. 

Soit    V   ce  volume,    et   soit    i>  le   volume    C'DEC:   nous  aurons 
d'abord 

fa 

En  second  lieu,  si  z'etz"  représentent  respectivement  l'ordonnée  de  la 
surface  sphérique  et  celle  de  la  surface  ellipsoïdale,  répondant  à  un 
même  système  de  valeurs  de.r  et  j ,  nous  avons 

^  —  ff  {^'  —  z")  dxdj , 
ou 

(3)     ^  =  //[ ,  R^^Tïrrrj.  _ ,  v^, -fTg]  rf,„^, 

L'intégration  doit  être  étendue  k  tout  l'espace  OD'E'. 

L'élimination  de  z  entre  les  équations  (i)  donne,  pour  équation  de 
D'E'  : 

(«  .=  (,_i)H-,-.(,  _ç;)  =„=_,. ^ 

Afin  d'intégrer  z'dxrlj;  je  pose 

jc  =   fj  cos  y ,         ;■   =  p  sin  w  , 
ce  qui  donne 

z'dxciy  —  ç(Uil(^  ^  Hà^H"^ 

Tome  VI    —  i\ovEM;r.F,  184,  55 
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En  même  temps ,  l'équation  (4)  devient 


'  V   a^  0' — r' (C''cos'm  -f- rt' sin' w) 

De  même,  dans  z"dxdj,  je  pose 

-  ^  0  cos  w  ,     V  =  P  sin  «  ; 
a         '  b         ' 

d'où 


z"dxdj  =  abc.odpdw  \  i  — li^. 
L'équation  4)  donne,  par  le  même  changement  de  variables, 


(6)  ^"  =  v/,     .  ^'~!' 

'  'V   o' cos'w -I- y'sin'w  —  r' 

Au  moyen  de  cette  double  transformation  ,  la  formule  i^3)  devient 

(7)  «'   =     Ç  Çpdpd'ji  \  R-  —  p-  —  abc   C  fpdpd'.i  si  —  p-. 

Dans  la  première  intégrale,    on  devra  intégrer  par  rapport    à   5.  de 
5  =;  o  à  6  ^  0',  et  par  rapport  à  w,  de  o  à  -;  dans  la  seconde,  les  li- 
mites de  0  seront  o  et  f>",  et  celles  de  w,  o  et  -. 
On  trouve  immédiatement 

p'  cdo  V  R^"=^  =  i  R'  - 1 c3  r^;^;-R;(;;eos^.-^.^sin^.-if_ 

/p"      ,       s         ,  ,  Ta^cos'w  +  6'sin^w  —  R'T  = 

^  (9^6  S  I-  ,^-  =  3  -  3  L„,,„,,„^  i=sin=„_  ,,  J     • 

La  formule  (7)  se  change  maintenant  en  celle-ci  : 
^8)  i'  =  |7:(R'  — fl^'c)--^c'A-+-|a/;cB; 
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en  posant: 

_    /'■I   .      fa^b'—  R'(6'cos'oj-T-a'sin'M)"l  ' 
~J  «      '^^  1."'  b-  —  c»  (6'  cos'w  +  a'  sin'  w)  J    ' 

/•a  r„"  cos'  w  4-  *'  sin'  «  —  R^'l  ' 

J  „  Lrt'  cos'  w  +  «'  sin'  0.  —  C  J 


(9) 


(     >  T'^  j     r^'  ('''  —  ^')  +  "'  (*'  —  R'jtang'  m"|  ^ 


TVfous  allons  ramener  ces  deux  intégrales  aux  fonctions  elliptiques. 
Pour  opérer  cette  réduction,  je  pose  ,  dans  A  ,    tang  w  —  p  tang5, 
p  étant  une  indéterminée. 
Otte  transformation  donne 


du  =  p Ti 

'    ros' 


cos'  9  -I-  /)'  sin"  6  ' 
et 

rfe  r^'  (a'  —  R')  +  ay  (^'  —  R')  tang'  an  4 

^'•^  =  p  coi'T+  p'  sin'  9  L*'  («'  —  c')  +  a'/>'  (6'  —  C)  tang'  6  J 
Je  dispose  de/; ,  de  maïuere  ipie 

Ir  [a^-  -  B.')  =  a-  p'  (h^  -  K')  ; 
ce  qui  doiuio 

rfe 


'  /  Q  (eos"8+y»'sin"ei[6'{a'— c*)cos*04-a"/''{**— c')sin'ô]' 
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Par  le  changement  de 5  en  -  —  5  ,  cette  expression  devient  d'abord 


J  0  [p''\P'-i 


sin^  9][(i^ p^ (b' - c'') -( a' p' h"- a' p^c^-n' h' -\-b'c'''^  sin'  Ôj' 
D'après  la  valeur  de  p",  on  a 

donc 

A  =1 

;jrt^a=-R=  ^ 


)^(*=-R^f  T- — 


•A')sin'9][((3'-R=)(i'-c')-(a»-  é')(R^-c';isin'6]' 
En  remplaçant  y>  par  sa  valeur 

b  ^  /»'  — R'  \ 

«Vï^^::r'^' 

et  posant ,  pour  abréger, 

(,n)  (a'-éO(R'-c')  R'(6'-c-) 

^'°^  ■  ^     -(«'-R')(6>-c>)'       P     -/,>(R^_c')' 

on  réduit  la  formule  précédente  à 

Des  calculs  de  même  nature ,  exécutés  sur  la  seconde  formule  (9) ,  con- 
duisent à 


(^»'  — R')'  /'^  rf9 

a^  —  'R}y{b^  —  c^yJ  o   (r— P"  c'sin^e)(i  —  e»sin' 6)'' 
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en  prenant 

\^^l  1^       —  R.  _    ,-• 

Substituant  ces  valeurs  de  A  et  R  dans  ia  formule  (8) ,  j'obtiens 
On  a  identiquement 


donc 

/^•i  du  _  p'    C~^—^ — 

/      /        a,   ,  •   ,A\/  ,  •   ,,l^-■         S'  —  Il      fi  —  S'p'sin' </)  v'i — f' sin' I 

/  o  (i  —  P'e'sin'Ojf!  —  r'sin'?)-         ■  ^  o 

:t 

,  ( I  —  e'  sin'  0)  ' 
On  a  encore  identiquement  : 


donc 


et  par  conséquent 


^  (t-p'c'sin'e)(i-^'sin'9)^~~f''-'  J   ^  f.-p' e' sin'9)  y'r-f'sin' 6 
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Les  formules  (lo)  donnent  facilement 

'"'  ~  '  "  é^  R>  —  f=  '   ^» —I  "~  ;;^i:r^  '    '  —  ^  —  (^z:Rrpi~7')  ' 

l'équation  précédente  devient  donc  ,   en  employant  les  notations  de 
Legendre  : 

{  r  ~'  d9 R'(è'-c')     _  ^, 

f  '  _  &M^"-c')(«'-R')(R'-^';  p  ,^^ 

On  tro   i!\e  d  la  même  manière 


(i6) 


{a'-c-){b'-K'Y  '■  ' 


La  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'équation  (i4)  donne  ensuite 
i       y  =  ^-  (R3  _  abc) 

V      ■^  "  V  («  . —  R  )  (*  — ^^ 

Enfin  ,  introduisant  cette  nouvelle  valeur  dans  l'équation  (2) ,  et  mul- 
tipliant le  résultat  par  8,  on  obtient  définitivement,  pour  le  volume 
commun  à  l'ellipsoïde  et  à  la  sphère, 


8Y  = 


in  abc  ^^^  -=JL=^=-  [b'  n,(-  /3'V=,  e)-  R'U,i- S'e^e^]. 

On  voit  donc  que  révaluation  de  ce  volume  dépend  de  deux  fonctions 
elliptiques  complètes  de  troisième  espèce.  Ces  fonctions  ont  pour  mo- 
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(liile  cointniin 


V  (a'—-R.'i(b'—r^) 


et  leurs  paramètres  sont  respectivement 


a'—b'  r.,     o  R'(»'—  b'] 


^'*-   =    -^^'        -^ 


g-  = 


Une  fonction  complète  de  troisième  espèce  peut  s'exprimer  |jar  des 
fonctions  de  première  et  de  seconde  espèce;  la  dernière  formule  peut 
doncaussi  être  écrite  d'une  autre  manière,  mais  alors  elle  moins  simple. 

Uette  formule  convient  au  cas  oii  l'on  suppose 

a  >    h    >    n    >    c. 

Admettons  maintenant  que  l'on  ait 

rt    >    Il    >    /;    >    c. 

Voici  une  considération  qui  permettra  d'arriver  au  nouveau  résultat 
sans  que  l'on  soit  obligé  de  refaire  le  calcul. 
Je  pose ,  dans  les  équations  (i) , 


X    =    ÛJC', 

.r  =  h'^ 

z  ^  c 

R 

!■  =  *■■ 

R 

-    =   rt 

c 

ui 

lonne 

ce  qi 

--.'-  +  =■■  =  ..  (:-;)■  + (g H- (^>^,. 

En  même  temps  nous  aurons 

r'    <    I,      /^'    >    !,     d'    >    I,     c'    <i    l''    <.   a', 
ou 

a'  >    h'    >    i    >    (•'. 

On  voit  donc  que  ces  équations   représentent  une  spliere  »  I  un  cl- 
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lipsoïde  ayant  entre  eux  la  même  relation  que  les  surfaces  considérées 
plus  haut.  Si  donc  on  veut  obtenir  le  volume  de  la  partie  commune  à 
cette  sphère  et  à  cet  ellipsoïde,  il  suffira  d'employer  la  valeur  de  8V 
en  V  faisant 

=    (■'.     R   =    I  ; 


a   =:  a', 

b  =  b' 

1  plutôt  en  prenant. 

_    R 

c    ' 

1       ^ 

_     R  ^     _ 

On   obtient  ainsi,  en   uudtipliant  le  résultat  par   abc,   attendu  que 
dx.  dj.  dz  =  ahc.  dx' .  dj' .  dz'  : 

8  V  = 
Dans  cette  formule 


i    2      — 


R'  — C'      a' 


'"      '     -^  b-  R'  — f'^         '    ^  R'  — c' 
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EXTRAIT 

D'UNE  LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  LIOUVILLE; 
Par  m.  Abel  TRANSON. 


....  Je  réunis  ici  quelques  réflexions ,  i"  sur  les  courbes  qui  sont  à 
elles-mêmes  leurs  propres  caustiques  et  sur  les  surfaces  qui  sont  à  elles- 
mêmes  une  de  leurs  deux  nappes  focales,  par  analogie  avec  ce  que 
M.  Binet  a  donné  dans  le  numéro  de  février  dernier,  sur  la  courbe  qui 
est  à  elle-même  sa  propre  développée  et  sur  les  surfaces  qui  sont  à 
elles-mêmes  une  de  leurs  deux  nappes  de  courbure;  2"  sur  une  consé- 
quence curieuse  de  la  relation  que  M.  Biot  a  établie  entre  deux  dis- 
tances zénithales  réciproques. 


.le  ferai  remarquer  premièrement  que,  non-seulement  la  développée 
d'une  spirale  logarithmique,  mais  aussi  toute  développoide  d'une  telle 
spirale ,  est  une  autre  spirale  logarithmique  de  même  angle  et  de  même 
pôle  que  la  proposée.  De  sorte  que  a  étant  l'angle  que  fait ,  dans  la 
proposée,  le  rayon  vecteur  avec  la  normale,  et  par  conséquent  l'équa- 
tion de  la  proposée  étant 

l'équation  de  la  développoide  relative  à  l'angle  &,  sera 


Tome  VI.  —  ^0VLUllRt  1841. 


sin  (a  -H  <î) 

COS  3. 

56 
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les  angles  m'  et  m  étant  comptés  depuis  la  même  origine.  La  circons- 
tance «?  =  o  répond  à  la  développée;  mais  si  o"  est  supposé  quelcon- 
que, l'équation  ci-dessus  peut  être  considérée  comme  celle  de  la  caus- 
tique des  rayons  limiineux  qui  étant  issus  du  pôle,  auront  été  rompus  à 
la  rencontre  de  la  spirale  suivant  ime  loi  propre  à  procurer  l'angle  de 
réfraction  o*  quand  celui  d'incidence  est  a. 

Il  faut  observer  de  plus  que  des  rayons  comme  MP,  ]M'P', .  .  .  ,  issus 
sous  un  même  angle  â  des  divers  points  d'une  spirale  logarith- 
mique dont  le  pôle  est  O,  rencontreront  les  spires  de  la  courbe  en  des 
points  P,  P', .  .  .  tels  que  les  angles  £  ,  ^', .  .  .  avec  les  rayons  vecteurs 
OP,  OP', .  .  .  (et,  par  suite,  les  angles  a%'ec  les  normales  en  ces  points) 
seront  constants;  de  sorte  que,  si  ces  rayonsMP ,  M'P', .  .  .  éprouvent, 
aux  points  de  rencontre  P,  P ',...,  de  nouvelles  réflexions  ou  réfractions, 
ils  auront  pour  enveloppes  de  nouvelles  développoïdes  de  la  proposée, 
c'est-à-dire  toujours  des  spirales  logarithmiques  de  même  pôle  et  de 
même  angle. 

Pour  s'assurer  de  cette  constance  des  angles  z,  &', .  .  .,  il  suffit  de  re- 
marquer que,  dans  le  triangle  OPM  ,  on  a  la  proportion 

OP  :  OM   :  :   sin  (a  -+■  â)  :  sm  ;' , 

c  est-à-dire  en  mettant  pour  les  rayons  vecteurs  leurs  valeurs  respec- 
tives 

^(w-hî-l-nTi-}  tangx    ■    goitang». 

OU  encore 

g(.-i-nT)tanga   ;    j    ;;    sin  (a  +  O')   :  siu  Ç  , 

appelant  ici  s  l'angle  en  O  du  triangle  OMP,  et  n  le  nombre  de  spires 
ou  révolutions  autour  du  pôle  qu'il  faut  faire  sur  la  coiu'be  pour  pas- 
ser de  'SI  en  P  ;  nombre  positif  ou  négatif  selon  que  le  point  P  est  sur 
une  spire  extérieure  ou  intérieure  à  celle  qui  porte  le  point  ^L  Enfin 
comme  on  a,  entre  les  angles  s,  a,  o*  et  =,  cette  seconde  relation 


il  est  manifeste  que  les  angles  £  et  S  sont  constants  quelque  part  que  soit 
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le  point  M,  pourvu  (jue  l'angle  â  et  le  nombre  entier  «  demeurent  les 
mêmes. 

La  propriété  bien  connue  de  la  spirale  logarithmique  relativement 
à  sa  caustique  ordinaire  reçoit  donc  cette  extension  remarquable  que, 
si  des  rayons  issus  du  pôle  ont  subi  sur  la  courbe  un  nombre  quel- 
conque de  réflexions  ou  de  rétractions,  leur  caustique  sera  toujours 
ime  spirale  logarithmique  de  même  angle  et  de  même  pôle  que  la  pro- 
posée; résultat  qui  subsiste  quand  même  les  lois  de  réflexion  et  de 
réfraction  seraient  autres  que  les  lois  naturelles,  et  quand  même  ces 
lois  changeraient  à  chaque  rencontre  nouvelle;  enfin  quel  que  soit  le 
nombre  des  spires  qui  sépareraient  deux  rencontres  successives. . .  Tou- 
jours, en  un  mot,  la  caustique  d'un  ordre  quelconque  sera  la  spi- 
rale primitive  qui  aura  seulement  éprouvé  autour  de  son  pôle  une  cer- 
taine rotation. 

D'ailleurs  la  quantité  de  cette  rotation,  par  rapport  à  une  caustique 
de  nature  et  d'ordre  déterminés,  dépendant  essentiellement  de  l'angle 
a  qui  caractérise  la  spirale  primitive;  s'il  arrive  que  cette  rotation  soit 
d'un  nombre  entier  de  circonférences,  la  spirale  proposée  sera  donc  à 
elle-même  sa  caustique  de  la  nature  et  de  l'ordre  en  question.  Cette 
circonstance  dépend  d'une  équation  transcendante  entre  l'angle  de  la 
spirale  et  le  nombre  de  tours  que  cette  courbe  est  censée  faire  sur  elle- 
même  pour  produire  sa  caustique,  nombre  qui  demeure  indétermine 
dans  la  question  ;  de  sorte  qu'il  y  a,  non  pas  une  seule  spirale,  mais 
toute  une  classe  de  spirales  log^arithmiquesqui  sont  à  elles-mêmes  leurs 
caustiques  d'un  ordre  déterminé. 

Supposons,  par  exemple  ,  qu'on  veuille  déterminer  la  classe  des  spi- 
rales logarithmiques  qui  sont  à  elles-mêmes  leurs  caustiques  du  pre- 
mier ordre  par  réflexion,  lue  telle  caustique  est  une  développoide 
dans  laquelle  l'angle  â  est  égal  à  celui  qui  caractérise  la  spirale  et  que 
nous  avons  appelé  a  ;  son  équation  sera  donc 


=:    2  auioie 


(,.^,_^),,n„Ba  _ 


et  pour  que  cette  nouvelle  courbe  couicidr  avec  la  proj)osée  à  laquelle 

56.. 
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on  aura  fait  accomplir  un  nombre  entier  n  de  révolutions  sur  elle- 
même  ,  il  faudra  poser 

I  w'  -t-  K  —  -  1  lann  k  ,    ,  , 

aSUiaeV  ^Z  =    g(« -i-2n;r)tanB  a  ^ 

c'est-à-dire 

asnia   :=   eL\        V         J  ^ 

équation  qui  détermine  la  valeur  de  a.  D'ailleurs,  comme  a  est  tou- 
jours moindre  que  -  t:,   on  démontre  facilement,    en  développant  le 

second  membre  ,  que  cette  équation  ne  peut  pas  subsister  à  moins  que 
n  soit  négatif,  c'est-à-dire  que  le  point  de  la  caustique  relatif  au  point 
d'une  spire  quelconque  ne  peut  être  que  sur  quelqu'une  des  spires  in- 
térieures; ce  qui  est  conforme  à  la  nature  de  la  courbe. 

Pour  étendre  cette  propriété  aux  surfaces,  il  faut  rappeler  que  si  un 
centre  envoie  des  rayons  lumineux  sur  une  surface,  tout  rayon  réfléchi 
ou  réfracté  (selon  une  loi  quelconque)  sera  rencontré  seulement  par 
deux  des  rayons  infiniment  voisins  ;  ce  qui  donne  lieu ,  sur  chaque 
rayon  réfléchi  ou  réfracté,  à  deux  foyers  seulement;  et,  par  suite, 
pour  l'ensemble  de  tous  les  rayons  réfléchis  ou  réfractés,  à  deux 
nappes  focales.  Pour  les  rayons  qui  auront  subi  deux  rencontres  il  y 
aura  deux  nouvelles  nappes  focales,  et  ainsi  de  suite  à  l'infini. 

Maintenant,  si  l'on  fait  pivoter  sur  son  pôle,  comme  point  fixe,  le 
plan  d'une  des  spirales  qui  sont  à  elles-mêmes  leurs  caustiques  d'un 
ordre  déterminé ,  ce  plan  roulant  d'ailleurs  sur  une  surface  quelconque  ; 
cette  spirale  engendrera  une  surface  qui  sera  à  elle-même ,  par  rapport 
au  point  fixe  considéré  comme  centre  rayonnant,  l'une  des  deux 
nappes  focales  de  ce  même  ordre.  L'autre  nappe  focale  sera  le  cône  dé- 
crit par  le  plan  même  de  la  spirale  dans  son  mouvement. 

Ce  résultat  tient  à  ce  fait  plus  général  que  si ,  considérant  une  courbe 
plane ,  on  construit  par  rapport  à  un  point  quelconque  de  son  plan 
toutes  les  caustiques  successives  à  l'infini  (par  i-éflexion  ou  l'éfraction'l, 
la  surface  qui  sera  engendrée  par  cette  coiu-be,  lorsqu'on  fera  pivoter 
son  plan  sur  le  point  rayonnant,  aura,  pour  Tune  de  ses  deux  nappes 
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focales  d'un  ordre  quelconque,  la  surface  engendrée  par  la  caustique 
de  ce  même  ordre;  etl'aulre  nappe  focale  de  ce  même  ordre,  quel  qu'il 
soit,  sera  toujours  le  cône  qui  enveloppe  les  diverses  positions  du  plan 
mobile.  Ce  cône  jouit  de  la  propriété  singulière  d'être  à  la  fois ,  par  rap- 
port à  la  surface  ainsi  engendrée ,  un  lieu  de  rencontre  des  normales 
infiniment  voisines,  et  aussi  un  lieu  de  rencontre  de  tous  les  rayons  in- 
finiment voisins  qui,  étant  issus  du  point  fixe ,  ont  subi  sur  cette 
même  surface  un  nombre  quelconque  de  réflexions  ou  de  réfrac- 
tions. 


II. 


Si  de  deux  stations  M  et  M,  on  a  observé  au  même  instant  les  dis- 
tances zénithales  réciproques  z  et  r,  ^  c'est-à-dire  si  z  est  l'angle  que 
fait,  avec  la  verticale  de  la  première  station ,  le  rayon  visuel  dirigé  vers 
la  seconde;  et  z,  la  quantité  analogue  mesurée  simultanément  dans  la 
seconde  station,  si  r  et  r,  sont  les  distances  de  chaque  lieu  au  centre 
de  la  terre  ou  plus  exactement  au  centre  de  la  sphère  qui  est  oscula- 
trice  entre  les  deux  stations  réciproquement  visibles,  de  sorte  que  r,  —  r 
soit  la  différence  de  niveau  entre  ces  stations;  p  et  p,  étant  les  densités 
actuelles  de  l'air  aux  points  M  et  M, ,  et  k  le  coefficient  connu  qui  me- 
sure le  pouvoir  réfringent  de  l'air  atmosphérique  à  la  température  o° 
et  à  la  pression  o'",^6;  ces  diverses  quantités  ont  entre  elles  la  relation 
très-simple 


(A)  .  .  .  r  sin  z  \  I  H-  4  kp   =   /■,  sin  z,  y  i  -+- 4  kp, , 

que  M.  Biot  établit  par  cette  simple  considération  que  «  l'arc  (de  la 
»  trajectoire)  MM,  étant  parcouru  par  l'élément  lumineux  en  vertu 
»  d'une  force  centrale  ,  les  perpendicidaircs  menées  du  centre  C  (de  la 
»  sphère  osculatrice)  sur  les  deux  tangentes  sont  réciproques  aux  vi- 
»  tesses  qui  ont  lion  aux  points  de  tangence,  conformément  à  la  loi 
»  des  aires  qui  a  lieu  dans  un  tel  mouvement.  Or  ces  perpendiculaires 
»  sont  ici  exprimées  par  r,  sin  z,  et  /sin  z;  et  les  vitesses  qui  y  corres- 
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»   pondent  sont  y  i+^kp,,  et\i+likp...  »  [Additions  à  la  Con- 
naissance des  Temps ,  1842.) 

Cette  formule  remarquable  suppose  seulement  que  les  couches  d'égal 
pouvoir  réfringent  sont  sphériques  ;  mais  à  cela  près  elle  subsiste  quelle 
que  soit  la  succession  des  densités  dans  la  hauteur  qui  sépare  les  deux 
stations;  et  il  en  résulte,  au  moins  en  théorie,  «  un  moyen  d'assieiner 
»  rigoureusement  les  différences  de  niveau  de  deux  points  dont  les 
»  distances  zénithales  réciproques  ont  été  observées  simultanément.  » 
[Ibid.)  Mais,  dans  la  pratique,  cette  même  formule  exige  plusieurs  res- 
trictions importantes,  parce  qu'elle  a  «  l'inconvénient  de  prendre  le 
»  rayon  terrestre  pour  unique  élément  linéaire ,  ce  qui  donne  une  très- 
»  grande  influence  à  la  configuration  accidentelle  des  couches  d'égal 
»  pouvoir  réfringent  que  la  théorie  suppose  sphériques,  ainsi  qu'aux 
"  erreurs  que  l'on  peut  commettre  dans  la  mesure  des  distances  zéni- 
»  thaïes,  et  dans  l'appréciation  des  densités  de  l'air  aux  points  ex- 
»  trèmes  de  la  trajectoire  lumineuse;  erreurs  dont  l'effet  combiné  de- 
»  vient  siutout  excessif  quand  l'angle  compris  entre  les  verticales  des 
»  deux  stations  est  fort  petit.  ...  »  {Ibid.)  M.  Biot  parvient  à  res- 
treindre l'influence  de  ces  diverses  erreurs  en  supposant  connu  l'angle 
compris,  au  centre  de  la  sphère  osculatrice,  entre  les  verticales  des 
deux  points  \'isibles  l'un  de  l'autre.  Ce  que  je  veux  faire  remarquer 
ici ,  c'est  que  la  propriété  des  trajectoires  lumineuses  exprimées  par 
l'équation  (A)  est  susceptible  d'une  autre  forme  dans  laquelle,  non- 
seulement  tout  élément  linéaire,  mais  même  les  circonstances  at- 
mosphériques de  chaque  station,  ont  entièrement  disparu.  Il  suffit 
pour  cela  de  concevoir  une  troisième  station  M,  qui  soit  visible  des 
points  M,  et  Mj  ;  et  supposer  qu'on  ait  au  même  instant  mesuré,  en 
chacun  de  ces  trois  points,  les  distances  zénithales  des  deux  autres ,  en 
tout  5?a:  distances.  Pour  la  svmétrie  des  formides,  je  distinguerai  les 
distances  observées  en  chaque  point  par  les  lettres  Z  et  ^  ;  j'affecterai 
les  majuscules  romaines  aux  distances  qu'on  observerait  en  parcourant 
le  triangle  M,  Mo  M,  dans  un  sens,  et  les  lettres  grecques  à  celles  qu'on 
obtiendrait  en  le  parcourant  de  suite  en  sens  inverse.  Alois  l'équation, 
marquée  ci-dessus  (A),  prendra  la  forme 


(i)  .  .  .  r,  sin  Z,  \  I  -t-  4^i'^i    =  '2  sin  Ç.,  v  i  +  4^"/'2> 
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et  aura  !ieii  conjointement  avec  les  suivantes 


(a).  .  .  /■,sinZ,vH-4'^752   =   ''3  sin  ^3  VU- 4A-f>3 , 
(3)  .  .  .  1-3  sin  Z,  V  I  4-  4^p3    =   '".  sin  ;,  y  i  -^-^ko,  ; 

de  sorte  que  par  leur  mutuelle  combinaison  on  obtient  la  relation 

(4)  .  .  .  sin  Z,  sin  Z.,  sin  Zj    =   sin  'Ç,  sin  Ç,  sin  Ç., , 

qui  est,  comme  on  voit,  indépendante  de  toute  circonstance  atmo- 
sphérique et  identiquement  la  même  qu'on  observerait  dans  un  mi- 
lieu homogène  où  les  trajectoires  lumineuses  seraient  des  lignes  droites. 
Cette  relation  (4)  ne  peut  pas  à  la  vérité  servir  directement  à  mesurer 
les  différences  de  niveau;  mais,  son  avantage  est  d'être  à  l'abri  des 
causes  d'erreurs  signalées  par  M.  Riot  danssa  formule  fondamentale  (A). 
Elle  offrira  donc  un  moyen  facile  de  vérifier  l'hypothèse  des  couches 
concentriques  quand  cette  hypothèse  sera  douteuse  ;  ou  bien,  lorsqu'on 
admettra  cette  forme  pour  les  couches  atmosphériques,  on  trouvera  dans 
la  relation  (4)  un  moyen  de  répartir,  entre  les  six  distances  zénithales 
du  triangle  M,  M2  M.,,  les  petites  erreurs  de  l'observation;  mojen  en 
quelque  sorte  analogue  à  ceux  qu'on  possède  pour  redresser  les  erreurs 
commises  dans  la  mesure  des  trois  angles  d'ini  triangle  plan  ou  géodé- 
sique. 
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SUB 

UNE  CLASSE  D'ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES; 
Par  J.   LIOU ville 


En  prenant  y  pour  variable  indépendante  et  la  dérivée  ~  ou  p  poiu- 

inconnue,  on  abaisse,  comme  on  sait,  d'une  unité  l'ordre  de  toute 
équation  différentielle  de  la  forme 


p(r    ^'     ^' 
^  y'  dx'  dx-' 


d"/ 


Peut-être  est- il   bon    d'ajouter,    dans    l'intérêt   des  élèves,    que    si 
ep  [j-  ^  d,  d^ ,  .  ..,  d")  est  une  fonction   homogène  de  d,  l'équation 

transformée  sera  homogène  par  rapporta/»,  -^ ,    -7^,  etc.,  en  sorte  que 

l'ordre  de   cette  équation  elle-même    s'abaissera  encore  d'une  unité 
en  posant 

p  =  e^"'^. 
Cela  résulte  de  ce  que  les  seconds  membres  des  formules 

dr    d'j  dp  d^x   ^  d^p  (  '^P\' 

Tr-P'       d^^-PTy'        dx^    -  P'  1^^-^  P\d~r)''-' 

sont  homogènes  et  respectivement  du  premier,  du  second,    du  troi- 
sième ordre, .  .  . ,  par  rapport  à  p  et  ses  dérivées. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  449 

VVVV\VvVVVV\VVV\A/VVWVVVVVVVVVVVVVVVVVV^'VVVbVVVVVVVVVVVVVVV\VVVVVVVVVVVVVV\ 

RECHERCHES 

SUR 

LA  THÉORIE  DES  NOMBRES  ENTIERS 

ET 

SUR  LA  RÉSOLUTION  DE  L'ÉQUATION  INDÉTERMINÉE  DU  PREMIER  DEGRE 

QUI  n'admet  que  des  solutions  entières; 

Par  m.  J.  BINET 

Prol'esseur  au  ColU(;e  de  France,  ancien  Inspecteur  de  l'Ecole  Polytechnique. 


On  trouvera  dans  la  première  partie  de  ce  Mémoire  quelques  consi- 
dérations sur  les  résidus  des  nombres,  qui  ont  conduit  à  un  procédé 
pour  parvenir  au  plus  grand  diviseur  de  deux  nombres  entiers,  que  l'on 
croit  nouveau.  La  marche  de  cette  méthode  permet  de  l'appliquer  à 
la  recherche  du  polynôme  qui  divise  à  la  fois  deux  polynômes  donnés 
et  que  l'on  nomme  leur  plus  grand  diviseur.  Il  n'était  guère  probable 
que,  pour  Içs  nombres  entiers,  on  put  rencontrer  une  méthode  plus 
simple  que  le  procédé  que  nous  a  transmis  Eiiclide  :  nous  devons  re- 
connaître que  la  nouvelle  méthode  n'accroît  pas  ordinairement  la  fa- 
cilité des  opérations  arithmétiques,  et  il  en  serait  ainsi  pour  l'algèbre; 
mais  elle  conduit  à  des  relations  d'une  simplicité  digne  de  remarque,  et 
qui  peuvent  être  utiles.  Elles  m'ont  fourni  un  théorème  sur  les  nombres 
premiers  qui  n'a,  peut-être,  pas  été  remarqué. 

Dans  la  seconde  partie  du  Tslémoire,  on  applique  les  diverses  rela- 
tions antérieurement  obtenues  à  la  résolution,  en  nombres  entiers, 
de  l'équation 

ax   —   ky  =    I  , 

A  et  a  étant  des  entiers  donnés.   Il  en  résulte  un  mode  de  solution 

Tonie\  I   —  Dêcemoi-.e  i8^i.  5^ 
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arithmétique,  distinct  de  celui  que  l'on  pratique  ordinairement  et  qui 
fut  donné  en  i6i3  par  Bachet  de  Méziriac.  En  ramenant  cette  mé- 
thode à  l'algorithme  régulier  tiré  des  fractions  continues,  Lagrange 
observe  qu'elle  conserve,  au  fond,  le  même  principe,  et  il  ajoute 
a  qu'il  en  est  ainsi  de  toutes  celles  imaginées  depuis  Bachet.  »  (Mé- 
moires de  l'académie  de  Berlin,  1768.) 

J'ai  publié  en  1 827  une  méthode ,  à  laquelle  M.  I^ibri  était 
parvenu  de  son  côté ,  et  qui  est  fondée  sur  un  principe  différent  de 
celui  de  Bachet  :  c'est  le  théorème  de  Fermât  sur  le  résidu  d'un  entier, 
élevé  à  une  puissance  marquée  par  lui  nombre  premier,  qui  fournit 
cette  solution  de  la  congruence  du  premier  degré,  [p^ojez  les  Mémoires 
de  M.  Libri ,  et  le  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  XX^  cahier.)  En 
employant  un  théorème  d'Euler  qui  comprend  celui  de  Fermât, 
^I.  Poinsot  a  donné  à  la  solution  une  expression  plus  élégante  ,  et  plus 
simple  à  quelques  égards,  que  la  notre;  et  c'est  à  des  considérations 
analogues  que  se  rattachent  de  nouvelles  recherches  de  M.  Cauchv 
sur  le  même  objet.  (,Voy.  les  Nouveaux  Exercices  d  Analyse ,  par 
M.  Cauchy,  tome  II,  i84i.)  Ces  diverses  méthodes,  curieuses  sous  !e 
point  de  vue  théorique,  se  prêtent  péniblement  au  calcul  arithmétique. 
]orsc[ue  les  coefficients  de  l'équation  donnée  sont  un  peu  grands  :  la 
méthode  de  Bachet  conserve  eu  ce  cas  tout  l'avantage,  et  elle  est  véri- 
tablement alors  la  seule  praticable.  Celle  que  nous  publions  en  ce  mo- 
ment nous  parait  entraîner  habituellement  des  calculs  de  même  éten- 
due, à  peu  près;  dans  quelques  circonstances  cependant  elle  est  d'im 
emploi  plus  simple  :  c'est  ce  qui  a  lieu ,  par  exemple,  lorsque  l'un 
des  coefficients  de  l'équation  est  un  nombre  premier.  Ce  cas,  auquel 
on  peut  ramener  tous  les  autres .  présente  des  facilités  particulières 
dont  la  méthode  de  Bachet  ne  peut  profiter. 

Quoi  qu'il  en  soit ,  les  amateurs  d'arithmétique  verront  peut-être 
avec  intérêt  le  nouveau  procédé  qui  leur  est  offert  pour  traiter  la 
congruence  du  premier  degré  :  on  sait  que  cette  congruence  est  la  base 
de  théories  importantes  dans  la  science  des  nombres  entiers. 
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PREMIÈRE  PARTIE. 


[I].  Nous  désignerons  par  A  et  a  deux  nombres  entiers  inégaux,  et 
nous  supposerons  A  >  «;  on  pourra  opérer  la  division  de  A  par  le  di- 
viseurs; soit  p  le  quotient  et  a,  le  reste  de  la  division.  Le  dividende  A 
étant  égal  au  produit  ap  ajouté  au  résidu  rt, ,  on  aura  cette  équation, 
provenant  de  la  division  exécutée, 

A   =  «^   +   a,  : 

l'opération  ayant  été  faite  selon  le  mode  habituel  de  l'arithmérique, 
fournira  un  reste  a,  positif  et  moindre  que  le  diviseur  a.  Mais  si  l'on 
accroît  le  quotient  p  d'une  iirsité,  le  produit  rt  (/>  -f-  i)  sera  supérieur 
au  dividende  A,  et  l'équation  de  la  division  pourra  être  ainsi  écrite 

A   —  a{p  +  \)  -  a  ^  a,  =  a[ p  +  ^)  -  ia  ~  a,); 

puisque  a  est  >  a,  la  différence  a  —  a,  est  positive,  et  —  a  — a,,  est 
un  résidu  négatif  qui  résulte  de  la  division  où  l'on  admettrait  un  quo- 
tient/? -I-  I,  supérieur  d'une  unité  au  quotient /9,  qui  est  en  usage  dans 
l'arithmétique  ordinaire.  Lagrange  nomme  division  en  dedans  Topéra- 
tion  usuelle  qui  exige  un  reste  positifs,  ;  et  il  désigne  par  division  en 
dehors,  ou  en  excès,  celle  qui  intro'duit  un  reste  négatif.  Dans  les  deu\ 
cas,  le  reste  est  de  valeur  numérique  moindre  que  le  diviseur  ;  et  Ion 
voit  que  si  une  division  a  été  exécutée  en  dedans,  puis  exécutée  en 
dehors,  les  résiduss,  etrt  —  a,  seront  tels  que  leur  somme  a,  -\-  a  —  «, 
composera  le  diviseur.  Il  s'ensuit  que  sis,  est  >  ^  s,  le  résidu  de  la 
division  en  dehors,  «- rt,,  sera  <^rt,  et  réciproquement  En  em- 
ployant le  quotient  /;,  ou  le  quotient  /J  -+-  i  ,  on  peut  donc  amener 
le  résidu,  positif  ou  négatif,  à  une  valeur  numérique  moindre  que". 
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Nous  écrirons,  en  général ,  l'équation  de  la  division  sous  la  forme 

A  :=  ap  ±L  rt, , 

n  ayant  la  valeur  convenable  au  signe  admis  pour  le  résidu  dont  la 
grandeur  numérique  a,  sera  toujours  <  a.  D'après  ce  qui  vient  d'être 
dit,  on  poura  réduire,  si  l'on  veut,  le  reste  a,  à  une  valeur  moindre 

que  " ,  en  lui  donnant  un  signe  convenable  :  il  est  souvent  utile  d'en 

user  ainsi  pour  simplifier  les  calculs  numériques. 

Dans  une  seconde  division  de  A  nous  allons  employer  le  résidu  n, 
comme  diviseur;  l'équation  provenant  de  cette  division  sera 

A    =;    rt,p,    ±   ^2  ; 

p,  est  le  quotient  et  ±  a„  le  résidu  ,  positif  ou  négatif,  de  l'opéra- 
tion :  on  aura  d'ailleiu's 

^2    <    f^i    <    '^• 

Une  troisième  division  du  même  A  par  a.,  amènera  l'équation 

A   =   a^p.,   ±   «3  : 

ces  divisions  de  A  pourront  être  continuées  à  l'aide  des  résidus  subsé- 
quents «„  a^,...,  tant  que  l'on  n'aura  pas  rencontré  un  reste  nul 
parmi  les  nombres  décroissants  a,  >  a.,  >  «3 .  .  .  ;  mais  on  parvieu- 
dia  nécessairement  à  une  division  qui  se  fera  exactement  et  sans  reste, 
après  un  certain  nombre  d'opérations  :  cette  division  sera  représentée 
par  l'équation 

A  ^  rt„  p„  ; 

a„  sera  un  entier  supérieiu-  à  i ,  ou  simplement  égal  à  i .  Il  est  clair 
que  pour  arriver  à  cette  équation  l'on  aura  exécuté  un  nombre  de  di- 
visions marqué  par  «  +  i  ,  et  dans  chacune  desquelles  A  aura  été 
employé  comme  dividende. 

[II].   Si  toutes  les  divisions  ont  été   faites  de  manière  à  fom-nir  le 
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moindre  résidu,  tout  au  plus  égal  à  la  moitié  du  diviseur  de  lopéra- 
tion ,  on  aura 

rt  >  2rt,,     a,  >  2  aj,     flo  >  aaj,  .  .  . ,     a„_,  >  ia„, 

et  par  conséquent 

a  >  2a,  >  2-rt2  >  2'fl3 >  2"«„  ; 

il  s'ensuivrait 

1"    <-: 

On 

Si  l'on  prend  les  logarithmes  tabulaires  des  deux  membres,  on  auia 
n  log  (2)  <  log  [a]  —  log  (fl„) ,      ou  bien     fi  <  °^     ,     .  "^^""^    Mais 

lOg  (2j 

loe(2)  rr:  o,3oio3.  . .  et  la  fraction  ; — r-,   =   — , —  ■-   ■■    <  —  ;     par 
°  ^   ^  \o^{i)  o,3oio3.  .  .  3        ' 

suite 

"  <  y  [  log  l«)  -  log  («")1  <  y  log  («)• 

Le  plus  communément  le  nombre  des  divisions  sera  fort  au-dessous  de 
cette  limite  supérieure,  quand  a  sera  un  peu  grand.  Si,  par  exemple. 

a  =  1000,   la  limite  supérieure  sera  -,-  X   3  =   10;   c'est-à-dire  que 

pour  tout  nombre  qui  ne  surpassera  pas  1000,  le  nombre  des 
opérations  qui  amèneront  le  dernier  résidu  a„  et  les  quotients 
p,  p,,  p.,,  ...  ,  /j„_, ,  ne  peut  s'élever  au-dessus  de  10  :  généralement  il 
sera  beaucoup  au-dessous  de  cette  limite. 

Il  n'est  pas  inutile  de  remarquer  que  si  l'on  a  été  dans  le  cas  d'ef- 
fectuer un  nombre  considérable  de  divisions ,  le  résidu  a„  que  l'on  a 
en  vue  d'obtenir  sera  un  petit  nombre  par  rapport  à  a ,  et  surtout 
quand  on  aura  employé  les  moindres  résidus  dans  toutes  les  divisions  ; 
pour  que  a„  ne  fût  pas  une  petite  fraction  de  rt,  il  faudrait  cpie  le 
nombre  n  des  divisions  fût  très-petit;  et  encore  il  arrivera  souvint 
qu'après  peu  de  divisions,  le  résidu  ne  sera  plus  de  quelques  mutés 
seulement,  ou  même  l'unité. 


454  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

La  limite ,  ",  .  est  aussi  celle  du  dénombrement  des  divisions  con- 

l0g(2) 

sécutives  qu'exige  la  recherche  du  plus  grand  diviseur  de  A  et  a,  lors- 
que, pour  simplifier  le  calcul ,  on  a  soin  d'admettre  des  résidus  posi- 
tifs ou  négatifs,  afin  de  n'emploj^er  que  des  diviseurs  moindres  que  la 
moitié  des  dividendes  correspondants,  à  partir  de  la  seconde  division. 
L'utilité  de  cette  marche  est  manifeste,  et  je  pense  que  l'on  a  dû  en  faire 
la  remarque,  quoique  je  ne  la  trouve  dans  aucun  Traité.  Alors  les  di- 
visions seront  représentées  successivement  par  les  fornudes 

A  =  (Kj  i:  a,,     a  =  a,<7  rt  a,,    a,  =  a^q^  ±.  c/..^,  etc. ,  a„'_,  =  cf.„'q„', 

«'  +  I  étant  le  nombre  des  divisions  ;  et  d'après  le  décroissement  des 
résidus,  on  aura 

a  >  2  a,  >  2-a2  >  a^a.;,  .  .  .  >  2"  a„'. 

On  tire  de  là,  comme  ci-dessus, 

„'  ^  'Qg  i")  —  ^°g  ("") 

<      rog(.)     • 

Ou  sait  que  cette  série  de  divisions  fournit  les  quotients,  positifs  ou 
négatifs ,  dont  se  composerait  la  fraction  continue  représentant  la  frac- 
tion numérique—.  La  fraction  continue  ainsi  composée  serait,  en  gé- 
néral, moins  étendue  que  celle  dont  on  fait  ordinairement  usage  ;  et  où 
Ton  n'emploie  que  des  quotients  positifs.  Au  reste ,  Lagrange  a  recom- 
mandé l'usage  des  quotients  négatifs  pour  la  réduction  en  fraction  con- 
tinue, dans  le  cas  où  plusieurs  quotients  sont  égaux  à  l'unité,  ij^oy.  ses 
Additions  à  Y  Algèbre  d'Euler,  etc.) 

Dans  les  divisions  de  l'article  précédent,  la  série  des  quotients, 
que  nous  dénotons  par  p  .,  P\  j  P2  j  etc. ,  sera  ascendante  ;  plusieurs 
termes  consécutifs  pi,  />j>i, .  .  .  pourraient  être  égaux  entre  eux  si  l'on 
ne  se  servait  pas  des  moindres  résidus  ;  mais  quand  on  n'admettra 
que  des  résidus  au  plus  égaux  à  la  moitié  des  diviseurs  respectifs, 
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les  quotients  augmenteront  rapidement,  et  souvent /Jj^.,  sera  bien  supé- 
rieur à  et  Pi. 

[111].   Rassemblons  les  équations  des  n  divisions  exécutées  , 

K  =  ap  ±  a,,     A  =  a,pt  ±  (U, . .  . ,    A  =  «„_,  p„_,  ±i  a„,     (A) 

où  a„  est  le  dernier  résidu,  en  sorte  que  A  =  ei„p„,  puisque  nous  ad- 
mettons que  cette  (n  ■+-  i)"^"*  division  s'exécute  sans  reste.  Je  désigne- 
rai par  (A)  ce  groupe  de  n  formules  qui  ont  toutes  A  pour  premier 
membre.  J'indiquerai  aussi  quelquefois  par  le  même  signe  (A)  le  sys- 
tème des  n  divisions  représentées  par  ces  formules,  où  les  quantités 
a,  a,,  a^,  .  . . ,  a„ ,  Pi  p,,  •  .  -,  p„-i  sont  censées  des  entiers  positifs , 
puisque  l'on  a  affecté  explicitement  du  signe  —  ceux  des  résidus  qui 
sont  soustractifs. 

Si  toutes  les  divisions  avaient  été  faites  en  dehors,  ou  avec  des  résidus 
négatifs,  les  équations  (A)  seraient 

k—ap'  —  a[,    k  =  a[p\  ~  a^,  . .  .-,    A  =  «'„■_,  p'„'_, —  «'„'_,  (A)  : 

Je  dénoterai  pareillement  par  (a)  ce  groupe  d'équations;  les  quotieiUs 
/*'  /^'  P\i  ■  ■  ■■>p'n—i  ayant  été  convenablement  calculés,  les  résidus 
«, ,  (i.,,  «.,,  . ..,  a„  seront  des  nombres  décroissants  a  >  a,  >  «j; . . .  >  «„  ; 
mais  plusieurs  d'entre  eux  pourront  être  supérieurs  à  la  moitié  du  résidu 
précédent.  La  forme  des  équations  (a)  sera  plussimple  à  traiter,  et  elle 
conduira  k  des  relations  plus  régulières  que  le  groupe  (A),  qui  ren- 
ferme des  signes  ambigus.  Sous  le  rapport  algébrique  on  voit  facile- 
ment que  ces  formules;  A)  peuvent  être  remplacées  par  un  groupe  de 
la  forme  (a),  où  l'on  admettrait  des  nombres  négatifs  pour  quelques- 
uns  des  résidus  et  des  quotients;  par  exemple,  si  deux  équations  con- 
sécutives du  premier  groupe  i  A)  sont 

A  =  a,  />3  -4-  «4 ,     A  =  a,  ^4  -+-  «5 , 

elles  peuvent  être  présentées  sous  la  forme 

A  =  rtj/j,  —  (— fli),      A  =  (— rt*)  (—  p,)  —  (—«5)» 
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qui  seront  celles  du  groupe  (a)  si  l'on  pose 

ai  =  —  «4,     p^  =  —  Pi,     a'i  —  —  «5. 

Ainsi ,  en  supposant  que  les  résidus  du  groupe  (a)  soient  pris  de  ma- 
nière que 

et  que,  faisant  correspondre  les  signes  de  cette  ligne  et  de  la  suivante, 
l'on  pose  aussi 

p[——p^,     p^  =  ^  p^,     /jg  =  qrpa,  ...,    /J'„_,  =:  rp  p„_,  ; 

le  groupe  (a)  remplacera  complètement  le  premier  groupe  (A) ,  aux 
signes  ambigus.  Pour  passer  d'un  groupe  à  l'autre,  on  devra  simple- 
ment se  rappeler  que 

a'ip'i  =  (qr  «,)  (qr  p,)   =   a,p,. 

Cette  manière  de  présenter  les  équations  (A)  sous  la  forme  plus  régu- 
lière (a)  n'est  pas  sans  analogie  avec  le  mode  introduit  par  M.  Sturm  , 
dans  les  formules  qui  servent  de  base  à  son  beau  théorème  sur  les 
équations  algébriques. 

[IV].  Nous  nous  dispenserons  ordinairement,  pour  plus  de  sim- 
plicité, d'écrire  des  accents  supérieurs  aux  lettres  a,,  a^,  ...,  û'„, 
pi,  pi,  ...,  p'n—,  dans  les  formules  (a);  et  nous  allons  les  considérer 
sous  la  forme 

A  =   rt  /)   —   a, 

A  =    rt,/>,  —    «2 

A  =  a.  p.  —  a^ 
(Â) 


A  =  a„_,p„_,  —  a„,      et       A  =  a„p^. 
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Ce  groupe  d'égalités  résulte  donc  de  n  +  i  divisions  dans  lesquelles 
un  résidu  a,  peut  être  négatif  ou  positif,  sous  la  condition  que  le  quo- 
tient de  même  indice  /j,  aura  le  signe  de  «,  :  le  décroissement  des  ré- 
sidus a,,  a^,a^,..  .  sera,  si  l'on  veut,  celui  que  donne  le  mode  ordi- 
naire de  l'arithmétique,  ou  celui  des  moindres  résidus,  qui  diminuent 
communément  en  raison  plus  que  double,  lorsqu'on  passe  de  l'un  des 
résidus  au  suivant. 

La  première  de  ces  équations  nndtipliée  par  /?,,  et  ajoutée  à  la  se- 
conde, donne 

A(l    -^  P^)    —    ^P>P  -  «2; 

celle-ci,  multipliée  par  p.,  et  ajoutée  à  la  troisième  équation  du  groupe, 
donne 

A  (i  -+-/?,  -h  p^Pi)  =  ap.,p,p  -  (ij-, 
en  employant  les  2  premières  équations,  on  aura  de  la  même  manière 

(1)  j^  ('    "^  P'-'  ^  P'-'  P'-^  +  ^^^-  +/''■-<  Pi-'^Pi-:<  •  ■  ■  P2P,) 

(  =  '^Pi-i  Pi-i  Pi-z  ■  •  •  PiP,p  —  a,, 

ou  bien  encore 

api^,p,^,Pi-, . .  .p,p=ai-^A{ I  +/7,_,  +/;,_,/;,_,  +  etc.  +/;,_, /;,_, . .  p,p,); 

et  si  l'on  pose  i  =  n,  c'est-à-dire,  si  entre  les  n  équations  on  a  éliminé 
a,,  a,,  a^,  .  . . ,  a„_, ,  on  a  ce  résultat 

(2)  app,p.,...p„_^=a„+k\-{-p„_,^p„_.,p„_,+eic.-^p,p^...p„_,). 

On  voit  que  cette  formule  s'obtient  en  ajoutant  la  n'''"''  formule  i.\n 
groupe  à  la  {n  —  i)'""'  multipliée  par  /;„_, , 

à  la  («  —  a)'""''  multipliée  par  /^„_,  p„_„, 

à  la  [n  —  3V'''"''  multipliée  par/)„_,  p„-2P>i-î-> 

et    ainsi    de    suite    jusqu'à  la    pren)iere .    qui    sera    nndtipliée    par 

Pn-K  fn-iPn-A    •••  /Ja/Jt- 
Tome  VI.  —  Décehdhf.  1841.  58 
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Si  l'on  n'ajoute  que  les  «  —  /  —  i  premiers  de  ces  produits,  on  aura 
éliminé  les  résidus  «„-,,  a„_2,  .  .    ,  «,_,,  et  l'équation  résultante  sera 

I  A  1,1   -t-  /?„_,   +  Pn~,Pn~i  +  etc.   +  p„_,  /)„_,>   .  .  .  pi^,) 


=  (i,Pn~fPn-2P„-3    •  •  •  Pi+I  Pi  —  tl,„ 

OU  bien 

(hp,Pi+i  p,+2--Pn-2Pn-i  =  ««-t-Aii  -!-/)„-,  +  etc.  +  y^.v,/J,^...../^„-,)- 
Il  suit  de  cette  formule  que  le  produit 

(iiPiPi+^Pi+i   •■•  P„-2Pn-,, 

étant  divisé  par  A ,  donne  a„  pour  résidu ,  en  sorte  que  les  différents 
produits 

a  p  p,  PiPi  . .  .  p„_,  , 

a^PiPiPî  •  •  •  Pn-^-, 

a.,p.p3  .  .  ./>„_,, 


a„_,p„_, 


sont  des  entiers  congrus  entre  eux  relativement  au  module  A  .  tous  ont 
a„  pour  résidu  commun.  Ces  entiers  peuvent  avoir  des  signes  positifs 
ou  négatifs,  à  cause  des  nombres  p,,p2,p3.,  ...  etc.,  qui  entrent 
comme  facteurs  :  il  sera  toujours  facile  de  déterminer  le  signe  du  pro- 
duit par  les  signes  des  facteurs. 

On  pourrait  aisément  déduire  l'équation  ''i)  d'une  formule  donnée 

autrefois  par  Lambert  pour  l'évaluation  d'une  fraction  —  au  moyen  de 

la  somme  d'un  certain  nombre  de  fractions  ayant  toutes  pour  numé- 
rateur commun  l'unité.  Cet  objet  a  été  traité  depuis  par  Lagrange 
dans  le  V*  cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique.  Pour  retrou- 
ver la  formule  de  Lambert,   il  suffirait  de  diviser  la  formule  (a'   par 
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Pi  Pii  Pi-,  •  •  j  Pn_i  et  par  A  ;  mais  l'objet  de  nos  recherches  exige  que 
l'équation  conserve  la  forme  sous  lac[uelle  nous  l'avons  établie. 

[V]     Il  est  clair,  par  l'équation  (i), 

u  -t-  />,_,   -)-  pi_,  p,_.,  -+-  etc.» 
(     +  p,_,  p,_.,  ...  p.p,  ^ 

que  tout  diviseur  comnuui  à  A  et  à  a  divise  l'un  quelconque  des  rési- 
dus rt,.  Ainsi  le  plus  grand  diviseur  A  de  a  et  A  sera  nécessairement 
facteur  de  chacun  des  résidus  a^,  (U,  .  .  .  ,  «„_,,  a,„  et  quand  l'un  de 
ces  nombres  sera  premier  il  ne  pourra  y  avoir  de  diviseur  commun  à 
a  et  à  A  ;  mais  un  facteur  de  a,  qui  diviserait  A ,  pourrait  ne  pas  divi- 
ser rt,  parce  que  l'équation  (i  exige  seulement  qu'il  divise  le  produit 
"  p,-\  Pi-2  ■  •  •  Pi  Pi  /'1  et  le  diviseur  en  question  pourra  ne  diviser 
que  le  produit /»,_,  /;,_2  ...  p^p,  p.  Si  l'on  considère  spécialement  l'équa- 
tion (2),  on  en  conclura  que  le  grand  diviseur  A  doit  être  facteur  du 
dernier  résidu  a„,  et  ce  grand  diviseur  sera  n„  lui-même,  si  a„  divise  a. 
(les  conséquences  pouvaient  être  tirées  des  équations  (A)  ou  (A) 
avant  d'en  avoir  déduit  l'égalité  (2I  :  en  effet,  par  la  première  formule 

A  =  ap   —   u,^ 

il  est  clair  que  tout  diviseur  de  A  et  a  divise  rt,  ;  mais  un  diviseur  de 
A  et  a,  est  seulement  obligé  de  diviser  ap  et  il  peut  ne  diviser  que  p 
sans  diviser  a  ;  U  pourrait  aussi  avoir  lui  de  ses  facteurs  ilans  p  et  lui 
autre  facteur,  complémentaire  du  premier,  dans  a.  Quand  on  sera  as- 
suré que  p  n'a  pas  de  diviseiu*  commun  avec  A,  il  en  résultera  qu'un 
diviseur  de  A  et  ii,  divise  d.  Par  la  seconde  fornude 

A   =   (i,p,    —   ii-i, 

on  voit  semblablement  que  tout  diviseur  de  A  et  a,  divise  a^;  ainsi  le 
grand  diviseur  A  est  parmi  les  facteurs  de  a.^  comme  il  était  parmi 
ceux  de  a,.  On  prouvera  de  la  même  manière  qu'il  est  compris  parmi 
les  diviseurs  de  «3,  de  «.,  ...,  de  a„_,  et  de  a„:  ainsi  il  ne  peut  surpas- 
ser rt„,  et  sera  par  conséquent  le  grand  diviseur  commun  à  a  eta„  :  ov  a„ 

58,. 
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est  beaucoup  moindre  que  a  dès  que  n  est  un  nombre  de  quelques 
unités. 

[VI].  Cette  considération  peut  conduire  à  une  méthode  nouvelle  pour 
parvenir  au  plus  grand  diviseur  A  de  deux  entiers  :  elle  sera  également 
applicable  aux  polynômes  algébriques  entiers.  Nous  allons  la  dévelop- 
per pour  les  nombres. 

On  s'assurera,  par  la  division  ,  si  «„  est  diviseur  de  a,  et  nous  venons 
de  prouver  qu'alors  rt„  sera  le  grand  diviseur  A  des  nombres  A  et  «.  Si 
la  division  ne  se  fait  pas  exactement,  on  nommera  —  b,  et  q  le  quo- 
tient de  cette  division  ,  en  sorte  que 

a  =   a„  9   —    ^,; 

on  divisera  encore  a  par  b,.  Soient  q,  le  quotient  et  —  b^  le  reste;  on 
divisera  a  par  b.,;  soient  q^  le  quotient  et  —  b.^  le  reste;  cette  suite  de 
divisions  semblables  à  celles  qui  ont  été  opérées  sur  A,  amènera  des 
résidus  ^,,  h.,,  .  •  .,  b,,'  qui  formeront  une  série  fort  décroissante  :  la 
dernière  de  ces  divisions  sera  représentée  par 

a  =   b„'q„', 
et  la  précédente  par 

pour  mieux  nous  faire  comprendre ,  nous  nommerons  ce  système  d'opé- 
rations la  seconde  catégorie  de  divisions  (  a)  :  les  n  divisions  où  A  a 
servi  de  dividende  seront  désignées  sous  le  nom  de  première  catégo- 
rie (a).  D'après  la  formule  (2)  établie  ci-dessus,  l'on  aura  cette  relation 
résidtant  des  n'  divisions  («) ,  * 

'à)     j   '^  ^'  ^  '^"'-^  ^  '^"'-'  ^"'--  '"  ^  '^"'-'  '^"'-'  ■■■  '^'  '^'^ 

Nous  savons,  par  ce  qui  a  été  expliqué  ci-dessus  [V],  que  le  grand 
diviseur  de  a  et  de  a„  ne  peut  surpasser  le  résidu  è„',  et  doit  en  être 
facteur;  le  plus  communément  (ou  du  moins  bien  souvent)  pour  des 
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nombres  A  et  fi  qui  ne  seront  pas  immenses,  on  trouvera  que  b„, 
est  diviseur  de  a„,  et  alors  il  sera  le  grand  diviseur  cherché;  si  a„  n'est 
pas  exactement  divisible  par  h,,' ,  on  opérei-a  sur  «„  et  b,,-  comme  on 
vient  de  faire  avec  a  et  a„  :  en  dénotant  encore  par  r,  r,,  r.,,...,  />_, 
les  quotients,  et  par  —  c,,  —c^,  —  C3,...,  —  r„'_,,  —  c^  les  restes  des 
opérations,  on  aura  la  relation 

,^v  1      -ny       ■      -n   -,    +    r„/'_,    /•„«_2    -f-   etc.    -+-    /■„''-<    /'„"-•.    ••■'■-.  ''1) 

(5j      '  -  - 


On  devra  reconnaître  si  c„r  divise  exactement  Z>„-  :  alors  c„r  serait 
le  diviseur  A  cherché;  la  même  série  d'opérations  sera  prolongée  jus- 
qu'à ce  que  l'on  rencontre  un  résidu,  tel  que  c„",  qui  divise  exactement 
le  dernier  résidu  h,,'  provenant  d'ime  catégorie  de  n'  divisions  anté- 
rieures aux  m"  divisions  exécutées  en  dernier  lieu  :  c'est  ce  qui  ne  peut 
manquer  d'arriver  puisque  le  premier  reste  a„  est  beaucoup  moindre 
que  fi;  que  b„f  est  beaucoup  moindre  que  a„;  c„n  beaucoup  moindre 
que  6,,',  et  ainsi  de  suite.  Que  si,  dans  chacune  des  divisions,  l'on  a 
eu  recours  aux  moindres  résidus,  en  leur  donnant  des  signes  convena- 
bles, on  aura,  art.  [II], 

a   >    -i"  a,„       a„   >    2"7;„ ,        h,,'   >    2""c„", 
et  par  suite 

a   >    2"-*-"+''"  X   c„n ,     et     c„"   <    ^,.^°,^„,.  , 

et  6'„"  sera  généralement  fort  au-dessous  de  cette  limite.  On  voit  cpie 
si  l'on  détermine  le  nombre  v  de  manière  que 


et  que  par  conséquent  le  nombre  n-hn'-i-n"+  etc.  de  toutes  les  divisions 
exécutées  sera  moindre  que  v  qui  est  le  nombre  entier  immédiatement 

,    log  (a) 

supérieur  a  ,  . 

'  log  2) 
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[VII].  Nous  avons  déjà  fait  observer  [III]  que  si  l'on  a  pratiqué  beau- 
coup de  divisions  dans  la  première  catégorie ,  qui  a  donné  le  résidu  a„, 
ce  reste  est  considérablement  moindre  que  a  :  il  arrivera  même  sou- 
vent que  a„  se  présentera  assez  faible  après  un  petit  nombre  n  d'opé- 
rations. Cette  remarque  convient  aux  autres  catégories  de  divisions 
que  l'on  sera  parfois  amené  à  exécuter  :  elle  fera  concevoir  que  le  calcul 
du  grand  diviseur  par  ce  procédé,  ordinairement  moins  simple  que  celui 
de  la  méthode  d'Euclide,  n'entraînera  pourtant  pas  beaucoup  plus  de 
travail.  Cette  opération  est  une  des  plus  parfaites  de  l'arithmétique, 
surtout  quand  on  y  introduit  l'usage  des  résidus  qui  ne  surpassent  pas 
la  moitié  du  diviseur  de  chaque  division  [art.  II];  et  si  l'on  n'avait 
pour  but  que  de  trouver  le  grand  diviseur  de  deux  entiers,  je  ne  pour- 
rais conseiller  de  lui  substituer  le  nouveau  procédé.  On  doit  y  em- 
ployer A  comme  dividende  n  fois  de  suite;  puis  a  sert  de  dividende  n' 
fois  de  suite,  avec  différents  diviseurs,  etc.  Dans  la  méthode  d'Euclide 
on  a  l'avantage  de  voir  le  dividende  et  le  diviseur  décroître  d'une  di- 
vision à  la  suivante.  Mais  le  nouveau  procédé  conduit  à  des  relations 
beaucoup  moins  compliquées  que  celles  de  la  méthode  d'Euclide, 
entre  les  entiers  A  et  a,  les  divers  résidus ,  et  les  quotients  fournis  par 
les  divisions  successives.  La  raison  de  cette  plus  grande  simplicité 
tient  à  ce  que ,  dans  une  même  catégorie  de  r.os  divisions ,  la  relation 
de  deux  résidus  consécutifs  est  de  la  forme 

A  =  a,_,  pi_,  —  Ui, 

qui  est  une  équation  à  différences  finies  du  preuner  ordre;  et  dans  la 
méthode  d'Euclide  on  a,  pour  lier  entre  eux  les  résidus,  une  équation 
du  second  ordre 

a,_2   =    a,-,  gi-^  —  a,- 

Ce  n'est  qu'en  passant  d'une  catégorie  à  l'autre  de  nos  divisions  ,  que 
l'on  retrouve  des  relations  de  cette  forme,  ainsi  qu'on  le  verra  art.  [IX]  ; 
mais  ce  passage  ne  peut  avoir  lieu  qu'un  petit  nombre  de  fois,  à  moins 
qu'il  ne  s'agisse  pour  a  d'un  nombre  immense,  et  dans  ce  cas  toutes  les 
méthodes  vous  exposent  à  de  fort  longs  calculs. 
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[VllI].  Afin  de  donner  une  idée  plus  complète  de  ce  procédé,  on  va 
l'appliquer  à  deux  exemples  :  on  comparera  la  nouvelle  marche  dans 
le  second,  qui  emploie  des  nombres  un  peu  grands,  à  celle  d'Euclide. 
Prenons  d'abord  A  =  1 170 ,  a  ==  7o5;  les  divisions  de  la  première 
catégorie,  où  A  est  constamment  employé  comme  dividende,  sont  indi- 
quées dans  ce  tableau  : 


A 

« 

1 170 

705 

—   240 

-  3o 

* 

-  i 

-39 

P 

-  /'. 

—  F: 

On  voit  que  le  premier  résidu  négatif  —  fl,  =  —  2^0;  1*^  second 
résidu  de  la  division  de  A  par«,  est  -  a.,  =  -  3o,  celui-ci  donne  un 
quotient  exact  —  3g  :  les  deux  autres  quotients  sont />=  2,  —  p,  =  —  5. 
Pour  s'assurer  si  a.  =  3o  est  le  grand  diviseur  et,  dans  tous  les  cas. 
pour  le  découvrir,  on  procède  à  une  nouvelle  catégorie  de  divisions , 
dans  lesquelles  705  =  a  va  servir  de  dividende  • 


,, 

".. 

b, 

705 

3o 

i5 

33 

47 

1 

ï. 

Le  résidu  i5  =  ^,  divise  705,  et  donne  47  pour  quotient  :  on  na  plus 
qu'à  reconnaître  s'il  divise  le  résidu  «.,  =  3o  de  la  première  catégorie  : 
or  cette  division  ayant  lieu ,  il  s'ensuit  que  1 5  est  le  plus  grand  diviseur 
commun  des  nombres  1170  et  7o5  :  toutes  les  divisions  ont  été  effec- 
tuées de  manière  à  fournir  les  moindres  résidus. 

Le  second  exemple  offrira  l'emploi  de  trois  catégories  de  divisujus  : 
soient  A=  129-2646  et  a  =  i45i45;  nous  effectuerons  encore  les  divi- 
sions de  manière  que  les  valeurs  numériques  des  résidus  n'excèdent  pas 
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le  demi-diviseur.  Voici  le  tableau  de  la  première  catégorie  de  divisions 
où  le  dividende  est  constamment  A  =  i  292646. 


A 

« 

-  ", 

-   a. 

1 292646 

145145 

—   i365i) 

-  4959 

-   i653 

9 

-  95 

-  261 

-  782 

P 

—  P. 

—  P: 

—  P, 

Les  diviseurs  a,  a,,  a,,  ^3,  fournissent  les  quotients  9,  gS,  261,  782, 
qui  croissent  rapidement  parce  que  chaque  diviseur  n'atteint  pas  la 
moitié  du  précédent  :  la  division  de  A  par  «3  donnant  un  quotient  exact, 
le  grand  commun  diviseur  doit  être  facteur  de  i653  ;  pour  le  découvrir, 
on  procède  à  une  seconde  catégorie  de  divisions  : 


a 

«3 

—  *, 

145145 

i653 

-  319 

88 

-455 

'/ 

—  ?i 

Une  seule  division  amené  le  résidu  b,  =  319,  qui  divise  exactement 
a  ■=  145 145.  On  doit  procéder  à  la  troisième  catégorie,  où  le  divi- 
dende constant  sera  a.^  =  i653, 


4, 

c, 

c. 

i653 

3.9 

58 

29 

5 

28 

5; 

>■ 

'-. 

'  = 

Elle  conduit  à  un  résidu  29  =  Cj  qui  est  exact  diviseur  de  3 16  =  6,, 
car  319  =  29  X  1 1  ;  et  il  en  résulte  que  29  esrt  le  plus  grand  diviseur 
des  nombres  proposés. 
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Je  rapporterai  ici  le  tableau  des  opérations  de  la  méthode  d'Euclide, 
à  l'aide  de  divisions  ordinaires  : 


I 292646 


145143 


i3i486 


i3659 


85,5S   5io4    3451  !  i653   i45 


En  exécutant  les  divisions  à  l'aide  de  résidus  moindres  que  les  demi- 
diviseurs,  on  aura  moins  d'opérations.  En  voici  le  tableau  : 


292646 

,45.45 

-■3659 

-5,04 

-  i653 

145 

58 

■^9 

9 

—  II 

3 

2 

2 

^ 

Dans  cet  exemple  ,  on  voit  que  le  nouveau  procédé  employé  avec  les 
moindres  résidus,  a  entraîné  9  divisions;  l'ancienne  méthode  en  exige 
ro  ,  et  quand  on  y  fait  concourir  les  moindres  résidus.  7  divisions  suf- 
fisent pour  faire  connaître  le  grand  diviseur  29. 

|IX].  Nous  ferons,  pour  abréger,  dans  l'équation  (2)  , 

P    ^PP>P2 P,.-2Pr,-,, 

P.=       Pi  PiPi-Pn-lPn-i  ^  PiP^  ■■'  Pr,-,-h  etC.-hp„-i  p„_,  ^  P„-,  "M  ; 

elle  deviendra 

a„  =  aP  —  AP,  : 

dans  les  formules  (4)  et  (5)  nous  écrirons  pareillement 

Q     =qq,(]2---(In'~2(]n-,, 

Q,—-    q,q^  ...q„'-2qn'-A  +  q^.q^  ■■■  qn'-,  -+-  etc.  -^  fi„'_,  -    I  , 
R   =rr,i\...  r„-._j/V'-., 
R)  =     r, Tj  ...  r„"_5  r„"_,  -f-  etc.  -1-  v_,  -+-  i  ; 
S  ^x  s,      ...  s„«'_,, 
etc.  ; 

Tomo  VI.  —  Décembre  1841  OQ 
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l'on  aura  ainsi 

(4) 
(5) 
(6) 
(7) 

Lorsque  a„  divisera  exactement  a,  il  sera  le  grand  diviseur  do  a  et 
de  A  ;  son  expression ,  donnée  par  la  formule  (4) ,  sera 

a„  =  aV  -  AP,  , 

et  les  équations  suivantes  n'auront  pas  lieu  ;  mais  si  l'on  reconnaît 
que  h„'  est  le  grand  diviseur  cherché ,  on  aura  les  deux  équations 


fl„  =  flp  - 

-  AP,, 

bn'  =  anQ  - 

-  «Q,, 

c„„  =  è„'R  - 

-  «nR.  , 

r/„,,=  c„"S  - 

-  b„.  S. . 

etc. 

bn'  =  «nQ  —  (iQ\  )     et     a„  =  rtP 


A^. 


la  dernière  étant  multipliée  par  Q,  et  ajoutée  à  la  précédente  donnera  . 
en  réunissant  les  termes  affectés  de  a , 

[8)  *„'=«(PQ-Q.)-  AP.Q. 

Souvent  ces  deux  catégories  de  divisions  auront  suffi  pour  faire  con- 
naître le  grand  diviseur,  qui  sera  alors  /;„'  :  nous  indiquerons  plus 
bas  quelques  circonstances  qui  peuvent  réduire  la  recherche  à  la  pre- 
mière catégorie,  ou  aux  deux  premières,  ou  etc.  Lorsque  Ton  devra 
recourir  à  la  troisième  catégorie  de  n"  divisions  et  que  c„"  sera  reconnu 
le  diviseur  de  h,,-,  et  par  suite  de  A  et  a,  les  trois  équations  (4),  (5i,  6) 
existeront  ensemble;  des  deux  dernières  on  déduit,  par  l'élimination 
deb„>, 

tv  =  a„  (QR  —  R,^  —  rtQ,  R , 

qui  ne  diffère  de  l'équation  que  nous  venons  d'écrire  qu'en  ce  que  c„' 
remplace  b„i,  a„  et  a  remplacent  a  et  A,  et  enfin  P,Q,  P,,Qi  sont  res- 
pectivement remplacés  par  Q,  R,  Q, ,  R,.  Dans  cette  formule  on  subs- 
titue la  valeur 

(4)  .  «„  =  nP-AP,  , 
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ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  multiplie  cette  équation  (4;  par 
QR  —  R,  pour  l'ajouter  à  la  précédente  égalité;  il  en  résulte 

(9)  c„'  =  a(PQR  -  PR,  -  RQ,)  -  AP,  iQR  -  R,). 

Si  l'on  était  obligé  de  recourir  à  une  (piatricme  catégorie  de  divisions 
en  nombre  ri"  pour  atteindre  le  diviseur  </„', "r>  déduirait  des  trois  va- 
leurs de  d„i«^  de  tv,  de  /v,  cette  équation 

rf„».  =  a„  (QRS  —  QS,  -  SR,  I  -  aQ,  (RS  -  S,)  : 

cette  équation,  jointe  à  la  première, 

n„  =  aP  -  AP,. 

doiHie,  ))ar  l'élimination  de  a„. 

i  d„;n  =.  a  fPQRS  -  RSg,  -  SPH,  -  PQS,  +  Q.S.l 
(      -  AP,  [QRS  -  SR,  -  QS,]. 

Ou  contiiuierait  de  la  même  manière,  si  de  nouvelles  catégories  de  di- 
visions avaient  été  nécessaires  pour  arriver  au  grand  diviseur  A  :  en 
admettant  cette  possibilité,  je  dirai  cependant  que  je  n'ai  pas  rencontré 
d'exemple  qui  exigeât  plus  de  trois  catégories,  el  ce  dernier  cas  s'est 
même  rarement  présenté  dans  un  assez  grand  nombre  d'exemples. 

On  peut  observer,  dans  ces  formules,  que  le  grand  diviseur  A,  soit 
a„ ,  soil  b,,' ,  soit  t\,/',  etc.,  se  présente  sous  la  forme  a.r  —  ky.  x  et  y 
étant  des  nombres  entiers  dont  la  composition  est  connue  à  1  aide  des 
quotients  ;>,  /j,,  /).^,  ...,/>„_,  ;  7,  7,,  72,  ..,7«'-n  '',  ''i,  'ï,  ••,'„"_,;  etc 
Dans  ses  Nouveaux  Exercices  d'analyse ,  M.  Caiichy  a  remarqué  que 
le  grand  diviseui-  de  rt  et  A  est  de  cette  forme  [vnjez  tome  II];  mais 
on  n'avait  pas  aperçu  la  composition  qui  ré^sulte  des  opérations  que 
je  viens  d'indiquer. 

|X].  Afin  d'inlioduire  dans  ces  diverses  relations,  cl  spécialemenl 
dans  la  formule  yi.),  les  quotients  positifs  tels  qu  ils  se  sont  j.nsentés 
dans  le  premier  groupe  f  A),  nous  rétablirons  pour  un  instant  des  ac- 

59.. 
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cents  aux  lettres  p',/>,',/J2,  ..,,p'„_,,  a[,a:,,aj,  ..,,«'„_,,  et  nous  re- 
prendrons l'équation  (a)  sous  la  forme 


(ip' PiP'i  •  ■  •  P'n-i  =  «'«  +  A  I 


+  ^^n-^  +  P'n-i  P'n-3  "H  etC.  ^ 


pour  revenir  du  groupe  (a)  au  premier  (A) ,  il  faut  se  rappeler  que 
chaque  résidu  —  a'i  =  ±  a^  est  accompagné  de  p'i  =  ^  Pi-  Le  signe 
du  produit  p' />('/> 2  •  -  .  p'n-i  va  donc  dépendre  des  seuls  quotients  né- 
gatifs p'g=  —  Pgi  p'ii^  —  Phf  •  ■  -,  et  par  conséquent  du  nombre 
des  résidus  positijs  +  rt^.  =  —  a' g,  -h  a^  =  —  a'^,  etc.  Quant  à  sa 
grandeur  numérique,  elle  est  égale  au  produit  pp,p2  •  ■  •  Pn-\-  Nom- 
mons m  le  nombre  des  résidus  positifs  contenus  dans  la  suite  complète 


±  ««-. 


Deux  cas  sont  à  distinguer  :  le  dernier  résidu  peut  être  -^  a„,  et  alors, 
parmi  les  restes  précédents,  il  ne  s'en  trouvera  que  m  —  i  affectés  du 
signe  positif,  tels  que 

Ug^  —  a'g,     rt^  =  —  a'i/,,  etc.  : 

à  ces  résidus  négatifs  a' g,  a'/,,  répondent  des  quotients  négatifs,  et  en 
nombre  m  ~  i  , 

P's^  -  Pg^      P'h^  -P^,  etc. 

Dans  ce  premier  cas  l'on  aura  donc  pour  le  produit 

PiP'^Pz  ---P'n-^  =/>, /^2P3-.-/^«-.  (-1/'""'; 


l'équation  (2j  deviendra,  d'après  cela, 

,  .„_,  Ap,P2-Pn->'-l)"'~'^P2P3-Pn->'-etC.^ 

ou  bien,  après  avoir  multiplié  par  ( —  i  /"-'  ^ 

n  P  Pi  ■  ■  ■  Pn-i   =  rt«    —  I  )     -I-  A  <  ,  ,  ,,„    , 
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Dans  le  second  cas,  où  le  dernier  résidu  —  a'„  =■  — a„,  le;;  m  résidus 
positifs  du  groupe  (A  sont  compris  parmi  les«  —  i  précédents  ±.  a,  , 
±  a.,, ...,  ±:  «„_,,  et  alors  les  quotients  négatifs 

P'g=  -  Pg'     P'à  =  -  Ph,  etc. 
étant  en  nombre  m  ,  le  produit 

p'  p'^  ...  p'„_,  =  /j,  p.  .  ..p,,.,  (  -  i)'"  , 

car  l'on  a  toujours/;'  =  p;  ainsi  l'équation  2'),  après  avoir  été  multi- 
pliée par  (—  i)"*,  deviendra 

,„         .    ipj> p„_,±n^pj  ...  p     ,  rtetc.» 

^-^P„-iP,.-^±Pu-^  -+-',-    l)'"  ^ 

La  partie  non  afifectée  du  nombre  entier  A  a  la  même  forme  dans  les 
deux  cas  de  +  a„  et  de  —  rt„  :  les  signes  de  la  fonction  multipliée  par  A 
seront  faciles  à  déterminer,  en  ayant  égard  à  la  multiplication  de 
(—  i)'"~'  ou  de  (—  i)"*  qui  a  lieu  quand  a'„  =  —  a„,  ou  quand  a'„^a„  ; 
et  en  introduisant  dans  chaque  terme  de  la  fonction 

p\PiP'i--P'n-^  ^PiP-iPl  ■■■P'n-,  -+-  etc.  -hp'„-.  -+-  I, 

les  quotients  négatifs  p'g  =  —  Pg,  p'n  =  —  Phi  etc. 

Il  est  donc  établi  qu'en  partant  du  g:roupe  (A),  où  nous  supposons 
un  nombre  m  de  résidus  positifs  +  «„,  ■+-  <7/„etc.,  on  obtient  entre  A. 
a,  et  le  n"'"'^  résidu  a,„  l'équation 

(11)  rtP  -  AP,  ^««(-i)'", 

où 

P    =^  p  p,  p,  .../>„_,, 

Pi  =p,PiP3  ■■■Pn-x  ±PiP3  ■■■Pn-i  -^  etc.  in/}„_,  ±:  1. 

On  eût  obtenu  évidenunent  un  semblable  résultat  en  n'employant  que 
les  /premières  équations  (A)  entre  A,  a,  a,,  a^,.  . .,  et  a,  :  il  suffirait 
d'écrire  dans  l'équation  ^11),  /  à  la  place  de  n,  et  de  remplacer   m 
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par  le  nombre  des  résidus  positifs  renfermés  dans  la  série 

pour  former  cette  relation. 

Dans  l'équation  (ii)  les  quotients  p,  p,,  p^,  ■  -^p,,-,,  ainsi  que  a„, 
sont  maintenant  censés  des  nombres  positifs,  parce  qu'ils  proviennent 
du  premier  groupe  (A). 

[XI].  Lorsque  les  entiers  A  et  a  n'ont  pas  de  commun  diviseur,  et 
qu'ils  ont  été  cependant  soumis  au  système  d'opérations  qui  produisent 
les  quotients/;, /J|,  ...,/)„_,,  7,  (/,,</.2i  •■•?9'n'-i)  etc.,  le  dernier  des  ré- 
sidus, soit  rt„,  soit  b„i,  soit  (V,  etc.  qui  devrait  être  le  grand  diviseur 
commun  de  A  et  a,  s'il  existait ,  se  présentera  sous  la  forme  ±  i .  Ce 
cas  spécial,  où  A  et  a,  sont  premiers  entre  eux,  mérite  une  attention 
particulière ,  en  raison  des  relations  qui  s'ensuivent  pour  les  deux 
nombres  proposés  A  et  a,  d'après  les  équations  de  l'article  [IX]. 

Si  pour  a„  on  rencontre  la  valeur  a„  ^  ±  i ,  l'on  aura,  en  vertu  de 
l'équation  1  1 1),  cette  relation  en  a  et  A 

(12)  «P-  AP,   =(-!)'", 

ou  m  indique  encore  le  dénombrement  des  résidus  positifs  intro- 
duits dans  le  premier  groupe  des  divisions  (A)  :  P  a  la  même  valeur 
p  p,p2 .../'«_,  que  ci-dessus,  et  il  en  est  ainsi  de  P,  dont  la  forme  eu 
p,  P2 ...  /J„_,  est  plus  compliquée,  mais  connue. 

TVous  ferons  voir  que  cette  relation  a  souvent  lieu  entre  deux  nombres 
a  et  A;  il  sera  prouvé  ci-dessous  qu'elle  existe  nécessairement  lorsque 
A  >  (7  est  un  nombre  premier. 

Quand  a„  ne  sera  pas  égal  à  ih  i ,  et  qu'après  avoir  formé  la  seconde 
catégorie  de  divisions,  où  a  est  employé  comme  dividende  constant 
selon  la  règle  de  l'art.  [VI],  l'on  rencontrera  b„r  ^  rh  i  ,  l'équa- 
tion (5)  deviendra 

a„Q  —  aQ,  =  (— i  '"  , 

ou  m'  dénote  le  nombre  des  résidus  positifs  introduits  dans  la  seconde 
catégorie  des  divisions,  Q   étant  le  produit  q  (],  q^  ■■■  (jn-i   et  Q,  un 
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nombre  entier  connu  à  l'aide  des  quotients  q^i^i,  ■  ■,({„-,,  ou  par 
l'équation  elle-même  quand  on  connaît  a,„  Q,  et  a.  On  a  d'ailleurs, 
dans  tous  les  cas, 

aV  —  AP,  =  a„    —  i)'". 
On  peut  écrire  cette  formule  et  la  précédente  ainsi  : 

a   Pr-i)"'  -  AP,  (-!)'"  =  «„, 

««Q(-ir-rtQ,  (-1)'"  =  1- 

Ces  deux  formules  ne  diffèrent  des  équations  4)  et  (5)  qu'en  ce  que  P 
et  P,  sont  multipliés  par  (  —  r)"",  Q  et  A,  le  sont  par  —  i)'"  ,  et  b„  est 
ici  égal  à  i  ;  éliminant  entre  elles  le  résidu  a„,  on  aura  à  la  place  de 
l'équation  (8)  cette  égalité 

(i3)  a[PQ(-i)'"-'"  -Q,  (-,)'"  ]-AP,Q(-i  )"'^'"  =  i; 

on  l'écrira  plus  simplement  en  la  nuiltipiiant  par  —  i  y-^'"  :  on  aura 
de  cette  manière 

(i4)  a  [PQ  -  Q,  (-  i)'"]  -  AP.Q  =  (-  0'""'"  • 

Lorsque  l'on  ne  trouvera  pas  b„  =  ±  i ,  mais  que  h„  sera  >  1 ,  on 
devra  passer  à  une  troisième  catégorie  de  divisions  pour  rencontrer 
un  résidu  c„  =  ±  i  ;  si  l'on  nomme  m"  ie  nombre  des  résidus  positifs 
de  ces  nouvelles  divisions,  on  aura,  à  la  place  des  équations  4;,  (5  , 
(6),  trois  équations  que  nous  écrirons  ainsi  : 

a  P^-i)-    _AP,(-i)'"    =a„, 

««Q(-'r  -«Q.(-ir' =  *»s 

Z'„'R(-i)'"-rt„R.  (->)'"  =  I' 

et  l'élimination  de  a„  et  h„'  entre  ces  égalités  conduira  à  inie  lornuile 
semblable  à  l'équation  (^9)  :  on  potnra  la  iindti|)lier  par  1  —  1  "  "      "'" 
et  alors  elle  sera 

«[l'QR-PR,^-i"'  -RQ,'-i)'"]-AP,[QR-R,^-iy'']=  -i)'"-^'"*'"  . 
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Un  résultat  semblable  aurait  encore  lieu ,  alors  même  qu'il  faudrait 
poursuivre  dans  un  plus  grand  nombre  de  catégories  la  recherche  du 
dernier  résidu  ±:  i  qui  doit,  en  ce  cas,  remplacer  le  diviseur  de  a  et  A  : 
c'est  ce  que  prouvent  les  équations  (9),  ou  (10),  ou  etc.,  dans  lesquelles 
le  dernier  résidu  sera  toujours  exprimé  par  une  somme  ou  une  diffé- 
rence de  la  forme  ax  ±  kj,  x  et  j  étant  des  entiers.  Ainsi ,  dans  le 
cas  que  nous  examinons,  de  «  et  A  premiers  entre  eux,  on  arrivera 
à  ime  équation  de  la  forme 

aM  —  AP.M,  =  ±:  I, 

dans  laquelle  les  entiers  M  et  P,  M,  seront  assez  simplement  déterminés 
à  l'aide  de  P,  P,,  Q,  Q,,  R,  R,,  etc.,  qui  eux-mêmes  ne  dépendent  que 
des  quotients  p,  p,,  P21  etc.,  ç,  </,,  </.,,  etc.,  r,  r,,  r^,  etc.  Les  nombres 
M  et  P,M,  seront  nécessairement  hétérogènes,  car  s'ils  admettaient  un 
facteur  commun,  il  devrait  diviser  zt  i,  ce  qui  est  impossible.  Par  la 
même  raison ,  A  est  premier  à  M,  et  a  l'est  aussi  à  P,  M, . 

[XII].   Nous  avons  déjà  constaté  par  l'équation  (i) 

app,po  ...  /J,_,  =  ai  +  A  (1  -^  />,_,  -(-/>,-,  Pi~2  -+-  etc.), 

que  tout  diviseur  de  rt  et  A  est  aussi  facteur  de  a,.  Admettons  que  a 
soit  hétérogène  à  A,  comme  dans  l'art.  [XI],  et  que  de  plus  il  en  soit 
ainsi  de  chacun  des  quotients  p,  p^ ,  p.,  ...,  />,_,  à  l'égard  du  même  A  ; 
en  ce  cas,  rt,  sera  sans  diviseur  commun  avec  A,  et  c'est  ce  que  l'on  a 
déduit  des  équations  (a)  considérées  successivement  art.  [V].  Récipro- 
quement si  ni,  ai_i,  rtj_2,. .  .,«2,  rt, ,  et  a  sont  des  entiers  hétérogènes  à  A, 
il  s'ensuivra  que  les  quotients /?,  pi,  P21  ■■•■>Pi-\  seront  aussi  hétéro- 
gènes à  A. 

Quand  la  série  complète  des  quotients  p,p,,p2,  •■•■,pn-\  sera  com- 
posée de  nombres  hétérogènes  à  A,  et  que  a  sera  lui-même  premier  à  A  ; 
la  suite  des  résidus  a,,  a^,  ... ,  rt„_, ,  a„  ne  renfermera  encore  que  des 
nombres  hétérogènes  à  A  :  or  le  dernier  reste  «„  devant  diviser  exacte- 
ment A,  en  vertu  de  sa  définition  [II] ,  ce  nombre  ne  peut  être  que  ±  i  : 
ainsi  la  dernière  des  équations   A)  sera 

A  =  fl„_,  pn-x  ±  I  ; 
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et  l'on  pourra  écrire  a„  =  i ,  en  ne  considérant  que  la  valeur  numé- 
rique, le  signe  érant  réservé.  Dans  le  cas  dont  il  s'agit,  la  formnle  (11) 
devient 

(i5)  app,  p,  p^...  ;;„_,  p„_,  =  (_,)'«  +  AP,  : 

elle  montre  que  le  nombre  entier  résultant  de  la  formule 

app,p,...p„_.p„_,-^{-i)"'->-* 

est  toujours  divisible  par  A,  qui  est  premier  à  a,  ainsi  qua  tous  les 
quotients  ;j,/>,,p2,  •••,/'„-,,  lesquels  dérivent  de  A  et  de  a.  d'après 
les  règles  indiquées  antérieurement  art.  [I]. 

Si  toutes  les  divisions  représentées  par  le  groupe  (A)  ont  été  exécutées 
en  dedans  et  avec  des  restes  positifs  +  «,,  +  a^, .  .  .,  -h  a„_,,  -h  a„  on 
aura  /«  =  «,  et  le  nombre  divisible  par  A  sera 


alors  le  multiplicateur  P,  de  A,  ou  le  quotient  de  la  division  par  A,  aura 
cette  forme  simple,  où  les  termes  ne  présentent  que  des  variations  de 
signes , 

P.  =  PiPiPs  ■■■P„-,  -  PxPi  ■■■  Pn-,  ^  p^p^-'-Pn-,  ^  etc. 

^   Pn~i  Pn~>    =P  Pn-,   ^   '■ 

Si  toutes  les  divisions  ont  été  exécutées  en  dehors  ou  avet  des  résidus 
négatifs,  le  nombre  m  =  o,  et  l'on  aura 

('5')  fipp^Pi  ...pn-,  -  1  =r  AP,; 

alors  tous  les  signes  de  P,  seront  positifs  et  sa  valeiu-  sera 

•"i  =  P>  P2P3  ■■■Pn~,  -+-  PiPi  •■■Pn-,  -+-  etc.  -h  p„_,  -+-  I. 

On  devra  ne  pas  oublier  que  les  conditions  de  ces  formides  de  A  pre- 
mier à  rt  et  k  p,  p,,  p^,  ...,  p„_,,  reviennent  à  celles  de  A  premier  à  a 
ainsi  qu'aux  résidus  rt,,  Oj,  ...,a„. 

Tome  VI.  —  Décembre  1841.  60 
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Dans  le  cas  dont  nous  nous  occupons,  on  met  facilement  en  évi- 
dence la  proposition  exprimée  par  la  formule  (i5),  en  écrivant  les 
équations  du  groupe  i^A)  sous  cette  forme 

A  +  a,      =  a  p, 
A  +  «2     =  a,  pf, 
A  +  «3      =:  a^pi. 


A    +    a„_,    =   rt„_2/3„_2, 

A  ±   I       =  «„_,  p„_,  : 


nous  écrivons  dans  la  dernière  A  it  i ,  parce  qu'il  a  été  établi  ci-dessus 
que  rt„  ^  rp  i .  Si  l'on  forme  le  produit  de  ces  égalités ,  le  premier 
membre  se  composera  de 

(A  +  a,)  (A  +  «a)     •  •  (A  -+-  a„_,)  (A  ±  i), 

et  après  avoir  développé  les  multiplications,  on  aura  une  classe  de 
termes  affectés  de  A,  et  un  produit 

±   «,  «2  «3    •  ■  •    (in-\  ■ 

Ce  produit  poin-ra  être  transporté  dans  le  second  membre  où  se  trouve 
déjà  app,  p2  ■  -pn-x  X  rt,  «2^3  ...  rt„_,  ;  l'on  aura  donc  cette  formule 

AM  =  [app,  p^   ...  /?„_,  rc   i)  a,  a^  a^  .  .  .  a„_,  : 

les  nombres  a,,  «2)  «3?  •■•j««-ij  étant  premiers  à  A,  par  hypothèse, 
il  en  résulte  que  l'autre  facteur  du  second  membre  de  l'équation, 
savoir, 

app,  p.,  .  .  .  p„_,  qr  I 

doit  être  divisible  par  A.  Quand  les  formules  (aj  proviennent  du  pie- 
mier  groupe  i  A  ,  et  que,  dans  ce  groupe,  il   se  trouve  un  nombre  m 
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de  restes  positifs,  on  retrouve  aisément  les  conditions  de  la  formule  (1 5), 
en  introduisant  dans  le  produit  p,  p^  p^  ■  ■  .  p„-,  un  nombre  m  ou  un 
nombre  m—  1  de  quotients  négatifs,  conformément  à  ce  que  nous 
avons  expliqué  art.  [X].  La  formule  (\5)  a  l'avantage  de  montrer  la 
composition  du  multiplicateur  de  A,  ce  que  l'on  ne  trouverait  pas  :uissi 
faciicinent  par  le  |)rocédé  actuel. 

[XIII].  Prenons  pour  exemple  A  =  77  =  7  <  1  i ,  et  a  =  5o ,  on 
|)ourra  disposer  les  divisions  ainsi  que  l'indique  ce  tableau  ,  où  toutes 
les  opérations  ont  été  laites  a  la  manière  ordinaire  de  l'arithmétique  et 
avec  des  restes  positifs. 


77 

5o 

27 

li            S 

5 

•j 

1 

'■ 

3             9 

i5 

38 

Les  quotients /j,  p,,  p^,  p^,  p^,  p^,  sont 

I,  2,  3,  9,    i5,   38, 

et  ils  n'ont  pas  de  diviseurs  communs  avec  A  : 
sitifs,  au  nombre  de  6  =  m  ^  n,  sont 


7  X  I  I  ;  les  restes  po- 


27,   23,   8,   5,    2.    I, 

et  ils  ont  servi  tour  à  tour  de  diviseiu-  au  même  dividende 
le  théorème  (i5),  le  produit 

5o. 1 . 2. 3.9   i5  38 


d'après 


étant  divisé  par  77,  doit  donner (  — i)"  =  i  pour  reste;  c'est-à-dire  que 
le  nombre 

5o . 2 . 3  9 . 1 5 . 38  —  I 

doit  être  divisible  par  77  :  ce  nombre  est  1  538  999,  qui  égale .  en  effet . 

77  X  '9987- 

60.. 
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On  peut  opérer  les  divisions  en  excès,  et  en  introduisant  des  résidus 
négatifs  à  toutes  les  divisions  ;  on  aura  ainsi 


-  i5      i    —  i3 


-  6 


Tous  les  restes  étant  négatifs,  on  a  m  =  o,  et  d'après  la  formule  ;  12;, 
le  nombre 

5o.2  4  6.6  —  I  =  14399 

doit  être  divisible  par  77  :  ce  nombre  est  en  effet  le  produit  de  77  x  187. 
En  effectuant   les  divisions   sous  la  condition    d'avoir   des  restes 
moindres  chacun  que  la  moitié  du  précédent  résidu ,   les  opérations 
seront  représentées  dans  ce  tableau. 


Les  résidus  23,  8,  3,  i  décroissent  en  raison  plus  que  double;  et  pour 
remplir  cette  condition  on  a  admis  trois  résidus  négatifs  —  aS,  —  3, 
—  I ,  et  un  seul  positif,  8  :  on  a  donc  ici  ni  =  i ,  et  d'après  la  formule 
(12),  le  nombre 

5o  X  a .  3 .  1  o .  26  -)-  I 

doit  être  divisible  par  77  :  ce  nombre  est  78001  =  77  X  ioi3. 

Si  en  posant  toujours  A  =  77,  on  eût  pris  a  =  21 ,  les  conditions 
de  la  formule  12)  ne  se  fussent  plus  trouvées  remplies.  Voici  les  divi- 
sions en  dedans. 


On  se   fût  trouvé  alors  dans  le  cas  de   la  formule  fii    .   on  eût  eu 
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/^  =  3,  ^,  =  0  ;  a,  =  i/J»  rtj  =  7,  /«  ^  2;  ainsi  le  nombre 

21.3.5  —  7  =  3o8 

doit  être  divisible  par  77  :  ce  nombre  ir=  77  x  4-  Ici  se  présente  le 
«liviseur  commun  7  des  nombres  21  et  77. 

[XIV].   Les  conditions  exigées  par  la  formule  (i5), 

app,p^...p„_,  -+-(-1}'"+'  =  AP,, 

c'est-à-dire  pour  que  le  nombre  entier 

app,iJ,  ...p„-,  -h  (-!)'"+• 

soit  exactement  divisible  par  A,  peuvent  être  nombreuses;  car  il  faut 
que  A  soit  hétérogène  à  rt  et  aux  quotients  p,p^,  p^,  ...,p„_,,  fournis 
par  une  série  de  n  divisions  où  A  sert  de  dividende  constant  [I].  Néan- 
moins ces  conditions  seront  remplies  toutes  les  fois  que  l'on  prendra 
pour  A  un  nombre  premier  a  >  a.  Alors,  en  effet,  les  résidus  dé- 
croissants a, ,  a2,a^,  ...,rt„,  tous  moindres  que  a,  et  par  conséquent 
que  a,  seront  sans  diviseurs  communs  avec  a,  que  l'on  suppose  premier  ; 
et  il  a  été  démontré  antérieurement  [XII]  qu'alors  les  quotients 
P^  PtiP-if  ••■i  Pri-ii  sont  eux-mêmes  sans  diviseurs  comraïuis  avec  A  r=  a  : 
ce  sont  d'ailleurs  des  entiers  moindres  que  le  nombre  premier,  et  cela 
suffisait  pour  dispenser  de  toute  preuve.  Il  en  résulte  ce  théorème  , 
pour  un  nombre  premier  quelconque  a  : 

divisez  a  par  a;  soit  p  le  quotient  et  a,  le  reste; 
divisez  a  par  rt,;  soitp,  le  quotient  et  a^  le  reste; 
divisez  a  par  a^;  soit  p^  le  quotient  el  a^  le  reste; 

par  ces  opérations  consécutives  vous  arriverez  à  un  reste  r<„  =  1.  si 
vous  avez  exécuté  toutes  les  divisions  selon  le  mode  ordinaire  qui  donne 
des  restes  positifs;  cela  posé ,  le  nombre  entier  ainsi  formé 

16)  rt/j/>,/>j  .../>„_,  -H  (-1)"*' =  aP,, 

sera  nécessairement  divisible  par  le  nombre  premier  7.,  <-rt  sorte  (pie 
dans  cette  formule  P,  sera  im  entier. 
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Si  vous  avez  exécuté  seulement  m  divisions  en  dedans,  art.  [I],  et  les 
11  —  m  autres  divisions  en  dehors  ou  avec  des  résidus  négatifs: 
que  les  quotients  positifs  des  divisions  soient  encore  dénotés  par 
/')  f^ii  P21  ■■■1  Pn-i  ;  vous  arriverez  à  un  dernier  résidu  qui  sera  -(-  1  ou 
—  I,  et  le  nombre  entier 

16'  (ip  Pi  Pi  ■■■  Pn-i  ^  (—  i^'"'^'  =  aP, 

sera  exactement  divisible  par  a  :  ici  les  nombres/^,  p,,  p^^  etc  ,  ainsi 
que  P,  et  n ,  désignent  des  entiers  différents  de  ceux  du  premier  cas,  où 
les  résidus  étaient  tous  positifs. 

Si  l'on  a  rendu  tous  les  résidus  négatifs,  en  exécutant  les  divisions 
en  dehors,  la  formule  ^^i5   prendra  cette  expression  plus  simple 

a  pp,  P2  ...  pn~,  —  I  =  aP.- 

car  alors  on  doit  prendre  /«  =  o ,  m  étant  le  nombre  des  opérations  à 
résidus  positifs. 

Le  théorème  de  Wilson  établit  que  le  nombre  2.3.4  ■••(« — ^^(k — i)  +  i5 
ne  sera  divisible  par  a,  que  sous  'a  condition  de  a  premier.  Le  produit 
'2  .  3.4...  (a—  i)  devient  d'une  grandeur  énorme  dès  que  a  n'est  plus  un 
petit  nombre  entier  :  cette  difficulté  d'arithmétique  pratique  rend  assez 
rare  l'emploi  de  cette  belle  propriété.  Notre  théorème  montre  qu'en 
prenant  à  volonté ,  un  entier  a  dans  la  série  2.34-  (^z —  '  )>  on  peut 
facilement  trouver  les  facteurs  p, /;,  ,^5,  ...  ,p„_,,  qui  doivent  lui  être 
associés,  pour  fournir  la  quantité  ap  p,  p^  ■■■  fa-t  —  i  divisible  par  a  ; 
et  le  nombre  n  de  ces  facteurs  sera  non-seulement  moindre  que  a  —  2, 
mais  considérablement  au-dessous  de  a  <  a,  quand  a  sera  un  peu 
grand  [II]- 

Cette  propriété,  qui  convient  à  tous  les  nombres  premiers  a,  peut 
recevoir  d'utiles  applications.  Nous  avons  déjà  dit  qu'elle  n'est  pas, 
comme  le  théorème  de  Wilson,  un  caractère  exclusif  du  nombre  pre- 
mier, et  c'est,  d'ailleurs,  ce  que  nous  allons  établir  dans  un  instant. 
On  connaît  d'autres  propriétés  qui  appartiennent  aux  nombres  pre- 
miers et  qui  n'appartiennent  pas  à  eux  seuls  :  tel  est  le  théorème  de 
Fermât,  selon  lequel  a'''~'  —  i  est  divisible  par  a  premier,  quand  a  n'est 
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pas  divisible  par  le  même  a  -.  Ei.ler  a  découvert  qiie  A  étant  nn  nombre 
composé  et  A'  étant  le  dénombrement  des  entiers  moindres  que  A  et 
premiers  avec  lui,  le  nombre  entier  a"'  -  ,  est  divisible  par  A,  pourvu 
que  a  soit  premier  avec  A. 

[XVj.  Voici  d'autres  cas  généraux  où  les  conditions  de  la  formule  (1 5) 
seront  remplies  :  soit  A  =  y/,  «  étant  premier  et  h  enrier  posirif;  si  7 
est  supérieur  à  «,  les  conditions  dont  il  s'agit  pour  la  formule  (.5) 
auront  également  lieu  ;  car  a  étant  >  «,  et  a>a,  >«,>  «3,...,  ces  en- 
tiers, tous  moindres  que  a,  seront  premiers  avec  A  =  a'',  puisqu'ils  le 
seront  avec  a,  qui  est  premier;  par  suite  les  enriers/j,^„  ;,„  ...,,,„_,  se- 
ront premiers  à  A,  d'après  ce  qui  a  élé  prouvé  art.  [XII],  et  c'est  tout 
ce  qu'exige  la  formule  (i5). 

Si  A  =  a. A,,  A,  étant  un  entier  qui  n'ait  aucun  facteur  premier 
inférieur  à  a,  et  si  l'on  suppose  a  >  a,  on  en  conclura  sur-le-champ 
que  les  restes  a,,  a..,  ...,  tous  moindres  que  a,  ne  peuvent  avoir  aucun 
facteur  commun  avec  lui  ni  avec  A,,  parce  que  les  diviseurs  premiers 
de  A,  ne  sont  pas  moindres  que  a,  par  hypothèse;  en  ce  cas,  qui  com- 
prend les  précédents,  les  conditions  du  théorème  seront  remplies,  et 
le  nombre 

sera  un  entier  divisible  par  A  =  aA,. 

ce  étant  encore  le  moindre  diviseur  premier  de  A  =  a  A„  supposons 
a>cc:  après  avoir  formé  les  restes  ±a,,±:  a„  ...,  ±  «,  des  premières 
divisions  de  A  par  a,a„a„  ...,  «,_„  si  l'on  a  rencontré  pour  tous  ces 
restes  des  nombres  hétérogènes  à  A,  et  que  a,  soit  actuellement  moin- 
dre que  a,  tous  les  autres  résidus  ±  «,+„  etc.,  jusqu'au  dernier  n„. 
seront  premiers  à  A,  puisqu'ils  seront  au-dessous  de  son  plus  petit  di- 
viseur a:  dans  ce  cas  tous  les  quotients  seront  aussi  premiers  à  A ,  et 
les  conditions  de  l'équation  (r5)  seront  assurées. 

Ceci  suffit  pour  montrer  que  la  formule  (i  5^  et  la  proposition  qu-,ll.- 
exprime  seront  souvent  a|)plicables. 
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SECONDE  PARTIE. 

Application  à  la  résolution  de  l'équation  du  premier  degré  en  nomhres 

entiers. 

[XVII].   L'analyse  précédente  s'applique  aisément  à  la  détermina- 
tion des  entiers  x  et  j-  propres  à  satisfaire  à  l'équation 

ax  —  A^  =  I , 

à  laquelle  on  ramène  la  résolution  de  l'égalité  ax,  —Aj,=B  en  posant 

X,  =  Bjt  ,     j,  =  Bj  : 

après  avoir  substitué,  on  pourra  diviser  par  B,  et  l'on  n'aura  plus  à 
traiter  que  l'équation 

(17I  ax  —  Aj  =:  1  , 

ou  les  entiers  A  et  a  devront  être  preuiiers  entre  eux. 

On  sait  que ,  si  l'on  peut  connaître  d'une  manière  quelconque  deux 
valeurs  particulières  .Tq  et  j'o  qui  satisfassent  à  cette  égalité,  en  sorte  que 

axo  —  Afo  =  I  - 
on  obtiendra  sur-le-champ,  pour  les  valeurs  générales  x,  j , 

X  =  Xo  +  y.-A., 

J  —  j^-^l.a, 

\  étant  un  entier  pris  à  volonté,  positif  ou  non.  Si  l'on  parvient  a  cal- 
culer facilement  l'un  des  nombres  Xq  ou  Jq,  on  aura  l'autre  sans  dif- 
ficulté ,  puisque  la  valeur  y\^ ,  par  exemple,  est  jo  =  — °-- —  :  elle  n'exi- 
gera qu'une  multiplication  et  une  division,  dès  que  Xo  sera  exactement 
connu  comme  nous  le  supposons. 
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Quand  A  est  un  nombre  premier  rj.  '^  a,  l'équation  étant 

(18)  ax  —  r/.y  =  i , 

on  arrive  immédiatement  à  une  valeur  de  .t„  a  l'aide  du  théoremt  (|iu' 
nous  avons  établi  [XIV].  En  conservant  les  notations  de  cer  article, 
nous  avons  reconrui ,  jiar  l'équation  [i('Ai  que 

a  p p,  p.,  ...  p„_,  —  aP,  =  (  —  I  )'"  ; 

ou  bien,  en  représentant  encore  par  P  le  produit  pp^  /Jo  ••• /^„_,,  et  en 
multipliant  l'équation  par  ( —  i)'", 

(16)  «P  (-!)'"- aP,  (—1)'"  =  I  : 

cette  relation,  où  P  (—1)'",  P|  (— i)'"sont  des  entiers  composés  d'élé- 
ments numériques  connus,  autorise  à  prendre  pour  jc^  et  y„  les  valeurs 

x„  =  P(-i/",     j„=  P,    -1)'"; 

on  aura ,  par  suite ,  ces  valeurs  générales  de  jc  et  y  ., 

(  I  Cj)  J"    =  P     —  I  )'"   -f-  ). .  A ,       j^-    =  P ,      —  I   '"    -4-   >Y7  , 

À  étant  un  entier  quelconque  à  volonté. 

La  valeur  jTo  =P( — 0'"  sera  d'un  calcul  plus  simple  que  celle  de 
j-^  =  P,  ( — i)'",  parce  que  P,  .serait  composé  d'un  certain  nombre  de 
termes  à  évaluer  séparément.  On  devra  pour  cette  raison  déduire,  ainsi 
que  nous  l'avons  dit  pour j^^,  la  valeur  de  P,  de  l'équation 

rtP  -  aP,  —  «  — I  '", 
qui  flonne 

_  «P -(-.)" 
r,  _  ^         . 

[XVill|.  Lorsqueles  quotients  ^^/),,po, ...,/;„_,  seront  eu  petitnombre, 
le  calcul  de  P  sera  facile;  mais  dans  le  cas  où  n  serait  un  peu  grand, 
et  où  ces  quotients,  qui  servent  maintenant  de  lacteurs,  seraient  des 
nombres  considérables,  P  deviendiail  un  fort  grand  nondjie .  jjéiubie 

Tome   \  I.   —   UbCtMont  iS^i-  "^ 
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à  calculer.  Mais  on  doit  observer  que,  relativement  à  l'usage  de  P 
pour  obtenir  .r,  tout  multiple  de  a  renfermé  dans  P  est  sans  utilité , 
et  doit  être  négligé,  parce  qu'on  peut  le  regarder  comme  compris 
dans  la  partie  aX,  qui  est  un  multiple  entier  arbitraire  de  a.  Soit 
Pa  <  a  le  résidu  positif  ou  négatif  de  P,  selon  le  module  a,  et  soit 
M  le  quotient  de  la  division ,  en  sorte  que 

P  =  P,+  aM; 
la  valeur  de  j?o  sera 

Xa  =  Pa(— i)'"  +  aM(  — t)'",  . 
et  celle  de  x  est 

X  =  P^  (-  i)'«  +  a  [X  +  M  ,  -  O""], 
ou  bien  encore 

X  =P,  (_,)'»+  aX, , 

X,  étant  un  entier  pris  à  volonté  :  on  indiquera  dans  l'article  suivant 
comment  on  peut  obtenir  P^  sans  être  obligé  de  calculer  complète- 
ment le  produit  P. 

D'après  la  formule  (i6),  on  a 

aP    +aaM  — (— i)"  aP    _  (—i)" 

P,  = — h  aM, 

a.  a 

«P«  — f— 0"' 
amsi ^ est  un  entier. 

a 

La  valeur  de  P,  substituée  dans  celle  de  j  donne 

J  =  -^V +«[X  + M  (-,)'«], 

et,  en  remplaçant  par  X,  le  multiplicateur  de  a,  elle  est  simplement 

aP,(-i)'»-i 
jr  = h  aX, , 

que  Ion  eût  formée  en  portant  le  valeur  de  x  dans  l'équation 
ax  —  aj  =  I . 
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Ce  couple  {x,  j)  ne  diffère  de  celui  que  nous  avions  en  premier  lieu, 
qu'en  ce  que  le  résidu  P,^  <  a  remplace  le  produit  P,  d'où  il  tire  son 
origine  au  moyen  de  la  division  de  P  par  a,  car  ).,  est  un  entier  arbi- 
traire comme  l'était  /  ;  on  doit  remarquer  que  le  nombre  M  disparaît  et 
est  enveloppé  dans  À,.  En  posant  ).,  =  o,  on  aura  simplement  ce 
couple  (.r,  j),  que  je  dénote  encore  par  x„,  y„, 

Ces  nombres  seront  respectivement  au-dessous  de  a,  et  «,  pour  leurs 
grandeurs  numériques  :  si  x^  est  positif,  on  aura  la  plus  simple  so- 
lution en  nombres  positifs  de  l'équation  proposée;  mais  siP,^(—  T'" 
était  négatif,  au  lieu  de  prendre  ).,  =;  o,  on  poserait  À,  =  i  ,  et  alors 
les  valeurs 

•To  =  Pa(  — i)'"  +  a, 

«[P,,(— 1)°'+  a]—  I 
7o= ^ , 

seraient  des  nombres  positifs  et  moindres  que  a  et  a  respectivement  ;  les 
inconnues  déterminées  sous  cette  condition  résolvent  le  problème  des 
nombres  associés  d'Euler  [Opusc.  nnaljt.);  on  sait  qu'il  a  nommé  as- 
socié du  nombre  entier  rt  <  a,  un  nombre  entier  a?  <  a  et  tel  que  le 
produit  nx  étant  divisé  par  a,  donne  l'unité  pour  résidu  ou  reste  de 
division;  en  sorte  que  x  doit  satisfaire  à  l'équation 

ax  =  I  -^  aj-, 
que  nous  venons  de  traiter,  et  de  plus  il  doit  être  <  a. 

[XIXJ.  Cette  solution  repose  entièrement  sur  le  théorème  ,  i6  ,  et, 
quant  au  calcul  arithmétique,  sur  la  détermination  du  résidu  P„  du 
produit  P.  On  peut  obtenir  ce  résidu  sans  être  obligé  de  calculer  préa- 
lablement la  valeur  complète  du  |iro(liiit  P  :  en  supposant  P  composé 
d'un  certain  nombre  de  facteurs  considérables  par  leur  grandeur,  on 
pourra  choisir  les  plus  gros  facteurs  /;„_,.  /?„_..,  et  si  leur  produit  efTec- 

6i.. 
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tué  surpasse  a,  on  le  divisera  par  a,  afin  d'en  tirer  un  résidu  o  relatif  a 
ce  module;  ou  multipliera  ce  résidu  p  par/>„_3,  et  l'on  prendra  le  ré- 
sidu p,  de  ce  nouveau  produit  partiel,  toujours  pour  le  même  mo- 
dule a;  p,  sera  lui-même  multiplié  ytar p„_^,  et  l'on  cherchera  encore , 
par  la  division,  le  résidu  du  produit  p,p„--^  :  en  continuant  ainsi  à 
multiplier  le  dernier  résidu  formé  par  un  nouveau  facteur  de  P,  et  pous- 
sant la  série  de  ces  opérations  jusqu'au  dernier  facteur  p,  on  parvien- 
dra évidemment  au  résidu  cherché  P,^.  Les  résidus  partiels  p,  s,,  p2, .  -  • 
seront  tous  moindi'es  que  (/.,  et  il  en  est  ainsi  de/5„_,,p„_.,,.. .  :  ainsi  les 
produits  successivement  formés  n'atteindront  pas  a-.  Nous  montrerons, 
dans  un  exemple ,  comment  on  peut  faire  concourir  les  divisions  qui 
ont  fourni  \esp,  p, ,  p.,,  .  .  - ,  /?„_,  à  simplifier  ces  calculs.  Cette  recher- 
che du  résidu  Pj,  n'est  pas  particulière  au  cas  de  a.  premier;  elle  sera 
utile  pour  d'autres  applications;  nous  avons  cru  devoir  en  rappeler  ia 
marche,  bien  connue  des  personnes  qui  se  sont  occupées  de  la  théorie 
des  nombres  entiers. 

[XX].   Nous  avons  admis  que  a  était  moindre  que  le  nombre  pre- 
mier a;  s'il  en  était  autrement  et  que  l'équation  fût 

a'  X  —  y.j  ^  I , 

a'  étant  supérieur  à  a,  on  pourrait  diviser  le  nombre  a'  par  a  ;  soient  h 
le  quotient  de  la  division  et  rt  <  a  le  reste,  on  aurait 

a'  ^  h.(j.  +  a\ 
en  mettant  cette  valeur  de  a'  dans  léquation  à  résoudre  ,  elle  devient 

iha  -!-  rt)  o"  —  u.y  =:  1 , 
ou  bien 

ax  —  cf.[y  —  hx)  =  i . 

En  posant  jy  —  hx  =  j',  l'équation  se  change  en 

ax  —  aj'  =  I , 
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où  rt  <  a;  et  cette  congruence  peut  être  traitée  maintenant  par  la  mé- 
thode qui  vient  d'être  expliquée  :  elle  fera  connaître  les  valeurs  de  x 
et  de  y' \  or  7  =  j'  -f-  hx  ^  et  partant  j  sera  connu  quand  on  aura 
X  et  j' . 

[  XXI  |.  Pour  premier  exemple,  nous  prendrons  l'équation 

887  X  —  I  io3^'  —  I , 

où  iio3  est  un  nombre  premier;  voici  le  tableau  des  divisions  exé- 
cutées selon  la  règle  de  l'article  [  I]  et  de  manière  que  les  résidus  soient 
moindres  que  les  demi-diviseurs  : 


iio3 

887 

216 

23 

. 

5 

,s 

/' 

P, 

/'l 

Dans  chaque  division  1  io3  a  servi  de  dividende:  les  quotients  sont 
1 ,  5,  48;  les  résidus  sont  216.  a3  et  —  i  ;  ainsi  deux  résidus  sont  po- 
sitifs, et  le  nombre  dénoté  par  7?t  =  2;  n  =  3,  puisqu'il  y  a  trois  divi- 
sions opérées  avant  de  rencontrer  le  résidu  i:  i .  D'après  cela,  la  valeur 
de  X  est,  selon  la  formule  (19)  , 

(—  \f  X  =  \ .  J.48  -I-  1  io3.).. 

La  valeur  positive  de  x  <  1  ro3  est  donc  5-48  ^=  240;  celle  de  j  qui 
lui  correspond  sera  donnée  en  mettant  i\o  à  la  place  de  x  dans 


y  = 


887.x — I 887.240  ■ 


I  io3 


I  io3 


-  =   193- 


On  a  donc  pour  les  valeurs  générales  de  .r  et  ^ , 

X  =  240  -I-   [  io3.). , 
j=  .93+     887. X. 
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Cet  exemple  n'a  fexigé  que  des  calculs  fort  simples,  parce  que  les  coef- 
ficients iio3  et  887  sont  peu  considérables.    Par  la  méthode  de  La 

sranee,  il  faut  réduire  en  fraction  continue  la  fraction  — '-:  il  a  trouvé 

"  1  I  oj 

[Jlgèhre  d'Euler) 


io3 


9+- 


■^4 

les  fractions  convergentes  que  l'on  doit  calculer,  par  les  règles  ordi- 
naires ,  sont 

o      1      4     37     78      ii5      193      887 
7'    7'  5'  46'   ^'  743'  ^'  77^' 

la  méthode  dont  il  s'agit  enseiene  que  la  fraction —7-   fournit   des  va- 

0  '^        1  240 

leurs  de  JT  et  de  j,  savoir,  x^  =  a^o,  7,,  =  igS,  nombres  que  nous 
venons  d'obtenir. 

Nous  donnerons  un  second  exemple,  où  nous  choisissons  pour 
coefficients  des  nombres  plus  considérables  :  nous  y  expliquerons  la 
manière  de  faire  concourir  les  divisions  qui  auront  fourni  les  quotients 
p,  p,,p2,....,  à  simplifier  le  calcul  du  résidu  P,  du  prodnitP=pp,/j.,.../j„_:. 
Le  nombre  a  =:  785809  est  premier  d'après  la  table  des  diviseurs  des 
nombres  de  Burckhardt  :  nous  dirons,  en  passant,  que  cette  table  peut 
être  utilement  consultée  pour  des  calculs  de  ce  genre,  et  dans  beaucoup 
d'autres  occasions. 

Soit  donc  l'équation 

4598. a'  —  785809. j>-  =  I  : 
on   cherchera,  selon  les  règles   des  art.   [I]  et  [XIV],  les   quotients 
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Pi  Pi-,  Pif-  Le  tableau  suivant  présente  les  divisions  effectuées  avec  les 
moindi-es  résidus  positifs  ou  négatifs. 


785809 


« 

-«, 

-'. 

■   .-. 

4598 

-4<9 

59 

—  12    i 

171 

—  1750 

■33.9 

1 

-  65484! 

p 

—  p. 

p. 

—  ;', 

Quatre  divisions  ont  été  faites,  en  employant  a  comme  dividende ,  pour 
parvenir  au  résidu  «^  =  i  :  deux  résidus,  Sf)  et  1 ,  sont  positifs;  ainsi 
m  =  2,  et  par  suitef—  i)""  =  i ,  on  aura  donc,  d'après  la  formule  (19), 
cette  valeur  générale  de  x,  pour  l'équation  donnée , 

X  =  171  X  1750  X  i33c9  X  65484  —  /.a. 

Avec  cette  valeur  de  .r  on  obtiendra  celle  de  j,  par  l'équation  menu- 
qui  donne 

ax  —  I 

elle  n'exigera  plus  quune  multiplication  et  une  division. 
Cette  valeur  de  x  exigerait  la  formation  du  produit 

P  =  171  X   1760  X  i33t9  X  65484, 

qui  renfermerait  i5  chiffres;  l'on  a  ordinairement  besoin  de  solutions 
plus  simples,  et  dont  la  valeur  numérique  ne  dépasse  pas  a. 

On  peut  éviter,  ainsi  que  nous  l'avons  dit,  de  calculer  complète- 
ment ce  produit ,  et  arriver  au  résidu  que  fournirait  la  division  de  P» 
par  a.  Pour  cela  on  prendra  d'abord  les  deux  facteurs 

i33i9  ^   65484  : 

on  divise  i33i9  par  a  =  la,  cela  donne 

1 33  r  9  =  1  2  X    1 1 09  -I-   I  t  =   1  a  X   I  I  I  o  —   I  ; 
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iiiiilti])liant  jiar  p.  ^  65484,  on  aura 

i33j9X  65484  =  luo  x  12  x  65484  -65484: 
mais  par  la  quatrième  division  on  a 

12  X  65484  =  785890  —  I  =  a  —  I  ; 
on  aura  donc 

i33i9  X  65484  =  II  io(a  —  i)  —  65484. 

On  négligera  la  parrie  qui  est  multiple  de  a  =  785809,  et  l'on  ne 
prendra  que  le  résidu  de  ce  produit 

—  1 1 10  —  65484  =  —  66594. 

Ce  nombre  doit  être  encore  multiplié  par  les  facteurs  171  x  1730  :  on 
pourra  semblablement  employer  l'une  ou  l'autre  des  divisions  qui  ont 
amené  les  quotients  p  =  171,  ou  p^  =  i75o,  et  l'on  trouvera  pour  ré- 
sidu du  produit  P,  le  nombre  négatif  P^  :=  —  138260;  enfin,  ajoutant 
a  =  785809,  on  a 

875809  —  138260  =  647549: 

ce  sera  la  valeur  positive  de  x  moindre  que  a;  c'est  le  nombre  associé 
de  4598  relativement  au  nombre  premier  a.  Cette  valeur  de  x  étant 
connue,  on  obtiendra  parla  division  celle  de 

y  ^  4558  x  647549  -  1  ^  ^^^^ 

(_)n  aura  donc  encore  pour  solution  générale  de  l'équation  jîroposée 

X  =   647549   +   785809. X, 
J  =        3789   +        4598.  À. 

Afin  de  faciliter  la  comparaison  de  cette  solution  à  celle  que  donne 
l'algorithme  des  fractions  continues,  je  vais  rapporter  les  quotients 
qui  entrent  comme  dénominateurs  des  fractions  intégrantes,  dans  la 
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fraction  continue  égale  à  -  :  ces  quotients  sont 

17O'    I'  9'  4»  6,   2,    I,  5; 
en  sorte  que 


y  +  etc.; 

les  fractions  convergentes  à  calculer  successivement  sont 

'  1  10         4'  256         553  809 

170'    171'    1709'    7007*  43751'  94509'    138260' 

et  la  fraction  suivante  serait 

4598     _  a_ 
785809  ■"■  «■ 

On  aura,  d'après  le  procédé  de  Lagrange, 

j:  =  —  138260,     y  T=  —  809. 

Pour  déduire  de  ces  valeurs  négatives  des  solutions  positives,  on  ajou- 
tera a  =  785809  à  j:,  et  «  =  4598  à  j-;  il  vient  ainsi 

X  =  647549,     j  -  3789; 

ce  sont  les  nombres  qui  ont  été  trouvés  par  l'autre  méthode.  On  aurait 
pu  simplifier  un  peu  ce  dernier  calcul  en  procédant,  pour  la  formation 
des  quotients  de  la  frachon  continue ,  de  manière  à  amener  les  moindres 
restes  dans  chaque  division;  mais  cela  n'aurait  pas  sufB,  ce  nous 
sen)ble,  pour  compenser  la  plus  grande  longueur  du  calcul  numérique. 

[XXII].  La  résolution  de  l'équation 

aX  -  AY  =  I , 

où  A  est  un  nombre  composé  a. A,,  se  ramène  facilement  à  celle  de 
deux  équations  de  la  forme 

ax   ~  a  j     =  f , 
rtx,  -  A,  j,  =  I  ; 

Tomi-  \1.  —  Décembre  1841.  02 
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car  on  tire  de  celles-ci 

ax    —  I  =  aj, 

ax,  —  i  =  A,  j, , 
et  par  la  iimltiplication 

[eue  —  i)  {ax,  —  i)  =  «A,  jj, , 
ou  bien 

I  —  {ax  —  i){ax,  —  i)  +  A  7/,  =  i. 

Si  l'on  compare  cette  équation  à  la  proposée 

flX  -  AY  =  I  , 

on  voit  que  celle-ci  sera  satisfaite  en  posant 

aX  =  I  —  {ax  —  i)  {aj,  —  i),     AY  =  —  Aj"/,, 
ce  qui  donne  les  valeurs  entières 

X  ^  ^  H-  jr,  —  axx,,      Y  =:  —  jj,  : 

ainsi  Y  et  X  seront  deux  nombres  connus  si  x,  Xf,  j,  y,  ont  été  préala- 
blement déterminés.  Si  a  et  A,  sont  des  nombres  premiers,  on  poiura 
employer  la  méthode  précédente  pour  traiter  séparément  les  deux 
équations  en  x  et  j',  en  x,  Qtj-,  ;  si  A,  était  encore  un  nombre  com- 
posé égal  à  a, ,  a,, . . .,  on  pourrait  joindre  à  l'équation 

ax    —  a^   =  I 
les  suivantes 

ax,  —  a,j,  =  I , 
ax,,  —  a„^„  =  I  , 

etc., 
d'où 

{ax  —  i)  {ax,  —  ï)(ax„  —  i)  ...  ^  a  a,  a„  ■■■JJ,J„--- 

Soit  i  le  nombre  de  ces  facteurs  simples  a,  a,,  a,,,...,  égaux  ou  inégaux 
de  A  ;  on  aurait 

{ax-i){ax,-i){ax„-  i)...  +(-1)'-'  -  Afj,j„...  =  (-i)'-'; 
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en  multipliant  par  (—  i)'-'  cette  formule,  on  aura 

I  —  (i  —ax){i  —ax,){i  —  aoc,,)...  —  A(—  i^'~*  JJjJ,,  ■■    =  i- 
Celle-ci  étant  comparée  à  l'équation  à  résoudre 

aX  —  AY  =  I  , 
permet  de  prendre  pour  valeurs  entières  de  Y  et  X, 

Y  =  (-  i)'~'  JJ,J„ ^Xa, 

„    I — (1 — ax)  (i — ox^)(i  — ax^}...         .   . 

A.   ^^ -f—  AA, 

a 

/  étant  toujours  lui  entier  arbitraire  positif  ou  non.  Pour  le  calcul  de 
ces  nombres,  il  convient  de  s'occuper  d'abord  de  Y:  il  est  donné 
par  le  produit  des  ;',  ^,, jy,,,...  qui  sont  des  nombres  connus;  quant 
à  X,  il  le  sera  par  l'équation  même  lorsque  Y  aura  été  obtenu. 

Comme  la  valeur  de  Y  pourra  être  un  grand  nombre ,  on  en  écartera, 
si  l'on  veut,  tous  les  multiples  de  a  selon  la  marche  indiquée  [XVIIl] 
pour  réduire  cette  valeur  à  son  résidu  selon  le  module  a. 

II  existe  d'autres  procédés  pour  ramener  la  congruence^X  —  A  Y=r  t 
à  la  résolution  des  congruenci  s  ax  —  aj  =:  o,  ax  —  «i^/i  =;  1,  etc. 
[Voyez  les  Disquisitiones  arithm.  de  M.  Gauss,  ou  la  traduction  fran- 
çaise de  M.  Delille,  seconde  section,  art.  So).  Celui  que  nous  venons 
d'employer  est  assez  simple  dans  sa  marche;  mais  nous  allons  exposeï' 
luie  méthode  qui  dispense ,  comme  celle  de  Bachet  ou  de  Lagrange , 
de  décomposer  A  dans  ses  facteurs  premiers  a,  a,,  etc. 

[XXllI].  La  méthode  de  l'art.  [XVI]  supposait  a  premier;  elle  s'ap- 
plique néanmoins,  sans  aucune  modification,  à  l'équation 

ax  —  kj  =  I  , 

où  aet  A  seraient  des  nombres  composés,  toutes  lesfoisqu'en  procédant 
sur  les  entiers  a  <  A  qui  sont  premiers  entre  eux ,  comme  si  l'on  vou- 
lait déterminer  leur  commun  diviseur,  à  l'aide  du  procédé  de  l'art.  [VI], 
on  arrive,  par  une  seule  catégorie  de  divisions,  à  un  dernier  résidu 
±  1  :  nous  avons  indiqué  plusieurs  cas  généraux,  dans  l'art.   [XIV], 
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où  cette  circonstance  doit  se  présenter;  alors  on  a,  entre  les  nombres 

a,  A  et  les  quotients  p,  p, ,  p.,,  ■  ■■,  Pn-\  j  1^  relation  { 1 2) 

aP  -  AP,  =  (-1)'", 

où  V  ^^  ppip^  ■■■  Pn-t  '■  il  est  clair  qu'en  appliquant  cette  formule  de 
la  même  manière  que  dans  le  cas  de  A  =  a,  nombre  premier,  on  ar- 
rivera à  la  valeur  de  x,  savoir, 

X  =  P(— 1)'"  -I-  X.A; 
et  quand  œ  sera  connu  ,  on  en  déduira  j^  par  l'équation  proposée 
ajc  —  \j  =  I. 

Si  le  produit  P  ^  p  p,  p^...  p„-,  est  composé  de  beaucoup  de  fac- 
teurs, on  devra  procéder  à  son  égard,  ainsi  que  nous  l'avons  expli- 
qué [XIX],  pour  arriver  à  son  résidu  Pa  ,  relatif  au  diviseur  ou  mo- 
dule A. 

Cette  marche  revient  encore  à  celle  qui  a  été  expliquée  [art.  XVllIJ  : 
après  avoir  déterminé  le  résidu  Pa  de  la  division  du  produit 
P  =  p  p,  p^...  p„_,  par  A,  en  sorte  que  l'on  puisse  poser 

P  =  P,  +  MA, 

si  l'on  substitue  cette  valeur  de  P  dans  l'équation  (12),  elle  devient 

a(P^  +  MA)-  AP,  =  (-1)'", 
ou  bien 

aV,  -  (-  if^AtP,  -  aM), 

et  par  la  division  on  aura 

P,    -  flM  =         '      / : 

A 

soit  P, ,,  le  quotient  entier  fourni  au  second  membre  ;  il  sera  évidem- 

ment    au-dessous   de   a,   car  —  est  moindre  que  l'unité,  P.^  étant  un 

résidu  qui  provient  du  module  A.  Avec  cette  quantité  entière  P,„  ,  on 
a  l'équation 

«Pa  -  ap,.„  =  (-ir, 
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où  les  nombres  P^  et  P,„  sont  respectivement  inférieurs  à  A  et  à  a: 
on  doit  remarquer  que  la  valeur  de  M  n'a  pas  été  calculée  :  elle  dépend 
du  nombre  P  que  l'on  a  voulu  se  dispenser  d'évaluer. 

Lorsque  l'on  aura  rencontré  pour  dernier  résidu  a„  de  la  première 
catégorie  des  divisions  un  nombre  différent  de  ±  i  ,  la  formule  (ra 
n'aura  plus  heu  ;  en  ce  cas,  on  aura  la  relation  générale  (i  i), 

«P  -AP,  =  a„(-  i)'". 

On  devra  passer  à  la  seconde  catégorie,  où  a  va  servir  de  dividende 
constant,  a„  de  premier  diviseur,  et  l'on  trouvera,  ainsi  qu'il  a  étéex- 
pliqué  [art.  VI],  une  suite  de  résidus  ±:  è,,  ±:  Z»2, .  . .,  ±  è„'  :  si  le  der- 
nier de  ces  nombres  h^'  ^  i  ,  on  aura,  d'après  la  formule  (i3j, 

«  [PQ  -  Q.  (- O'I  -  AP.Q  =  (-  0'"*'" . 

En  combinant  cette  formule  avec  l'équation  proposée,  ainsi  que  nous 
l'avons  fait  pour  le  premier  cas,  et  après  avoir  mis  l'équation  donn('e 
sous  la  forme 

ax{-  i)'"-^'"'  -  Aj  (-  iV"-^'"'  =  (-  i)'"-^'"' , 

on  en  conclura,  pour  déterminer  les  valeurs  générales  des  nombres  x 

etj', 

X   —  i)"»-^'"  =  PQ_  Q,  (  — i)'"  —  X.A, 

j(_  ,)'"+"'■  =p^Q_  \,a. 

Les  fornuiles 

a  P  -  AP.  =  (-i)'"fl„, 


(^„Q -«Q,  =  (-!)'", 

permettront  de  simplifier  le  calcul,  s'il  se  présentait  avec  trop  de  com- 
plication, en  raison  de  la  grandeur  des  nombres.  En  effet,  au  moyen  de 
la  relation  \i\)  entre  P  et  P, ,  a„  étant  un  résidu  calculé,  a  et  A  étant 
des  nombres  donnés,  on  pourra  réduire  le  produit  P  à  son  résidu  P, 
selon  A,  en  négligeant  le  midtiple  de  A  que  P  renfermera  :  on  calculent 
ensuite  une  valeur  P,,,  par  l'équation 

rtP,v  -  P.,..  A  =  (-  i/".a„. 
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qui  n'est  que  l'équation  ^l  i)  où  P  est  remplacé  par  P^  ;  il  en  résulte 

A 

P,, ,  sera  un  entier  :  il  différera  de  P,  par  un  multiple  de  a  qui  sera  le 
même  que  le  multiple  de  A  par  lequel  P^  diffère  de  P.  On  réduira  aussi 
le  produit  Q  à  son  résidu  Q„  relatif  au  diviseur  a,  et  dans j  on  rem- 
placera P,  et  Q  par  leurs  résidus  P,  et  Q„  :  on  pourra  même  ne  pren- 
dre à  la  place  du  produit  P.Q  que  son  résidu  7  relatif  à  a  ;  on  aura 
ainsi 

à  cette  valeur  dej  on  adjoindra  la  valeur  correspondante  de  jc,  fournie 
par  l'équation 

ajc  —  Aj  =  I. 

Le  cas  que  nous  venons  de  traiter  où  />„  =  rt  i ,  aura  nécessairement 
lieu  toutes  les  fois  que  a  <  A,  sera  un  nombre  premier;  il  se  présen- 
tera encore  lorsque  le  plus  petit  des  diviseurs  de  a  surpassera  le  résidu 
a„  trouvé  à  la  fin  de  la  première  catégorie  de  divisions  [XIY]. 

Il  est  facile  de  voir  que  si  le  résidu  b„'  n'était  pas  zt  1  ,  comme 
nous  venons  de  le  supposer,  il  faudrait  passer  à  une  nouvelle  caté- 
gorie de  divisions,  qui  amènerait  à  employer  la  relation  (i^),  ou 
même  les  relations  subséquentes,  si  l'on  était  obligé  de  poursuivre  la 
recherche  du  dernier  résidu  qui  doit  nécessairement  prendre  la 
grandeur  ±  i,  puisque  A  et  «  ont  été  supposés  premiers  entre  eux. 
Nous  répétons  qu'il  sera  très- rare  que  l'on  ait  à  employer  plus  de 
deux  catégories  de  divisions  pour  parvenir  à  reconnaître,  par  le  résidu 
±  i,  que  les  nombres  A  et  a  sont  premiers  entre  eux. 
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Note  sur  la  Convergence  des  Suites; 
Pau  m    J.  BINET. 

On  doit  à  ÎVI.  Caiicby  une  règle  importante  snr  la  convergence  de  la 
série  U  =  Uf  -h  u,  -h  ...  u„ -h  u„+,  -+-  etc.  :  il  l'a  déduite  de  la  com- 
paraison des  termes  de  rangs  tres-avancés  n„,  u„+,,  etc.,  que  l'on  stip- 
pose  positifs ,  avec  ceux  de  la  suite 

Il  I 

1 1^ -t-  etr 

«•-^«         («+')'-<-«  («'»-2)'-^-'>  ' 

dont  la  convergence  ou  la  divergence  dépendent  du  signe  de  a.  (  Voyez 
Y  Analyse  algébrique  et  le  deuxième  volume  des  Exercices  de  Mathé- 
matiques de  M.  Cauchy.)  En  partant  de  cette  dernière  proposition, 
l'on  reconnaît  facilement  que  la  série 

*n  =  — TT^r  +  r— — ^— ^  '       -m  -+-  etc. 

«i-t-«r,         (n_|_|ji-t-v.,+  ,  («-i-2jT-T--/.„*. 

sera  convergente  toutes  les  fois  que  a„ ,  a„+ , ,  a^^. ,  etc. ,  formeront  une 
suite  indéfiniment  croissante;  que  S„  demeure  encore  convergente  si 
les  a„,  a„^,,  .  .  .,  finissent  par  devenir  positifs  à  partir  d'un  certain 
rang,  et  continuent  à  rester  positifs  et  finis  jusqu'à  a».  La  série  se- 
rait divergente  si,  à  partir  d'un  certain  rang  assignable/),  la  suite 
desKp,  «p^.,  ,  etc.,  entrait  dans  le  négatif  et  y  restait  jusqu'à  l'infini. 

Ayant  admis  que  «„,  m,,^,,  etc..  sont  positifs,  nous  pouvons  poser,  en 
général, 


et  alors  fa  partie  m„  -)-  ^^„^,  -t-  f/„^„  -f-  etc.  =  U„  de  la  série  proposée 
sera  remplacée  par 

TT  '  '  ' 

U,,  = 1-  — — - —  -  -— -t-  ptr 

Cette  série,  d'après  la  remarcpie  précédente,  exige,  pour  la  conver- 
gence, que  la  quantité  a^  évaluée  pour  de  hautes  valeurs  de  p  >  n 
demeure  positive,  sans  pouvoir  devenir  infiniment  petite;  mais  elle 
pourra   admettre  pour  a,,  toute  grandeur  positive  indéfiniment  crois- 
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santé  avec  p.  Or  de  l'équation  u„  = on  tire  n'"  =:  —  ,   et  en 

prenant  les  logarithmes, 

_   _  i(nu„) 
='«  -  lin)  ■ 

a„devant  demeurer  positif  pour  de  hautes  valeurs  que  nous  dénote- 
rons par  n,  au  lieu  dep,  il  faut  que  le  logarithme  /(m<„)  soit  constam- 
ment négatif;  à  cette  première  condition  Ion  doit  joindre  celle  qui  veut 
que ,,  "   demeure  ou  indéfiniment  croissant  ou  tout  au  moins  fini 

quand  7i  s'avance  vers  l'infini.  Si  au  contraire  la  fonction ij^    ^^_ 

croît  continuellement  à  mesure  que  n  augmente,  jusqu'à  devenir  infi- 
niment petite,  nulle  ou  négative  quand  «=  œ,  la  série  U„  n'admettra 
pas  de  limite  finie  et  par  conséquent  la  série  U,  dont  elle  fait  partie, 
sera  divergente. 

En  énonçant  son  théorème  sous  une  autre  forme ,    M.  Cauchy  dit 

que  la  convergence  de  la  série  U  exige  que  le  rapport -jfY  ^°°' 

verge  vers  une  limite  positive  finie  et  déterminée  g  :  la  proposition  est 
ainsi  exactement  exprimée  ,  pour  le  cas  où  ce  rapport  décroît  avec  -  ; 
mais  il  nous  semble  utile  d'ajouter  que  si  ce  rapport  est  indéfiniment 
croissant  avec  n  dans  le  sens  positif  et  n'admet  plus  de  limite  détermi- 
née, la  convergence  de  la  série  n'en  devient  que  plus  rapide.  Avec  cette 
extension  le  critérium  comprend  la  plupart  des  règles  proposées  pour 
constater  la  convergence  d'une  suite  infinie.  Nous  montrerons,  dans 
une  autre  occasion ,  comment  il  peut  être  employé  dans  des  cas  qui 
ont  été  jugés  difficiles,  par  exemple,  lorsque  la  loi  de  la  série  est 
telle  que  «„^,  =  m„  (i  —  p„),  jS„  exprimant  une  fonction  décroissante 
avec  -  et  qui  devient  infiniment  pefite  pour  des  valeurs  infinies  de  n. 


ERRATA  pour  le  Mémoire  de  M.  Liouville,  sur  l'élimination. 
(Cahiers  de  septembre ,  octobre  et  novembre .  " 


l'agc     3<?0,     ligne     16.     au  Heu  de 


T.-1À  =  -1'  -  2^-2; 


Pajïe     38o,     ligne    20,     supprimez  la  fin  de  la  phrase  à  partir  des  mois  ou  (ce  qui  revient  an  même. 

est  égale ,  etc. 
Pafîf     411.     ligne       8,     au  lieu  de     w  et  9,     lise:     -^i  et  XI. 
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